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1 Einleitung

Durch die erste Fundamentalform einer reguliren Fldche S haben wir einfa-
che metrische Groflen auf S wie Liange, Winkel und Flicheninhalt definiert
und allein aus den inneren (, intrinsischen®) Eigenschaften der Fliche berech-
net.

Wir wollen nun den Begriff der Isometrie und den schwécheren Begriff der
konformen Abbildung einfiihren. Unter einer Isometrie verindern zwei re-
guldre Flichen ihre metrischen Eigenschaften nicht, wihrend eine konforme
Abbildung lediglich die Winkel erhélt.

1.1 Die erste Fundamentalform
Definition 1. Seien S C R? regulire Fliche, p € S.

I, . T,5 - Rw = <w,w>,
heifit erste Fundamentalform von S inp € S.

Lemma 1. Sei z(u,v) Parametrisierung bei (ug,vo) = p € S. Sei w € T,S
mit w = x,u' + x,v"'. Dann gilt:

L(w) = (W)’E+2uv'F+ (V)*G

mit B = E(ug, Vo) = <Ty, Ty >y, F' = F(uo,v0) = <y, T, >,, G = G(uo, v) =
< Ty, Ty >,

Anmerkung. E, F, G hingen im allgemeinen von der Parametrisierung x(u, v)
ab!



2 Isometrie

Seien S und S stets regulire Flichen.

Definition 2. Eine Isometrie ist ein Diffeomorphismus ¢ : S — S, fiir den
Vp € S und Vw;, we € T,S gilt:

<wi,we>, = <Dyp(wi), Dyp(wa)>

Anmerkung. D.h. das innere Produkt bleibt unter dem Differential Dy :
T,S — Ty S einer Isometrie ¢ unveréndert.

Lemma 2. Ein Diffeomorphismus ¢ : S — S ist genau dann Isometrie
zwischen S und S, wenn sein Differential D,yp die erste Fundamentalform
erhdlt, also Vp € S,w € T),S gilt:

Iy (w) = I (Dypp(w))
Beweis. ,=“: Seienp € S, w € T,S.
= I(w) = <w,w>, = <Dyp(w), Dpp(w) >,y = o) (Dpp(w))

»<&"1 Seien wy, we € T),S.

<wi,wy>, = §(<w1 + wa, wy 4+ Wy >, — <wy, wi >, — <wa, Wy )
1
= §(Ip(w1 + wa) — Iy(wr) — Iy(wa)
1
= 5o (Dpp(wr + ws)) = L) (Dpp(w1)) = Lo (Dpp(w2)))

= <Dpp(w1), Dpp(ws) >,

O

Definition 3. S und S heiflen isometrisch, wenn zwischen ihnen eine Iso-
metrie ¢ : § — S existiert.

Definition 4. Seien p € S und V' C S Umgebung von p € V. Eine Abbildung
¢ : V. — 5 heifit lokale Isometrie, wenn eine Umgebung V' := e(V) C S von
o(p) € V existiert, sodass ¢ : V — V Isometrie ist.

Definition 5. S heift lokal isometrisch zu S, falls Vp € S eine lokale Isome-
trie zu S existiert.

S und S heiflen lokal isometrisch, wenn S lokal isometrisch zu S und S lokal
isometrisch zu S ist.



Lemma 3. Sei Vp € S ein Diffeomorphismus ¢ : S — S lokale Isometrie.
Dann ist ¢ (globale) Isometrie.

Satz 4. Seienz : U — S und T : U — S mit U C RQ_Pammgrisierungen
fiir S bzw. S mit identischen Funktionen E = E,F = F,G = G der ersten
Fundamentalform in U. Dann ist o =Tox ' : x(U) — S lokale Isometrie.

Beweis. Es ist zu zeigen Vp € x(U),w € T,,S : I,(w) = I,y (Dpp(w)).
Seien p € z(U), w € T,S. Dann ist w der Tangentenvektor an eine Kurve
z(u(t),v(t)) € U im Punkt p = z(u(0),v(0)), sodass gilt:

w = vz, +v'z,
= L(w) = (W)’E+2u7VF+ (v)’G

D,p(w) ist nun gerade der Tangentenvektor an die durch ¢ auf S abgebil-
dete Kurve z(u(t),v(t)) im Punkt o(p), also an ¢(z(u(t),v(t))) =Toz o
z(u(t),v(t)) = T(u(t),v(t)) im Punkt ¢(p) = Z(u(0),v(0)) (sieche Abbildung
1).

= Dyp(w) = u'T, + 'z,
= I (Dpp(w)) = (U)°E +20V'F + (v')’G

= I(w) = I (Dyp(w)) VpeSweTl,S

O

Anmerkung. Die Umkehrung gilt nicht: Hat man Parametrisierungen fiir S
und S mit unterschiedlichen Funktionen E, F, G, so ist eine Isometrie nicht
ausgeschlossen - ggf. hat man nur die falsche Parametrisierung gewéhlt.
Beispiel 1 (Ebene und Zylinder). Sei U = {(u,v) € R*|0 < u < 27} C
R2. Seien E C R® die Ebene durch py aufgespannt von den orthonormalen
Vektoren wy, we und Z C R® der Zylinder Z = {(z,y, z)|z* + y?> = 1}. Dann
sind Parametrisierungen z : U — E, 7 : U — Z gegeben durch

z(u,v) = po—+ vws + vws
Z(u,v) = (cosu,sinu,v)

- E=1, F=0, G=1,
E =1, F =0, G=1

Dann ist nach Satz 4 ¢ = 7 o 27! lokale Isometrie. Also sind Ebene und
Zylinder lokal isometrisch.
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Abbildung 1: Zum Beweis von Satz 4, a(t) = (u(t),v(t))

A *-.._,_________,___...-"

Abbildung 2: Ebene und Zylinder sind nicht homéomorph, da sich in der
Ebene jede geschlossene Kurve C stetig auf einen Punkt zusammenziehen
lasst. Fiir C' ist das auf dem Zylinder nicht moglich (Beispiel 1).
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Abbildung 3: Das Katenoid ist der Rotationskorper des Cosinus hyperbolicus.

Anmerkung. Ebene und Zylinder sind mitnichten (global) isometrisch, da sie
noch nicht einmal homdomorph sind (siehe Abbildung 2).

Beispiel 2 (Katenoid und Helikoid). Sei U = {(u,v) € R?|u € (0,27)}. Das
Katenoid K C R® ist der Rotationskérper (siche Abbildung 3) der Kettenli-
nie (Cosinus hyperbolicus). Eine Parametrisierung z : U — K mit a konstant
ist gegeben durch

z(u,v) = (acoshwvcosu,acoshvsinu,av)

= E = a®cosh?v, F =0, G = a®cosh?v

Das Helikoid H C R® entsteht durch Verschraubung einer Geraden. Eine
Parametrisierung ist gegeben durch

z(u,v) = (vcosu,vsint,au)
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Wihle eine passendere Parametrisierung z : H — U durch u = u,v =
a sinh v:

= T(u,v) = (asinhvcosu,asinhvsinu,au)

= E = a?cosh?v, F =0, G = a®cosh?®v

Nach Satz 4 sind Katenoid und Helikoid lokal isometrisch. Eine Vorstellung
davon, wie die Isometrie wirkt, vermitteln die Abbildungen 4 und 5.

2.1 Abstand

Definition 6. Seien p,q € S. Der intrinsische Abstand d zwischen p und q
ist definiert als:

d(p,q) = inf{l(a(t))|a(t) Kurvein S mit «(t1)=p,ats) =q}

Satz 5. Der Abstand d ist invariant unter Isometrien, d.h. wenn ¢ : S — S
Isometrie ist, dann gilt Vp,q € S d(p,q) = d(p(p), ¢(q))-

3 Konforme Abbildungen

Im folgenden wollen wir den Begriff der Isometrie abschwichen und ganz
analog den Begriff der konformen Abbildung einfiihren.

Definition 7. Ein Diffeomorphismus ¢ : S — S heifit konforme Abbildung,
wenn eine differenzierbare Funktion A : S — R existiert mit A # 0 Vp € S,
sodass Vp € S und Vv, vy € T),S gilt:

<Dpp(v1), Dpp(v2) > = N2 (p)< vy, vy >

Anmerkung. Eine konforme Abbildung erhilt die Winkel, nicht notwendiger-
weise die Langen.

Definition 8. S und S heiflen konform, wenn zwischen ihnen eine konforme
Abbildung ¢ : S — S existiert.

Definition 9. Seien p € Sund V' C S Umgebung von p € V. Eine Abbildung
w V.= S heifit lokal konforme Abbildung bei p, wenn eine Umgebung
V= (V) C S existiert, sodass ¢ : V — V eine konforme Abbildung ist.

Definition 10. S heifit lokal konform zu S, falls Vp € S eine lokal konforme
Abbildung nach S existiert.
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Abbildung 4: Die lokale Isometrie zwischen Katenoid und Helikoid: eine Um-
drehung des Helikoids wird aufgeklappt...
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Abbildung 5: ... und zu einem Katenoiden zusammengefiigt.



Lemma 6. Lokale Konformitit ist eine Aquivalenzrelation.

Satz 7. Seienx: U — S und T : U — S mit U C R?> Parametrisierungen
fiir S bzw. S. Wenn eine differenzierbare Funktion ) : U — R mit \(x) # 0
Vo € U existiert, sodass E = NE, F = \NF, G = NG gilt, dann ist
p=Tox ':x(U)— S lokal konforme Abbildunyg.

Die wichtigste Eigenschaft konformer Abbildungen wird durch das folgen-
de Theorem ausgedriickt:

Theorem. Alle requliren Fldichen sind paarweise lokal konform.

180° 240" 300" o 60° 120" 180
I EEm— ___ [SS—— ]

80 60
30“ ..... SD“
o 0
-30° -30°
-80’° | B0

180" 240° 300° O B0° 120" 180

Abbildung 6: Die Mercator-Projektion des Globus

Beispiel 3 (Mercator-Projektion). Eine Anwendung von konformen Abbil-
dungen ist die Mercator-Projektion des Globus auf eine flache Karte. Nach-
teil: Flachen nahe am Pol werden sehr verzerrt dargestellt, da zwar die Win-
kel, nicht aber die Léngen erhalten sind.



4 Ausblick

Dass sich die Oberfliche einer Kugel im Gegensatz zur Oberfliche eines Zy-
linders nicht durch eine (lokale) Isometrie auf die Ebene abbilden lisst, ergibt
sich aus dem folgenden Theorem:

Theorem (Theorema egregium von Gauss). Die Gauss-Krimmung K
einer requldren Fldche ist invariant unter lokalen Isometrien.
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