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1 Grundlegende Fragestellungen und Methoden
der Topologie

1.1 Aquivalenzproblem

Eine der wichtigsten Aufgaben eines Mathematikers ist es, die betrachteten
Objekte unterscheiden zu kénnen.

1.1 Beispiel. R-Vektorrdume von verschiedener Dimension sind nicht isomorph.

Beachte: die Frage ist in der Regel, ob zwei Objekte dquivalent sind im
Sinnen einer natiirlich gegebenen Aquivalenzrelation (z.B. Isomorphie).

Fiir Topologen interessant sind als Objekte z.B. (differenzierbare) Mannigfal-
tigkeiten, topologische Raume, Zellkomplexe, und die Relationen Diffeomorphie,
Homéomorphie, Homotopie-Aquivalenz.

Topologie versucht also zun#chst einmal, topologische Rdume und die Be-
ziehungen zwischen ihnen zu verstehen.

1.2 Definition. Ein topologischer Raum (X, ) besteht aus einer Menge X und
einer Menge 7 von Teilmengen von X, den offenen Mengen, welche folgende
Bedingungen erfiillen

(H)Per, Xer
(2) Falls U,V € 7, dann auch U NV € 7.

(3) Sei I eine Indexmenge und U; € 7 fiir alle ¢ € I. Dann ist auch | J,.; U; € 7.

iel
Eine Abbildung f: (X, 7x) — (Y, 7y) zwischen zwei topologischen Réumen
heisst stetig, falls f~1(U) € 7x fiir alle U € 7y, d.h. das Urbild jeder offenen

Menge ist offen.

1.3 Bemerkung. Wir schreiben in der Regel X statt (X,7) und ,,Raum* an-
stelle von ,,topologischer Raum®. Oft wird ,, Abbildung* fiir ,,stetige Abbildung*
verwendet, und ,,mengentheoretische Abbildung“ fiir ,,nicht notwendig stetige
Abbildung*.

1.4 Beispiel. R” ist ein topologischer Raum, falls wir setzen: U C R ist offen
<= Vo €U Je > 0so dass BE"(z) :=={y e R" | d(z,y) == |z —y| < e} C U.
Fiir f: R™ — R™ entspricht der Stetigkeitsbegriff der Infini dem hier defi-
nierten Stetigkeitsbegriff.
Auf gleiche Weise sind alle metrischen Rdume topologische Raume.

1.5 Definition. (Konstruktion topologischer Riume):

(1) Sei (X,7x) ein topologischer Raum und ¥ C X eine Teilmenge von X.
Die Teilraumtopologie auf Y ist definiert durch 7y :={UNY |Y € 7x}.
Dies ist die grébste Topologie auf Y (d.h. mit der kleinstmdglichen Anzahl
offener Mengen), so dass die Inklusion Y < X stetig ist.
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(2) Seien (X,7x) und Y,7y) zwel topologische Raume. Offene Mengen der
disjunkte Summe X 1Y := X x {0} UY x {1} in der Summentopologie
sind genau Mengen der Gestalt U x {0} UV x {1} mit U € 7x und
V' € 7y. Es gibt kanonische Einbettungen von X und Y in X 1Y, und die
Summentopologie ist die feinste Topologie auf X ITY (d.h. mit so vielen
offenen Mengen wie méglich) so dass beide Einbettungen stetig sind.

(3) Offene Mengen der Produkttopologie auf dem Produkt X x Y zweier topo-
logischer Rédume sind genau alle Vereinigungen von Mengen der Gestalt
UxV mit U € 7x und V € 7y. Dies ist die grobste Topologie auf X x Y,
so dass die Projektion sowohl auf X als auch auf Y stetig ist.

1.6 Definition. Zwei topologische Ridume X und Y heissen homdomorph (wir
schreiben X ~ Y), falls es stetige Abbildungen : : X — Y und g: Y — X gibt
so dass fog=1idy und go f =idx. f und g heissen Homdomorphismen.

1.7 Beispiel. (a,b) =R, D" :={z ¢ R" | |z| <1} = [0, 1]".
1.8 Frage. Wann gilt R™ ~ R™?

1.9 Definition. Eigenschaften topologischer Réume.

(1) (X, 7) heisst zusammenhdngend, falls X nicht disjunkte Vereinigung zweier
nicht-leerer offener Teilmengen ist, d.h. U,V € Tmit UNV =0, UUV = X
impliziert U = @) oder V = ().

(2) X heisst wegzusammenhdngend, falls zwei beliebige Punkte durch einen

stetigen Weg verbunden werden kénnen, d.h. Va,y € X 3¢ : [0, 1] stetig, x
mit ¢(0) =z und ¢(1) = y.

(3) X heisst Hausdorff, falls zwei beliebige Punkte durch offene disjunkte Men-
gen getrennt werden konnen, d.h. Vo,y € X 3U;, U, € 7 mit x € Uy,
y € Uy und U, NU, = 0.

(4) X heisst kompakt, wenn jede offene Uberdeckung eine endliche Teiliiber-
deckung enthélt.

1.10 Bemerkung. Diese (und weitere) Eigenschaften sind offensichtlich un-
ter Hom6omorphie erhalten. Sie liefern also Moglichkeiten, nicht homéomorphe
Ré&ume zu unterscheiden.

1.11 Beispiel. RO~ R" — n=0,R' *R* = n =1.

Proof. R® = {x} = {pt} ist endlich, |R"| = oo falls n > 0.
R — {0} ist nicht zusammenhiingend, aber Vz € R"™ gilt R"™ — {z} ist zusam-
menhéngend falls n > 1. O

Problem: Oft stimmen bei interessanten Riumen alle offensichtlichen Ei-
genschaften iiberein. Besser zur Unterscheidung von Rdumen ist daher meistens
die Konstruktion von Invarianten.
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1.12 Beispiel. Die Dimension eines R-Vektorraums.

Invarianten ordnen einer gewissen Klasse mathematischer Objekte (mehr
oder weniger) wohlverstandene Grossen zu. Diese Grossen konnen z.B. Zah-
len sein, oder eine abelsche Gruppe, oder Elemente eines bestimmten Z/2-
Vektorraums. Entscheidend fiir ihren Nutzen ist, dass sie berechenbar sind.
Insbesondere sollte es zu Standard-Konstruktionen auch Berechnungsformeln
geben.

In der Regel kommt mit einer Invariante ein Satz, der besagt, dass sie unter
der betrachteten Aquivalenzrelation invariant ist (oder dass sie wohldefiniert
ist).

1.13 Beispiel. Alle Basen eines gegebenen R-Vektorraums haben die gleiche
Lénge.

Eins der wichtigsten Ziele der (algebraischen) Topologie ist es, Invariante zu
entwickeln und zu berechnen. In der Regel muss man sich dabei auf geeignete
Klassen von Rdumen beschréinken. Oft werden die Invarianten von algebraischer
Natur sein, so dass topologische Fragestellungen in algebraische Fragestellungen
iibersetzt werden, die wegen grosserer “Starrheit” der algebraischen Struktur
leichter beantwortet werden kénnen. (Man kann in der Regel nicht leicht iiber-
blicken, dass zwischen zwei gegebenen Rdumen kein Homdomorphismus existie-
ren kann, aber es ist leicht, zu sehen ob es zwischen zwei Vektorrdumen einen
Isomorphismus geben kann.)

1.14 Beispiel. Euler-Charakteristik endlicher Polyeder.

1.15 Definition. Ein affines k-Simpler im R™ ist die konvere Hille 0 =
(Vo,--yvr) == D Nvi | N =1, Ay > 0} von (k + 1) affin unabhdngi-

gen Vektoren vy, ..., v, d.h. (v1 — vg,..., v — vg) ist ein linear unabhingiges
System von Vektoren.
Die konvexe Hiille einer Teilmenge von {vy, ..., vk} heisst Teilsimplez oder

Seite von o.
1.16 Definition. Ein (endlicher) geometrischer Simplizialkomplex K ist eine
(endliche) Menge von affinen Simplizes im R™ so dass

(1) 0 € K = jede Seite von o liegt in K

(2) 01,00 € K = 01 Noy = 0 oder ist ein Teilsimplex sowohl von oy als
auch von os.

Setze | K| :=J,cx 0 C R™.

1.17 Beispiel. Zwei sich schneidende Strecken bilden keinen Simplizialkomplex,
erst nach unterteilen. Simplizialkomplexe miissen nicht zusammenhéngend sein.

1.18 Definition. Ein Raum X heisst (endliches) Polyeder, falls es einen (end-
lichen) Simplizialkomplex K gibt, so dass X = |K|. Ein solcher Hom&omorphis-
mus heisst Triangulierung von X.
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1.19 Definition. Sei K ein endlicher Simplizialkomplex. Sei ¢; die Anzahl
der i-Simplizes von K. x(K) := Y_(—1)ic; heisst Eulercharakteristik von K,
dim K := max{i € N | ¢; > 0} heisst Dimension von K.

1.20 Definition. Sei X ein endliches Polyeder, X ~ |K|. Set x(X) := x(K)
und dim(X) := dim(K).

1.21 Satz. x(X) und dim(X) sind wohldefiniert, also Homdomorphie-Invari-
anten endlicher Polyeder.

1.22 Definition. Zwei stetige Abbildungen f,g: X — Y heissen homotop (wir
schreiben f ~ g), wenn man sie ,stetig ineinander iiberfithren“ kann, d.h. falls
es eine stetige Abbildung A : X x [0,1] — Y gibt, so dass, falls wir

hi: X = Y: 2 h(z,t)

setzen (t € [0,1]) gilt: hg = f, h1 = g.

f: X — Y heisst Homotopiedquivalenz, falls g: Y — X existiert mit fog ~
idy, g o f ~ idx. Schreibe dann X ~ Y, X und Y nennen wir homotopiediqui-
valent.

Falls X ~ {x}, dann heisst X zusammenziehbar.

1.23 Lemma. Homotopie ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der steti-
gen Abbildungen von X nachY. Wir schreiben [X,Y] fir die Homotopieklassen
von Abbildungen von X nach Y.

Esqgilt: X Y undY ~7 — X ~Z.

1.24 Beispiel. X ~Y — X ~Y.
R™ ~ D™ ~ {x}. Skizzen weiterer Beispiele. ,Rdume bleiben homotopiesiquiva-
lent wenn man sie ,,aufdickt* oder ,,abspeckt®.“

1.25 Satz. Seien X und Y endliche Polyeder. Es gilt: X ~Y = x(X) =
x(Y).

Frage: wie sieht es mit der Dimension aus?

1.2 Problem der Realisierung von Invarianten

Gegeben sei eine Familie F' von topologischen Réumen mit gewissen ,,schénen®
Eigenschaften, fiir die insbesondere eine Invariante I definiert ist. Welche Werte
I(X) mit X € F werden realisiert?” Man hat hier also ein Konstruktionsaufgabe:
konstruiere X € F' mit vorgegebenem I(X).

1.26 Beispiel. Fiir jedes n € N gibt es einen n-dimensionalen R-Vektorraum,
z.B. R".

1.27 Definition. Ein Raum M heisst m-dimensionale topologische Mannig-
faltigkeit, falls M ein Hausdorffraum mit abzahlbarer Basis der Topologie ist,
der lokal zu R™ homdomorph ist, d.h. V& € M 3 offene Menge U > z und ein
Homoéomorphismus ¢: U — R™. ¢ heisst Karte von M.
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1.28 Definition. Eine Basis B der Topologie eines topologischen Raums X, 7
ist eine Teilmenge B C 7 so dass VU € 7, x € U ein V € B existiert mit
x € V C U, d.h. jede offene Teilmenge von X ist Vereinigung von Mengen aus
B.

1.29 Beispiel. Die folgenden Mengen sind Mannigfaltigkeiten: R™, offene Tei-
lemengen von R™, 8™ := {x € R™™! | |z| = 1}.

Nulldimensionale Mannigfaltigkeiten sind genau die abzdhlbaren disjunkten
Vereinigungen von Punkten.

Beispiele fiir 2-dimensionale Mannigfaltigkeiten sind der 2-Torus T2 = S! x
St RP?, die Kleinsche Flasche, das Mobiusband ohne Rand; Fliche F; vom
Geschlecht g > 0

1.30 Frage. Was sind die moglichen Eulercharakteristiken von zusammenhéngen-
den kompakten 2-Mannigfaltigkeiten.

Diese Frage macht Sinn, denn

1.31 Satz. Jede kompakte 2-Mannigfaltigkeit ist ein endliches Polyeder.
1.32 Satz. x(S?) =2, x(T?) =0, x(F,) =2 —2g.

1.33 Definition. (Konstruktion von topologischen Riumen: Quotien-
tentopologie)

Sei (X, 7x) ein topologischer Raum, p: X — B eine Surjektion auf eine Menge
B. Definiere 75 := {U C B | p~}(U) € 7x}. Dies ist die feinste Topologie auf B
so dass p stetig ist.

1.34 Beispiel. (Zusammenschlagen einer Untermenge zu einem Punkt)
Sei X ein topologischer Raum, A C X eine Untermenge. Definiere X/A :=
(X — A) I {*} mit der offensichtlichen Projektion X — X /A (die ganz A auf x
abbildet). Die Topologie von X/A ist die Quotiententopologie beziiglich dieser
Projektion.

Konkret: Rand der Scheibe zusammenschlagen, Sphére einschniiren.

1.35 Definition. (Konstruktion von topologischen Riumen: Verkle-
ben) Seien X und Y topologische Rdume, A C X ein Teilraum (also eine Un-
termenge mit der Teilraumtopologie). Sei f: A — Y stetig. Definiere XU, Y, die
Verklebung von X und Y entlang f, als Quotienten (mit Quotiententopologie)
von X ITY unter der Aquivalenzrelation, die von a ~ f (a) Va € A erzeugt wird.
Man schreibt oft auch X Uy Y = XIIY/a ~ f(a). Eine andere Beschreibung ist
die folgende:

XUyY = (X —A)IIY mit Projektion p: XIIY — X U; Y mit p(z) =«
Vee X — A, ply) =y Yy eY,pla) = f(a) fallsa € A C X.

Falls f: A — Y ein Homoomorphismus auf im(f) ist, identifiziert man A
mit f(A) und schreibt X U, Y anstelle von X Uy Y.

1.36 Beispiel. Offener Zylinder [0,1] x (0,1)/(0,2) ~ (1, z). Hier werden aller-
dings keine zwei Rdume verklebt, sondern ein zwei Teile innerhalb eines Raums.
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1.37 Definition. Sei RP™ die Menge der 1-dimensionalen R-Unterrdume von
R"*! und CP" die Menge der 1-dimensionalen C-Unterrdume von C"*!. Diese
Menge erhalten die Quotiententopologie beziiglich R**! — {0} — RP™ und
crtl — {0} —» CP™.

In der gleichen Weise definieren wir HP™ als die Menge {H -v C H"™ | 0 #
veH" 1} u

1.38 Satz. RP"™ ist n-dimensionale kompakte Mannigfaltigkeit, CP™ ist 2n-
dimensionale kompakte Mannigfaltigkeit.

1.39 Satz. x(RP?) = 1, x(Kleinsche Flasche) = 0, x(Fy—Kleinsche Flasche) =
2 —2g (falls g > 1), x(M? mit k twist-Kappen) = x(M) — k.

1.40 Definition. F-Kleinsche Flasche: F; bei dem ein (oder mehrere) twists
wie bei der Kleinschen Flasche eingebaut werden.

M? mit twist-Kappe: nimm kleine offene Scheibe aus M? heraus, und verkle-
be gegeniiberliegende (bzgl. des Mittelpunkts der entfernten Scheibe) Punkte.

1.41 Satz. Die mdglichen Euler-Charakteristiken von zusammenhdingenden kom-
pakten 2-Mannigfaltigkeiten sind 2,1,0,—1,....

1.3 Klassifikationsproblem

Die Frage des Realisierungsproblems kann man folgendermassen verschéirfen:
Gegeben sei wieder eine Familie F' von topologischen Rdumen mit “schénen”
FEigenschaften: finde eine Invariante I, die Rdume aus F' bis auf Homéomorphie
(oder eine andere betrachtete Relation) unterscheiden, d.h. I(X) = I(Y') genau
dann wenn X ~ Y, und bestimme den Wertebereich I(X) fir X € F.

Mit anderen Worten: I stellt eine Bijektion her zwischen Homoéomorphie-
typen von Riumen aus F und dem Wertebereich von I (der hoffentlich gut
verstanden ist). In diesem Sinne ist dann F' selber vollstéindig verstanden.

1.42 Beispiel. Die Anzahl der Punkte, i.e. Anzahl der Wegzusammenhangs-
komponenten, stellt eine Bijektion zwischen Homdomorphietypen von nulldi-
mensionalen Mannigfaltigkeiten und N her.

Die Invariante, die jeder 1-dimensionalen Mannigfaltigkeit das Paar (Anzahl
der kompakten Wegekomponenten, Anzahl der nichtkompakten Komponenten)
zuordnet, stellt eine Bijektion zwischen 1-Mannigfaltigkeiten und N x N her. Der
disjunkten Vereinigung von k Kopien von S* und [ Kopien von R wird das Paar
(k,1) zugeordnet.

1.43 Satz. Die Euler-Charakteristik liefert eine Bijektion der Homdomorphie-
klassen von zusammenhdngenden kompakten orientierbaren 2-Mannigfaltigkei-
ten auf {2,0,—2,...}.

Die Euler-Charakteristik liefert auch eine Bijektion der (Homdomorphieklas-

sen von) zusammenhdingenden kompakten nicht-orientierbaren 2-Mannigfaltig-
keiten auf {1,0,—1,—2,...}.
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1.44 Definition. Eine 2-Mannigfaltigkeit M heisst orientierbar, wenn es keine
offene Untermenge in M gibt, die homéomorph zum offenen M&biusband ist. Sie
heisst nicht orientierbar, wenn eine Untermenge homdomorph zum Mébiusband
existiert.

Da fiir kompakte Mannigfaltigkeiten Orientierbarkeit eine Homotopie-Inva-
riante ist, kann man in Satz [L43 “Homdomorphieklassen” durch “Homotopie-
klassen” ersetzen und er bleibt richtig.

Sehr oft wollen wir Rdume nicht bis auf Homéomorphie, sondern bis auf Ho-
motopiedquivalenz unterscheiden. Andererseits stellt sich die Frage nach den Be-
ziehungen zwischen Homotopiedquivalenz und Homoéomorphie: fiir welche Klas-
sen von Raumen folgt aus X ~ Y bereits X ~ Y7 Dies ist z.B. fiir kompakte
2-Mannigfaltigkeiten der Fall. Falls dies nicht der Fall ist: wie viele Hom&omor-
phietypen in einer gegebenen Klasse sind homotopiedquivalent zu einem vorge-
gebenen Raum X (wie gross ist die Strukturmenge von X)?

1.45 Beispiel. Verallgemeinerte Poincaré-Vermutung
Ist jede zu S™ homotopiedquivalent kompakte Mannigfaltigkeit homGomorph zu
S™?

Diese ist wahr fiir n > 5 (1961 von S. Smale bewiesen) und fiir n = 4 (1982
von M. Friedmann bewiesen). Es ist offen fiir n = 3 (und eine der prominentesten
offenen Fragen in der Topologie und der Mathematik allgemein). Die Aussage
ist wahr fiir n = 1 und n = 2 (dies folgt aus obigen Klassifikationsséitzen).

1.4 Einbettungsproblem

1.46 Definition. f: X — Y heisst (topologische) Einbettung, wenn f: X —
f(X) ein Homoomorphismus ist.

In der Regel versucht man, Einbettungen in “schone” Raume, z.B. R" zu
finden. Analog betrachtet man fiir Gruppen die Darstellungstheorie, wo man
z.B. versucht, Monomorphismen von G in Gl(n,R) oder Gi(n,C) zu verstehen.

1.47 Beispiel. (1) Jeder metrisierbare Raum lésst sich in einen Banachraum
einbetten (sogenannte Kuratovski-Einbettung).

(2) Jede glatte Mannigfaltigkeit der Dimension n lisst sich in R?" einbetten
(Whitneyscher Einbettungssatz).

(3) Frage: was ist die kleinste Dimension n, so dass man eine gegebene Man-
nigfaltigkeit M in R"™ einbetten kann? Beispielsweise lisst sich RP? in R*,
nicht aber in R? einbetten.

(4) SchénflieB-Theorem: jede Einbettung S! — R? lisst sich zu einer Einbet-
tung D? — R? fortsetzen.

Die analoge Aussage fiir n > 3 ist falsch.

1.5 Problem der Fortsetzung (“Liftung”) von Abbildun-
gen
Wir haben jetzt einige Beispiele fiir den erfolgreichen Einsatz von Invarianten

gesehen. Viele wichtige Invarianten der algebraischen Topologie sind (abelsche)
Gruppen, d.h. X wird eine Gruppe G(X) zugeordnet.
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Die meisten solcher Zuordnungen liefern zu einer stetigen Abbildung f: X —
Y einen Homomorphismus G(f): G(X) — G(Y) (oder manchmal G(f): G(Y') —
G(X)). In der Regel ist Ein solches G ein Funktor, d.h. es ausserdem

(1) G(idx) = idgx)
(2) G(fog)=G(f)oG(g) (oder G(fog)=G(g)oG(f))

1.48 Beispiel. Es gibt den Funktor H,, (n-te Homologie), der jedem topologi-
schen Raum eine abelsche Gruppe zuordnet. Falls n > 1 gilt: H,(D"*!) = 0,
H,(S™) = Z. Betrachte nun folgendes Fortsetzungsproblem: kann man id: S™ —
S™ zu einer Abbildung f: D" — S™ fortsetzen, d.h. gibt es f, so dass folgen-
des Diagramm kommutiert:

STL id S”I’L

| [
prt L gmo

Anwendung des Funktors H,, wiirde implizieren, dass folgendes Diagramm abel-
scher Gruppen kommutiert:
7 id

lHn(i) lid

Nun gilt H,(f) o H,(4)(1) = H,(f)(0) = 0 # 1 = idoid(1), d.h es gibt kein
H, (f) welches das zweite Diagramm kommutativ macht, also auch kein f wel-
ches das erste Diagramm kommutativ macht.

Die “toolbox” des Topologen besteht aus moglichst vielen Funktoren, mit
denen solche Probleme gelost werden konnen. Diese werden in der algebraischen
Topologie hergestellt (und angewandt).

1.6 Existenz von Zusatzstrukturen

Wir haben bereits gesehen, dass es fiir topologische Réume niitzlich sein kann,
Zusatzstrukturen wie z.B. eine Triangulierung zuzulassen.

1.49 Beispiel. (1) Ist X metrisierbar?
Urysohnscher Metrisierungssatz: Ein kompakter Hausdorffraum ist
genau dann metrisierbar wenn er eine abzéhlbare Basis der Topologie hat.

(2) Welche topologischen Mannigfaltigkeiten sind glatt?

(3) Hat jede Mannigfaltigkeit der Dimension m eine Triangulierung (Haupt-
vermutung: ja)?
Dies ist richtig fiir n = 2 (Rado 1925) und fiir n = 3 (Morse 1952), aber
fiir n > 5 falsch (die sogenannte Kirby-Siebenmann-Invariante KS(X) €
H*(X,7/2) entscheidet dariiber). Die Aussage ist ebenfalls falsch fiir n =
4: (1982: Friedmann, Quinn).



Skript zur Vorlesung ,, Topologie I* 11

Eine andere wichtige Art von Zusatzstruktur ist die Operation einer Grup-
pe G auf dem Raum X (d.h. ein Homomorphismus von G in die Gruppe der
Homdoomorphismen von X). Interessant ist dies natiirlich nur fiir nicht-triviale
Operationen.

Neben der Existenz-Frage stellt sich natiirlich auch wieder die Frage der
Klassifikation, wobei diesmal natiirlich nur Strukturerhaltende Homéomorphis-
men betrachtet werden diirfen, und der Konstruktion geeigneter Invarianten,
welche die Zusatzstrukturen mit berticksichtigen.

2 Glatte Mannigfaltigkeiten

Wir haben bereits topologische Mannigfaltigkeiten kennengelernt, welche lokal
homdomorph zu R” sind. Zur Untersuchung von Abbildungen zwischen R™ und
R™ steht (falls sie glatt), die Differentialrechnung als sehr michtiges Werkzeug
zur Verfiigung. Es wire daher wiinschenswert, Differentialrechnung auch auf
Mannigfaltigkeiten betreiben zu kénnen. Dazu muss allerdings der Wechsel von
einer Karte zur anderen aus differenzierbaren Abbildungen bestehen.

2.1 Definition. Ein Atlas A = {z4: Uy — V, C R™} einer Mannigfaltigkeit
M™ ist eine Menge von Karten, deren Definitionsbereiche ganz M iiberdecken.
Hier verallgemeinern wir die Definition einer Karte etwas, und lassen als Bild
offene Teilmengen V,, von R™ zu.

Solch ein Atlas heisst differenzierbar, falls jeder Kartenwechsel

xaxgl: 23(Ua NUB) CR™ — 24U, NUg) CR™

a eine differenzierbare Abbildung zwischen offenen Teilmengen des R™ ist.

Eine differenzierbare Mannigfaltigkeit ist eine Mannigfaltigkeit zusammen
mit einem differenzierbaren Atlas.

Eine stetige Abbildung f: M — N zwischen differenzierbaren Mannigfaltig-
keiten heisst glatt, falls yo fox ! glatt ist fiir jede Karte = des differenzierbaren
Atlas von M und jede Karte y des Atlas von N (wobei der Definitionsbereich von
271 geeignet eingeschriinkt werden muss). Die Menge der glatten Abbildungen
wird mit C*° (M, N) bezeichnet.

Ein Hom6omorphismus f: M — N zwischen zwei differenzierbaren Mannig-
faltigkeiten ist ein Diffeomorphismus, wenn sowohl f als auch f~! differenzierbar
sind.

Wir sagen, dass zwei Atlanten auf einer Mannigfaltigkeit M dieselbe dif-
ferenzierbare Struktur induzieren, falls idy; ein Diffeomorphismus der beiden
erhaltenen differenzierbaren Mannigfaltigkeiten M ist. Dann ist die Vereini-
gung dieser beiden Atlanten wieder ein differenzierbarer Atlas. Vereinigt man
alle Atlanten, die dieselbe differenzierbare Struktur induzieren, erhélt man den
sogenannten mazimalen Atlas dieser differenzierbaren Struktur.

Fiir uns bedeutet differenzierbar immer C°°-differenzierbar. Man kann ana-
loge Begriffe auch mit C" definieren, dies wird z.B. in der Differentialtopologie
intensiver untersucht.

2.2 Beispiel. R” ist glatte Mannigfaltigkeit mit Atlas {id: R™ — R"}. Insbe-
sondere gibt es fiir jede glatte Mannigfaltigkeit C*°(M,R), eine gewisse Teil-
menge von C'(M,R).
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2.3 Beispiel. S", RP", CP", kompakte Flichen, offene Teilmengen von R™
sind differenzierbare Mannigfaltigkeiten (wobei wir natiirlich noch die Atlanten
angeben miissen).

Andererseits gibt es topologische Mannigfaltigkeiten, die keinen differenzier-
baren Atlas haben. Die erste solche Mannigfaltigkeit wurde 1960 von Kervaire
angegeben.

Die beiden differenzierbaren Strukturen auf R gegeben durch A; = {id: R —
R} und Ay = {¢: R — R: 2 — 23} liefern nicht die gleiche differenzierbare
Struktur (die Inverse von x + 3 ist nicht differenzierbar). Allerdings ist die
Abbildung (R, Ay) — (R, Ay): x — 23 ein Diffeomorphismus.

Es gibt kompakte Mannigfaltigkeiten M mit zwei verschiedenen differen-
zierbaren Atlanten A; und As, so dass es keinen Diffeomorphismus zwischen
(M, Ay) und (M, Ay) gibt (erstes Beispiel: Milnor 1956 mit M = S7). Dann
spricht man davon, dass M exotische differenzierbare Strukturen besitzt.

Proof. Wir wollen als Beispiel andeuten, wie man die glatte Struktur auf CP"

definiert. Durch jedes von Null verschieden Tupel (zo,...,2,) geht genau ein
komplex-1-dimensionaler Unterraum von C**!, wird also ein eindeutiger Punkt
(20 : -+ : zp) € CP"™ definiert. Hier spricht man von homogenen Koordinaten,
beachte dass (29 : -+ : 2,) = (Azp : - -+ Az ) fiir alle A € C — {0}. Wir definieren
nun folgenden Atlas: fiir ¢ =0,...,nsei U; :={(20: -+ : 2n) | z; = ne0}. Setze
x;: Uy —» C* =R (zo:+ 1 2p) — Zl(zo,...,éi,...,zn),
7

wobei die Schreibweise bedeutet, dass die i-te Koordinate weggelassen wird.
Beachte, dass sowohl die Definition von U; als auch von x; nicht von den Re-
prisentanten der Punkte abhiingt. Es ist leicht zu sehen, dass x;: U; — R?"
bijektiv ist.Sei p: C**! — CP™ die kanonische Projektion, die die Topologie
auf CP" festlegt. Nebenbei: Da die Einschréinkung von p auf die Sphire $27+1
ebenfalls surjektiv ist, ist CP™ als Bild einer kompakten Menge unter einer ste-
tigen Abbildung kompakt. Um zu zeigen, dass x; stetig ist, muss man zeigen,
dass z; o p: p~1(U;) — C" stetig ist. Dies folgt unmittelbar aus der Formel
(20,--+,2n) — (20/2is---s2iy--,2n/2i). Um zu zeigen, dass die Umkehrung
stetig ist, definiere die stetige Abbildung

Yo: C" — C"": (21, z0) = (L, 20, ..., 20)-

Zo = poy ist als Verkettung stetiger Abbildungen stetig. (Fiir z; geht’s natiirlich
genauso). Den Beweis der Hausdorff-Eigenschaft und des zweiten Abzéhlbar-
keitsaxioms wollen wir nicht ausfiithren.

Die Formel fiir den Kartenwechsel x,xg " ist

—1
— z;
Tpxy (21, zn) v (Lizr oo 20) B3 (120, 21/ 2y - s 201/ 2n)-

Dies ist offenbar (auf ihrem Definitionsbereich) eine glatte Abbildung. Dasselbe
gilt mit gleichem Beweis fiir xla:j_l Wir haben also einen glatten Atlas definiert.
Man sieht auch sofort, dass p eine glatte Abbildung ist. O

2.4 Bemerkung. Wenn wir im folgenden von einer Mannigfaltigkeit sprechen,
soll damit immer eine glatte Mannigfaltigkeit mit fest vorgegebenem (maxi-
malem) Atlas gemeint sein. Karten sind immer Karten aus diesem Atlas. Eine



Skript zur Vorlesung ,, Topologie I* 13

nicht-notwendig glatte Mannigfaltigkeit wird zur Unterscheidung topologische
Mannigfaltigkeit genannt.

2.5 Definition. Sei f: M™ — N" eine glatte Abbildung zwischen Mannig-
faltigkeiten, p € M. Definiere den Rang von f in p, rg,(f) als den Rang der
Jakobi-Matrix D := D,(yo fox™'), wobei x eine Karte von M um p und y eine
Karte von n um f(p) ist. Beachte, dass D eine lineare Abbildung von R™ nach
R™ ist.

Wegen der Kettenregel ist diese Zahl nicht abhéngig von den gewé&hlten
Karten.

2.6 Definition. Sei f: M — N eine glatte Abbildung zwischen differenzier-
baren Mannigfaltigkeiten. Ein Punkt p € M heisst reguldrer Punkt von f, falls
rgp(f) = dim(N). ¢ € N heisst reguldrer Wert von f, wenn jeder Punkt im
Urbild f=1(q) ein reguliirer Punkt von f ist. Beachte, dass dies insbesondere
dann der Fall ist, wenn ¢ nicht im Bild von f liegt.

2.7 Definition. Eine Teilmenge M C N einer glatten n-Mannigfaltigkeit N
heisst glatte Untermannigfaltigkeit der Dimension m < n, falls fiir jeden Punkt
p € M eine Karte z,: U — V C R" von N existiert, so dass p € U und
(M NU) =V NR™ x {0} C R™ n—m heisst die Kodimension der Unter-
mannigfaltigkeit M in N.

2.8 Bemerkung. Insbesondere erhélt man durch Einschrénken dieser Unter-
mannigfaltigkeitskarten einen Atlas von M, so dass M selbst eine glatte m-
Mannigfaltigkeit ist.

2.9 Satz. Sei f: M — N glatt und g € N ein reguldrer Wert von f. Dann ist
f~Y(q) eine Untermannigfaltigkeit von M.

Proof. Wir miissen fiir jeden Punkt p im Urbild von ¢ geeignete Untermannigfal-
tigkeitskarten konstruieren. Seien dazu zunéchst : U — z(U) und z: V — y(V)
Karten von M und N um p und ¢, mit z(p) = 0 und y(q) = 0. Indem wir z
mit einer Rotation von R™ verkniipfen, falls notig, konnen wir annehmen, dass
ker(Do(yfz~')) = R™™™ x {0} C R™ (beachte, dass der Rang dieser linearen
Abbildung nach Voraussetzung n ist).

Wir wiirden jetzt gerne die Karte x mit einem Diffeomorphismus ¢: R™ —
R™ komponieren(der richtiger auf geeigneten kleinen Umgebungen von 0 de-
finiert ist), so dass ¢ o x die gewiinschte Untermannigfaltigkeitskarte ist. Wir
definieren ¢(v,w) := (v,yfz ! (v,w)) mit v € R™™ ", w € R". Beachte, dass
¢ox(a) = (-,0) genau wenn yf(a) = 0, also f(a) = ¢, wie gewiinscht. Wir
miissen natiirlich noch zeigen, dass ¢ wirklich (in einer Umgebung von 0) ein
Diffeomorphismus ist. Dies folgt mit dem Satz von der Inversen Funktion (oder
dem impliziten Funktionen-Satz) aus Infini, wenn wir zeigen konnen, dass das
Differential von ¢ an 0 injektiv (und folglich bijektiv) ist. Nun gilt einerseit
ker D¢ C ker Do(yfoz—1) = R™~" x {0} (zu sehen, indem wir ¢ mit der Projek-
tion auf {0} x R™ komponieren, wir erhalten dann einfach yfxr~!), andererseits
ker(Dg¢) C {0} x R™ (indem wir ¢ mit der Projektion auf R™~" x {0} kom-
ponieren, was gerade diese Projektion ist). Insgesamt ist der Kern also wirklich

{0}
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Der Satz von der Inversen Funktion sagt nun, dass die Einschrinkung von
¢ auf geniigend kleine offene Umgebungen von 0 ein Diffeomorphismus ist. Ent-
sprechend ist ¢ o z (mit entsprechend eingeschrinktem Definitionsbereich) eine
glatte Karte von M, wir haben bereits iiberpriift, dass es sich um eine Unter-
mannigfaltigkeitskarte fiir f~1(¢) handelt. O

2.10 Beispiel. Es folgt, dass S™ eine Untermannigfaltigkeit von R"*! ist. Setze
iR - R: 2+ |z|°. Dann ist S™ = f~1(1). Es ist leicht zu sehen, dass 1
reguldrer Wert ist.

Ein interessanteres Beispiel ist die Gruppe der orthogonalen Transformatio-
nen O(n). Hier betrachten wir die Menge Gl(n,R) aller invertierbarer n x n-
Matrizen. Dies ist eine offene Teilmenge von R™ und damit eine glatte Man-
nigfaltigkeit. Wir betrachten nun die Abbildung f(A) = AA*. Dann ist O(n)
das Urbild von 1. im(f) C S(n,R), wobei S(n,R) = R*"+1)/2 die Menge der
symmetrischen Matrizen ist (also insbesondere eine Mannigfaltigkeit). Die Ein-
trage von f sind Polynome, also ist f eine glatte Abbildung. Fasst man D4 f
als lineare Abbildung vom Vektorraum der Matrizen zu sich selbst auf, gilt
Dsf(B) = BA* + AB*, denn

f(A+H)=(A+H)(A+H)" = f(A) +Dsf(H)+ HH",

und hmHH\|~>0 HH*/ HHH =0.
Wir miissen nur noch zeigen, dass D4 f surjektiv auf S(n,R) ist, falls A €
O(n). Aber fiir C € S(n,R) und A € O(n) gilt

c,uéoffi1 +5A44 %fDAf(QCA).

Also ist O(n) Untermannigfaltigkeit, der Dimension n?—n(n+1)/2 = n(n—1)/2.
Beachte noch, dass die Multiplikation O(n)xO(n) — O(n) als Einschrénkung
einer glatten Abbildung definiert auf allen Matrizen, selbst glatt ist.

2.11 Definition. Eine Lie-Gruppe G ist eine glatte Mannigfaltigkeit mit einer
Gruppenstruktur derart, dass die Multiplikation G x G — G glatt ist. (Die
Abbildung g — g~ ist dann automatisch glatt).

Dieser Begriff ist wichtig wegen des folgenden Existenzsatzes.

2.12 Theorem. (Satz von Sard):
Sei f: M — N eine glatte Abbildung. Dann ist die Menge der requliren Werte
von f eine dichte Teilmenge von N (insbesondere nicht leer).

2.13 Bemerkung. Der Satz von Sard kann folgendermassen verschérft werden:
die Menge der singuldren Werte von f ist eine Nullmenge in N.

2.14 Korollar. Seien M™ und N™ glatte Mannigfaltigkeiten, dim(M) = m <
n = dim(N). Sei f: M — N eine glatte Abbildung. Dann ist N — f(M) dicht
in N, insbesondere nicht leer, d.h. f ist nicht surjektiv.



Skript zur Vorlesung ,, Topologie I* 15

Proof. Nach dem Satz von Sard ist die Menge der reguldren Werte dicht in M.
Aber fiir p € M ist rg,(f) = rg(Ds(p)(yfa~")) < m < n,da Dy, (yfa~!) eine
lineare Abbildung von R™ nach R™ ist. Also ist kein p € M reguldrer Punkt,
d.h. ¢ € N kann nur dann regulirer Wert sein, wenn sein Urbild f~!(q) leer
ist. O

2.15 Definition. Eine glatte Abbildung f: M — N heisst Submersion, falls
rgp(f) = dim(V) fiir jedes p € M.

f heisst Immersion, falls rg,(f) = dim(M) fiir jedes p € M.

Eine Immersion f, so dass f: M — f(M) ein Homéomorphismus ist (wobei
f(M) die Teilraumtopologie erhilt), wird glatte Einbettung genannt. Das Bild
ist dann automatisch eine glatte Untermannigfaltigkeit, und f: M — f(M) ein
Diffeomorphismus.

2.16 Bemerkung. Fiir die letzte Aussage muss man natiirlich noch die Un-
termannigfaltigkeitsKarten konstruieren. Dies wird in dhnlicher Weise wie der
vorherige Beweis durchgefiihrt, und wieder auf den Satz von der inversen Funk-
tion zuriickgefiihrt.

2.17 Definition. Eine (glatte) m-Mannigfaltigkeit M™ mit Rand wird genauso
definiert wie eine (glatte) m-Mannigfaltigkeit, nur dass die Karten nicht auf R™,
sondern auf offene Teilmengen von RY) := {(z1,...,2m,) € R™ | 21 > 0} gehen
sollen.

Hierbei ist wichtig, dass fiir eine beliebige Teilmenge A C R eine Abbildung
f+ A — R" per Definition genau dann glatt ist, wenn es eine offene Umgebung
U von A und eine glatte Abbildung F': U — R"™ gibt, so dass F|4 = f.

Der Rand von OM von M besteht aus allen Punkten, die von einer der
Karten auf {(z1,...,2,) € R™ | 21 = 0} abgebildet wird.

2.18 Satz. Fulls M eine m-Mannigfaltigkeit mit Rand ist, ist OM eine (m—1)-
Mannigfaltigkeit. Ein Punkt aus OM wird von jeder Karte auf {(0, 22, ... ,Tm) €
R™} abgebildet.

Proof. Diese wenig iiberraschende Tatsache werden wir erst spater beweisen. [

3 Tangentialraum

3.1 Definition mittels Karten

Die wichtigste Eigenschaft glatter Funktionen in der Infinitesimalrechnung ist,
dass man sie ableiten kann. Ableiten heisst, die Funktion an einem Punkt durch
eine lineare Abbildung zu approximieren.

Wir wollen dies auch fiir glatte Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten
durchfiihren. Die erste Frage, die wir dafiir kldren miissen, ist, was denn die
richtige Vektorrdume sind: wir brauchen nicht nur lineare Approximationen von
glatten Abbildungen, sondern auch lineare Approximationen der Mannigfaltig-
keiten.
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3.1 Beispiel. wir betrachten die Mannigfaltigkeit S™, eine Untermannigfaltig-
keit von R"*!. Die beste lineare Approximation an S™ am Punkt 2 € S™ sind alle
Tangentialvektoren T,,S™ := {v € R"*! | v L x} (fiir die Anschauung miissen
wir diesen Vektorraum affin verschieben, so dass er durch x hindurchgeht).
Diese Menge von Tangentialréumen der einzelnen Punkte kann man zusam-
menfassen zu einem topologischen Raum 7'S™ := {(x,v) C S" x R"*! |z L v}
mit der Teilraumtopologie. T'S™ wird das Tangentialbiindel von S™ genannt.

Fiir Mannigfaltigkeiten, die abstrakt gegeben sind (mittels eines glatten At-
las), muss auch das Tangentialbiindel abstrakt definiert werden. Dafiir gibt es
verschiedene dquivalente Moglichkeiten, von denen wir drei (zwei ausfiihrlicher)
kennenlernen werden.

Fiir R™ oder offene Teilmengen von R"™ ist der Tangentialraum an einen
Punkt gerade selbst wieder R™. Zum einen ist das der Definitionsbereich des
Differential einer glatten Abbildung, und auch das Beispiel der S™ zeigt, dass
fiir offene Untermannigfaltigkeiten der tangentiale Raum aus allen Vektoren des
R™ besteht.

Wenn eine Mannigfaltigkeit M mit p € M und Karte z: U — V C R™
(p € U) gegeben ist, wiirden wir entsprechend gerne sagen, dass vermittels dieser
Karte der Tangentialraum an M durch p mit R", dem Tangentialraum an V'
durch z(p), identifiziert wird. Aber natiirlich darf solch eine Definition nicht von
der Wahl einer Karte abhéngen. Ein Ausweg ist, alle Karten zu beriicksichtigen,
und eine geeignete Aquivalenzrelation einzufiihren.

3.2 Definition. Ein Tangentialvektor an eine glatte m-Mannigfaltigkeit M ist
eine Aquivalenzklasse von Tripels (p, z;,v) € M x A x R"™, wobei A der maximale
Atlas von M ist und wir verlangen dass p im Definitionsbereich der Karte x;
liegt. Die Aquivalenzrelation ist wie folgt gegeben:

(p,2i,v) ~ (¢,2j,w) < p=gqund D, (z;z; v =w.

In Worten: die Ableitung des Kartenwechsels (zwischen x; und ;) an der Stelle
x;(p) bildet v auf w ab.

3.3 Bemerkung. Die Kettenregel und die Regel fiir Ableitung von inversen
Abbildungen impliziert, dass dies eine Aquivalenzrelation ist. Sei zum Beispiel
(p1,21,v1) ~ (P2, T2, v2) und (p2, 2, v2) ~ (p3,23,v3). Wir miissen zeigen, dass
(p1,z1,v1) ~ (p3, x3,v3). Es gilt p; = pa = p3. Ausserdem

Dw1(p1)(x3$1_1)vl = Dw1(p1)($3x2_1332$1_1)711

= ngxfl(acl(pl))(x?)x;l) o Dz1(p) (332.131_1)111 = sz(pfl)x?)x;lq}? = U3,

was noch zu zeigen war.

3.4 Definition. Das Tangentialbiindel T M ist die Menge aller Tangentialvek-
toren. Die Abbildung 7: TM — M : [p,x,v] — p ist wohldefiniert. Der Tangen-
tialraum T,M an p € M ist das Urbild 7='(p), also die Menge aller Klassen
[p, z,v] von Tangentialvektoren.

3.5 Bemerkung. Falls U C M eine offene Teilmenge ist, ist TU in kanonischer
Weise eine Teilmenge von T'M.
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Wir wollen nun auf TM die Struktur einer glatten Mannigfaltigkeit defi-
nieren, und auf T, M (fir jedes p € M) die Struktur eines m-dimensionalen
R-Vektorraums.

Sei z: U — V eine Karte von M. Diese induziert eine bijektive Abbildung

Tx: TU — V xR™: [p,x,v] — (z(p),v).
“Einschréankung” auf T,U = T, M fur p € U C M liefert die Bijektion

Tpx: T,M — R™: [p,z,v] — v.

3.6 Definition. Mittels dieser Bijektion definieren wir eine R-Vektorraum-
struktur auf 7, M.

3.7 Bemerkung. Diese hiingt nicht von der Karte z ab. Falls 2': U’ — V'
eine andere Karte mit p € U’, dann ist T2’ o (T,x)™" = Dy (a’z™!) ein
linearer Isomorphismus von R™ (hier verwenden wir, dass nach Definition der
Aquivalenzrelation [p, z,v] = [p, 2/, Dz(p)(m’x_l)v]).

Es bleibt jetzt noch, eine Topologie auf TM zu definieren, und dann einen
glatten Atlas anzugeben. Unser Ziel ist, dass fiir eine Karte x: U — V von M die
Abbildung Tx: TU — V x R™ eine Karte von T'M ist. Zunéchst definieren wir
die Topologie 77y so, dass eine Teilmenge B C T'M genau dann offen ist, wenn
z(BNTU) eine offene Teilmenge von V' x R™ ist fiir jede Karte : U — V von
M. Es folgt sofort, dass dies eine Topologie auf T M liefert, in der insbesondere
alle Mengen TU (mit U C M offen) offene Mengen sind.

Die Definition eines glatten Atlas impliziert, dass fiir zwei Karten z: U — V
und z’: U’ — V' der “Kartenwechsel”

Ta'o(Tx)™ : 2/ (UNU)xR™ — x(UNU")xR: (g,v) — (2/ox71(q), Dy(x'z ™))
ein Diffeomorphismus, insbesondere ein Homéomorphismus. Es folgt, dass
Tr:TU -V xR™

ein Hom&omorphismus ist. T'M ist Hausdorff, denn [p, , v] und [g, y, w] fiir p # ¢
konnen durch geeignete TU und TV mit U,V C M offen getrennt werden, da
M Hausdorff ist. Falls p = ¢ kénnen wir einen geeigneten Homéomorphismus
Tz betrachten, um einzusehen, dass [p,x,v] # [p,y,w] durch disjunkte offene
Mengen getrennt werden konnen. T'M hat eine abzéhlbare Basis der Topologie,
gegeben durch die Vereinigung (J;cy Bi, wobei z;: U; — V;, i € N Karten sind
so dass {U;} eine Basis der Topologie von M bildet, und B; eine abzihlbare
Basis der Topologie der Mannigfaltigkeit T'U;

Also ist TM eine Mannigfaltigkeit, und obige Uberlegungen zeigen, dass
der Atlas {Tx |  Karte von M} TM zu einer glatten Mannigfaltigkeit macht.
Beachte auch, dass 7: TM — M eine glatte Abbildung ist.

3.8 Definition. Sei f: M — N eine glatte Abbildung zwischen zwei glatten
Mannigfaltigkeiten. Definiere Tf: TM — TN durch

T flp,z,v] := [f(p), Y, Da(py(yfz~ )],
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wobel z: U — z(U) Karte von M (mit p € M), y: U' — y(U’) Karte von N
(mit f(U) CU").

Sei p € M. Die Einschrénkung T}, f: T, M — Ty, N ist das Differential von
f an der Stelle p. Die Formel zeigt, dass das eine lineare Abbildung ist, die
gesuchte lineare Approximation von f an der Stelle p.

3.9 Bemerkung. Wie vorher folgt aus der Kettenregel, dass T f wohldefiniert
ist. Die Formeln zeigen, dass T'f: TM — TN eine glatte Abbildung ist.

Die Definition impliziert sofort das T'idx = idrx, sowie T(fog) =T foTg.
Wir haben also einen Funktor konstruiert, der glatten Mannigfaltigkeiten und
glatten Abbildungen andere glatte Mannigfaltigkeiten und glatte Abbildungen
zuordnet.

3.10 Definition. Eine Abbildung X: M — TM mit 7 o X = idy, (die al-
so jedem Punkt p € M einen Tangentialvektor an p zuordnet) heisst Schnitt
des Tangentialbiindels oder auch Vektorfeld auf M. Wir unterscheiden stetige
Vektorfelder, glatte Vektorfelder, ...

3.11 Bemerkung. Diese Definition von T'M funktioniert fiir Mannigfaltigkei-
ten mit Rand, wobei zu beachten ist, dass alle Abbildungen immer glatt bis zum
Rand sind. Erinnerung: f: X — R™ mit X C R™ eine beliebige Menge heisst
glatt, wenn es eine offene Umgebung U von X in R™ gibt, und eine Fortseztung
F von f auf U (also F|x = f), die glatt ist.

3.2 Anwendung: Invarianz der glatten Dimension

Wir koénnen jetzt wenigstens unsere Frage, ob die Dimension einer Mannigfal-
tigkeit wohlbestimmt ist, fiir differenzierbare Mannigfaltigkeiten beantworten.

3.12 Satz. Sei f: M™ — N" ein Diffeomorphismus mit Inverse g: N — M.
Dann ist Ty f: T,M — Ty N ein linearer Isomorphismus fiir jeden Punkt
p € M. Insbesondere folgt m = dim(T, M) = dim(Typ)n) = n.

Proof. Die Funktoreigenschaft impliziert T}, f o T'y,)9 = T(p) id = id7, ,, v und
Tf(p)g o Tpf = idTpM- O

3.3 Definition mittels (Klassen von) Wegen

3.13 Definition. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und p € M. Jeder Weg
¢: (—1,1) — M mit ¢(0) = p definiert einen Tangentialvektor ¢'(0) := To¢p(1) €
T,(M). Zwei solche Wege ¢ und ¢ heissen dquivalent, wenn ¢'(0) = ¢'(0) €
T,M. Dies ist dquivalent dazu, dass Dg(x¢) = Dy(z) fiir eine (und damit
jede) Karte x: U — 2(U) von M mit p € U (damit wird Aquivalenz von Wegen
also definiert, ohne dass T, M bereits definiert wére). Durch Verwendung von
Karten sieht man sofort, dass zu jedem v € T,M ein Weg ¢, existiert mit
#,,(0) = v. Es folgt, dass T,M auch aufgefasst werden kann als die Menge der
Aquivalenzklassen von Wegen durch p.

Falls f: M — N glatt ist, wird T'f durch Komposition der Wege mit f
definiert, d.h. T, f([¢]) = [f o ¢] falls ¢: (—1,1) — M ein Weg mit ¢(0) = p.
Dann ist f o ¢ ein Weg durch f(p).
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Diese Definition ist fiir die Anschauung niitzlich, hat aus theoretischen Griin-
den jedoch Nachteile. Es ist z.B. nicht klar, wie man T, M auf diese Weise die
R-Vektorraumstruktur geben kann.

3.14 Bemerkung. Fiir Mannigfaltigkeiten mit Rand muss man statt Wegen
von (—1,1) nach M auch Wege [0,1) — M und (—1,0] — M betrachten, wobei
0 dann immer auf einen Randpunkt abgebildet werden soll.

3.4 Definition mittels Derivationen

Der Tangentialraum wird definiert, um die Ableitung von glatten Abbildungen
definieren zu kénnen. Es ist allerdings auch moglich, und wichtig, Tangentialvek-
toren selbst als Ableitungsoperatoren aufzufassen. Als Beispiel schauen wir uns
zunichst wieder den R™ an. Die Ableitung an Null einer Funktion f: R™ — R
ist gegeben durch die Zeilenmatrix (01 f(0),..., 0, f(0)), wobei wir J; anstelle
von 0/0; schreiben.

Wir haben also Tangentialvektoren J;, denen die lineare Abbildung Dy f den
1-dimensionalen Vektor 0; f(0) zuordnet. Beachte, dass die 0; einen Vektorraum
von Differntialoperatoren aufspannen. Wir erhalten einen Isomorphismus zu R™,
indem wir jedem Vektor v = Z?il Aie; den Operator 9, := 221 \;0; zuordnen.
Beachte, dass es fiir jedes v # 0 eine (sogar lineare) Abbildung f, gibt mit
90 f.(0) # 0.

Abstrakt miissen wir uns iiberlegen, was die Essenz der Operatoren 0; ist.

3.15 Definition. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Eine Derivation
0: C*(M,R) - R
am Punkt p € X ist eine lineare Abbildung, die zusétzlich die Eigenschaft
d(fg) =0(f) - 9(p) + f(p) - 0(g)

erfiillt.

3.16 Beispiel. Die oben eingefiihrten Richtungsableitung 0; sind Derivationen
bei p = 0.

3.17 Lemma. Sei O eine Derivation, f eine konstante Funktion. Dann gilt

a(f) = 0.

Proof. Wegen Linearitéit reicht es zu zeigen, dass 9(1) = 0. Es gilt 9(1) =
9(1-1)=09(1)-1+1-09(1), und die Behauptung folgt. O

3.18 Satz. Der Tangentialraum T,M kann mit dem Vektorraum der Deriva-
tionen am Punkt p € M identifiziert werden. Diese Identifizierung geschieht fol-
gendermassen: einem Tangentialvektor [p, x,v] wird die Derivation Oy, 5. f —
Oy (f ox™ ) (x(p)) zugeordnet.

Proof. Die Kettenregel zeigt (wieder einmal) dass die Zuordnung wohldefiniert
ist. Sie ist offenbar linear und injektiv (wir konnen die Funktionen f, von oben
verwenden, indem wir sie einschrinken und dann geeignet auf ganz M fortset-
zen). Um Surjektivitdt zu zeigen, benotigen wir folgende Taylor-Entwicklung.
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3.19 Lemma. Sei f: M — R eine glatte Funktion, x: U — V eine Karte von
M (mit z(p) = 0 und mit Koordinatenfunktionen x1,...,x,). Dann gibt es
glatte Funktionen f1,..., fm: U — R so dass

flq) = f(p) + in(Q)ﬁ(Q) VgeU' cU.

Proof. Definiere F := fox™!: B,(0) — R (e > 0 so dass B.(0) C V), U’ :=
x71(B(0)). Sei g € U’ fest setze v := z(q). Dann gilt

f(q) = f(p) = F(v) — F(0) = / %F(tv)h:s ds

1 m m 1

z/ Z@iF(sv)v,» ds = sz‘k/ F(sv) ds.

0 =1 i=1 0 ,
=:fi(q)

Sei 0 nun eine beliebige Derivation an p. Wir zeigen jetzt

d = 8[11,:8,'3'7" 1 0(z4)ei]s

i=

also ist die Zuordnung auch surjektiv. Um die letzte Identitét zu zeigen, schrei-
be mittels Taylor-Entwicklung f(¢) = f(p) + >_xi(q)fi(q). Derivationen von
konstanten Funktionen sind Null. Damit erhélt man

aof) = Za(%‘)fj@) +a;(p)A(f;) =D 0(x;) f;(p)
Andererseits gilt

Op.e. % 0(e)en) (f)

=22 @0@) | dilej 0 x™)(0)- (f5 02 )(0) + (aj 0z~ ")(0) -Bifj 0~ (0)
i dij =fi(p) =0

= z))f(p)-

J
O

Die Derivationen einer Funktion f am Punkt p hidngen nur davon ab, wie
die Funktion auf einer beliebig kleinen Umgebung von p aussieht. In mathema-
tischem Chinesisch: sie hingen nur vom Keim von f bei p ab.

3.20 Definition. Seien X,Y topologische Rdume, x € X. Wir definieren eine
Aquivalenzrelation auf der Menge der stetigen Abbildungen f: U — Y, wobei
U eine offene Teilmenge von X ist, die = enthilt. Zwei stetige Abbildungen
f:U—=Y und g: V — Y sind dquivalent, falls eine offene Menge W Cc U NV
mit z € W existiert, so dass flw = glw. Die Aquivalenzklasse einer solchen
Funktion f heisst der Keim von f in z. Die Menge dieser Keime wird mit
0,(X,Y) bezeichnet.
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Um zu sehen, dass Derivationen wirklich nur vom Funktionskeim abhéngen,
benétigen wir Abschneidefunktionen. Eine sehr niitzliche Konstruktion, die im-
mer wieder gebraucht wird.

3.21 Satz. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, K C M kompakt und U DO K
offen. Dann gibt es eine glatte Funktion ¢: M — R mit ¢(x) = 1 falls x € K,
¢(x) =0 falls v ¢ U, und 0 < ¢(x) < 1 fiir alle x € M.

Proof. Wir erinnern zuerst, dass es glatte Funktionen o:: R — R gibt mit a(x) =
1firz <0, a(z) =0firz>1und 0 < o(z) <1 fir alle z € R.

Fir p € K definieren wir nun eine glatte Funktion f,: M — [0, 1] mit
fo(p) =1 und fy|lm—uv = 0. Dazu sei z: V — z(V) eine Karte mit p € V.C U
und z(p) = 0, und B.(0) C z(V) fiir € > 0. Setze nun f,(q) == a(|z(q)]? /€2)
falls ¢ € V, und f,(q) := 0 sonst. Setze nun V,, := f;1((1/2,00)), eine offene
Teilmenge von U die p enthélt.

Da K kompakt ist, gibt es endlich viele Punkte p;,...,p, € K, so dass
KcV,U---UV, .Setze f:= fp, + -+ fp,. Es gilt f(p) > 1/2 firp e K
und f|p—p = 0. Zuletzt setze ¢(p) := (1 — 2f(p)). Diese Funktion ist glatt
und hat alle gewiinschten Eigenschaften. O

Um zu den Derivationen zuriickzukommen: Falls f und g in einer Umgebung
U eines Punktes p € M iibereinstimmen, finde Abschneidefunktion ¢ welche
ausserhalb von U verschwindet und mit ¢(p) = 1. Dann gilt

0=20(0) =0((f —9)9) = 9(f —9) + (f(p) — 9(p)3(¢) = O(f) — A(g).

Diese Sichtweise ist wichtig, weil auf diese Weise Vektorfelder als Ableitungs-
operatoren aufgefasst werden konnen, wie der folgende Satz zusammenfasst. Es
sollte bemerkt werden, dass dies in der Praxis, z.B. in der Differentialgeometrie,
sehr hiufig angewendet wird. Fiir uns wird diese Interpretation allerdings keine
grosse Rolle spielen.

3.22 Satz. Sei X € C°(M,TM) ein glattes Vektorfeld, d.h. ein glatter Schnitt
des Tangentialbiindels, d.h. eine glatte Abbildung X : M — TM mit moX = idy;.
Dann definiert X eine globale Derivation

X:C0®(M) — C®(M): fr (Xf:pr— Xpf),

wobei X, := X(p) als Derivation am Punkt p aufgefasst wird. Es gilt die Deri-
vationseigenschaft

X(fg)=X(f) -9+ [ X(9)-

Proof. Es ist klar, dass fiir jedes f € C°°(M) X (f) eine mengentheoretische Ab-
bildung M — R ist, und dass die Derivationseigenschaft erfiillt ist. Darstellung
in lokalen Koordinaten zeigt, dass X (f) wirklich glatt ist. O

4 Vektorraumbiindel

Ein Vektorraumbiindel (iiber einem Raum X) soll eine “Familie von Vektorraum-
en” E, (z € X) sein, die “stetig” von x € X abhingt. Prézise:
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4.1 Definition. Sei X ein topologischer Raum. Ein Vektorraumbiindel iiber X
ist ein topologischer Raum E mit einer stetigen Surjektion p: F — X und, fiir
jedes x € X, mit einer R-Vektorraumstruktur auf E, := p~1(x).

Ausserdem soll es fiir jeden Punkt z € X eine offene Umgebung U C X von
x und einen Homomorphismus ¢: p~1(U) — U x R™ geben, so dass

(1) élg,: By — {y} x R" fiir jedes y € U linear ist

ist Faser-erhaltend, d.h. ¢ o pr;; = p, d.h. folgendes Diagramm kommu-
92) ¢ ist F haltend, d.h. ¢ o pry, d.h. folgendes Diag k
tiert:
Ey — L UxR»

|7 [pro

U U.

E heisst Totalraum des Biindels, B die Basis. Die Homéomorphismen ¢ heissen
Vektorbiindelkarten. Fine Kollektion solcher Karten, deren Definitionsbereiche
ganz E iiberdecken, heisst Vektorbiindelatlas.

Die Abbildung X — FE die jedem Punkt den Nullvektor von FE, zuord-
net, wird Nullschnitt genannt. Sie ist ein Homéomorphismus auf Bild. Das Bild
dieser Abbildung wird ebenfalls Nullschnitt genannt und in der Regel mit X
identifiziert.

Wenn F und X glatte Mannigfaltigkeiten und alle vorkommenden Abbil-
dungen glatt sind, sprechen wir von einem glatten Vektorraumbiindel. Dann ist
der Nullschnitt eine glatte Untermannigfaltigkeit.

Beachte, dass die Kartenwechsel ©¢~1': U x R" — U x R" fasererhaltende
und faserweise lineare HomGomorphismen sind.

4.2 Beispiel. Sei X ein topologischer Raum. Fiir jedes n € N ist X x R"
in offensichtlicher Weise ein Vektorraumbiindel, das sogenannte n-dimensionale
triviale Vektorraumbiindel iiber X . Insbesondere gibt es das Nullbindel X x {0}.
Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Dann ist TM ein glattes Vektorraum-
biindel iiber M.
Dem offenen Mobiusband kann die Struktur eines (nicht-trivialen) Vektor-
raumbiindels iiber S' gegeben werden.

4.3 Definition. Sei E ein Vektorbiindel iiber X und F' ein Vektorbiindel iiber
Y. Eine Abbildung ®: E — F heisst Vektorraumbiindel-Homomorphismus, falls
(1) ® stetig

(2) @ ist fasertreu, d.h. es gibt eine stetige Abbildung ¢: X — Y, so dass
¢ opp = pr o P, also folgendes Diagramm kommutiert

E—-*.F
lpE lpF
X 2. v

(3) ¢ ist faserweise linear.
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Ein wichtiger Spezialfall ist X =Y und ¢ = idx. In dieser Situation sagen wir,
® heisst Monomorphismus, Epimorphismus, Isomorphismus, falls es faserweise
die entsprechende Eigenschaft hat.

Wir sagen, ein Vektorraumbiindel ist ¢rivial, wenn es isomorph zu X x R™
ist (fiir geeignetes n € N).

4.4 Bemerkung. Es folgt direkt aus der Definition, dass die Verkniipfung von
Vektorbiindelhomomorphismen wieder ein Vektorbiindelhomomorphismus ist.

4.5 Proposition. Sei ®: E — F ein Vektorraumbiindelisomorphismus zwi-
schen zwei Biindeln diber der Basis X. Dann ist ® ein Homdomorphismus und
&1 ist ebenfalls ein Vektorbiindelisomorphismus.

Proof. ® erhélt die Fasern und ist faserweise bijektiv, also ist ® bijektiv und
stetig. Wir miissen “nur” noch zeigen, dass ®~! stetig ist. Es geniigt, fiir jeden
Punkt x € X eine offene Umgebung U zu finden, so dass <I>,}1 = &Y f, stetig
ist, wobei Fyy := p}l(U) C F. Wihle U so, dass Karten ¢p: Fy — U x R™ und
¢r: Fy — U x R™ existieren. Diese sind Homdomorphismen. ‘I>L_,1 ist also genau
dann stetig, wenn

0 ' =¢ppod;' o' UXxR" - Fy — Ey — U xR"

stetig ist. Hierbei ist § = ¢p o ®y o ¢}—31 stetig. Beachte weiterhin, dass fiir
jedes u € U 6 einen Isomorphismus R™ — R"™ der Fasern iiber u induziert, also
der Multiplikation mit einer Matrix A(u) € GIl(n,R) entspricht, also 8(u,v) =
(u, A(u)v).

Wir werden zeigen, dass die Abbildung 6: U — GI(n,R): u — A(u) ste-
tig ist. Beachte, dass 87 1(u,v) = (y, A(u)~'v). Da die Inversion Gi(n,R) —
Gl(n,R): A A~! stetig ist, ist dann auch 6~! stetig, und damit ®~*.

0 ist genau dann stetig, wenn die Komponentenfunktionen Orr: u— A(u)g
stetig sind. Diese sind gegeben durch

~ 0 pr;
——

Op: U —— UXxR* —— UxR" R

u —— (u,ep) —— (u,Au)ey) —— (A(u)eg, e).
Als Kompositionen stetiger Funktionen sind sie stetig. O
4.6 Definition. Sei p: E — X ein Vektorraumbiindel, Y C X ein Teilraum.
Dann ist Ey := p~}(Y) ein Vektorraumbiindel iiber Y, die Einschrinkung von

FE auf Y. Die Inklusion Fy <— FE ist ein Vektorbiindelhomomorphismus iiber
der Inklusion Y — X.

4.7 Beispiel. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, und N C M eine glatte
Untermannigfaltigkeit. Die Einschrinkung von TM auf N ist im allgemeinen
nicht isomorph zu TN (die Dimensionen stimmen nicht iiberein).

4.8 Definition. Seien E und F' zwei Vektorraumbiindel iiber X, mit Biindel-
projektionen pr und pp. Definiere

E®F:={(v,w) € ExF|pp(v) =pr(w)}.
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4.9 Satz. E & F ist ein Vektorraumbiindel iber X, die direkte Summe von E
und F. Es gibt (kanonische) Isomorphismen (E @ F), =2 E, ® F,.

4.10 Bemerkung. Die Menge der (Isomorphieklassen von) Vektorraumbiindeln
iiber einem Raum X bildet eine abelsche Halbgruppe beziiglich direkter Summe,
das Nullelement ist das Nullbiindel.

4.11 Satz. Seien pp: E — X und pp: F — Y Vektorraumbiindel. Dann ist
pE Xpp: E X F — X xY ein Vektorraumbiindel tiber X x Y.

Proof. Seix € X,y € Y, U C X eine offene Umgebung von z, V C Y eine offene
Umgebung von Y mit Vektorbiindelkarten ¢: By — Y xR"™, ¢: Fyy — V xR™.
Dannist g x¢: Ey x Fy = (Ex F)yxy = UXR" XV xR ~ (U xY) x R*T™
eine Vektorbiindelkarte, die in einer Umgebung von (z,y) € X x Y definiert
ist. U

E ¢ F ist die Einschriankung von E x F auf die Diagonale X = {(z,z)} C
X x X, und damit ebenfalls ein Vektorraumbiindel.

4.12 Satz. Sei f: X — Y eine stetige Abbildung und pg: E — Y ein Vek-
torraumbiindel. Definiere f*E = {(v,z) € E x X | pg(v) = f(z)}. Dann
ist p: f*E — X: (v,2) — x ein Vektorraumbiindel. Wir erhalten einen Vek-
torbiindelhomomorphismus ®: f*E — E: (v,x) — v mit Dopg = fop.

Proof. Wir definieren zunéchst das Vektorraumbiindel idy xpy: X X F — X X
Y. Karten sind gegeben durch id x¢: X x Ey — X x U x R", wobei ¢: Ey —
U x R™ die Vektorraumbiindelkarten von E durchlduft.
Die Projektion II: X x E — FE ist ein Vektorbiindelhomomorphismus. Die
zugehorige Abbildung auf den Basisrdumen ist die Projektion X x Y — Y.
Nun ist f*F die Einschrinkung von X x E auf die Untermenge

X ~A{(z, f(z))} C X xY,

also ebenfalls ein Vektorraumbiindel. ® ist die Verkniipfung der Inklusion von
f*FE in X x E mit der Projektion II, also ein Vektorbiindelhomomorphismus.
Die Verkniipfung X — X XY —Y: z — (z, f(z)) — f(x) ist gerade f. Daraus
folgt die letzte Aussage. O

5 Singulidre Homologie

In der Einfiihrung wurde angedeutet, dass man wichtige Informationen aus ei-
ner Zerlegung eines Raumes in Simplizes erhalten kann (unser Beispiel war die
Eulercharakteristik). Diese Vorgehensweise hat zwei offensichtliche Probleme:
es kommt vor, dass man einen Raum auf viele verschiedene Weisen so zer-
legen kann. Es ist dann schwierig, zu zeigen dass die definierten Invarianten
Homé&omorphieinvarianten sind. Ausserdem gibt es Raume, die sich nicht auf
die vorgeschriebene Weise zerlegen lassen. Der Ausweg aus diesem Dilemma ist
(wieder einmal) dadurch gegeben, dass man alle moglichen (und jetzt auch sehr
“singuléiren”) Zerlegungen betrachten will. Dies fiihrt zur singuliren Homologie.
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5.1 Definition. Der Standard n-Simplex A,, ist die affine Hiille der (n + 1)
Standard-Basisvektoren eg, ..., e, also A, = {37 jNie; | A; > 0, 0 + -+ +
An = 1}. Bilder!

Wir haben fiir 0 < k& < n die Seitenabbildungen

i} P < k
FlAp1 — Ay, mit e; — € Z
ei+1; >k
Die Abbildung wird affin linear fortgesetzt.

5.2 Definition. Sei X ein topologischer Raum. Ein singuldrer n-Simplex von
X ist eine stetige Abbildung o: A, — X.

Wir definieren fiir p > 0 die singulire Kettengruppe Cp(X) als die freie
abelsche Gruppe erzeugt von der Menge aller singuléren p-Simplizes von X . Das
heisst, ein Element von C,(X) (genannt eine Kette) ist eine formale Summe

Z Ao - O mit A\, € Z, A\, # 0 nur fiir endlich viele o.
o: Ap—X

Zwei solche Ketten sind gleich wenn die Koeffizienten vor jedem singuldren
Simplex iibereinstimmen. Addiert werden sie, indem die Koeffizienten addiert
werden.

Wir setzen Cp(X) := {0} fir p < 0.

Definiere fir p > 0 einen Homomorphismus ¢,(X): Cp(X) — Cp_1(X)

durch .
CP(Z Ao0) 1= Z Z(—l)i)\go o F[".
i=0

Diese Abbildung wird Differential oder Randabbildung genannt. Die Kollektion
all der Gruppen Cp,(X), mit den Differentialen ¢,(X) heisst singuldrer Ketten-
komplex von X.

Wir setzten ¢,(X) := 0 fiir p < 0.

5.3 Bemerkung. Beachte, dass diese Gruppen folgende Vorziige haben: sie
beriicksichtigen sicher alle moglichen Simplizes, die in X enthalten sein kénnen.
Und (durch einen “billigen” Trick) haben wir die algebraische Struktur einer
abelschen Gruppe erhalten.

Aber: die C},(X) sind in der Regel riesig.

Wir abstrahieren jetzt etwas:

5.4 Definition. Ein Kettenkomplex (C.,cy) ist eine Folge C, (p € Z) von
abelschen Gruppen mit Homomorphismen c,: C, — Cp_1, so dass fiir jedes
p € Z gilt: ¢p,_10¢, = 0.

Die n-te Homologie von (Cl,c,) ist definiert als

H,(Cy,cy) :=ker(cp)/im(cpi1)-

5.5 Lemma. Fir die oben definierten Randabbildungen gilt, falls k > 1,

n—+1 n _ n+l n
F ™o F"=F""" oI} 4.



Skript zur Vorlesung ,, Topologie I* 26

Proof. Man priift sofort nach, dass beide Abbildungen dasselbe mit den Stan-
dard Basisvektoren machen. Dadurch ist die affin lineare Abbildung aber schon
eindeutig festgelegt. O

5.6 Lemma. Fir die singuldren Differentiale gilt fiir jedes p € Z
ep-1(X) 0 cp(X) = 0

Proof. Dies muss offenbar nur fiir p > 1 nachgepriift werden. Dann hat man

p+1 p—1 p
s 0 0) = ey (3 (1) FD) = S (17 Y (D)o F o B2
i=0 =0 i=0
=S (-)Hgo FP o FF 4 3 (1)t o FP o V7
i<j i>j
() Y (D)oo FP o FP7 4 3 (- 1) g o FY 0 FPT =0,
1<j i<j ——

_ P p—1
=F, on

Bei (*) wird in der zweiten Summe ¢ umbenannt zu j+1 und j zu ¢. Die Summe
ist Null wegen des vorhergehenden Lemmas. ]

5.7 Definition. Der singuldre Kettenkomplex ist also ein Kettenkomplex im
Sinne unserer abstrakten Definition. Die singuldre Homologie H,(X) ist defi-
niert als die Homologie diese Kettenkomplexes, d.h.

H, (X) = ker(c,(X))/im(cpt1(X)).

5.8 Beispiel. Hy({*}) =7Z, H,({*}) =0 fiir n > 0.

Proof. Beachte: fiir jedes n > 0 gibt es genau eine stetige Abbildung o,,: A,, —
{*}, d.h. genau ein singuléres Simplex. Damit gilt Cy(*) = Z fiir jedes ¢ > 0.
Fiir die Randabbildung gilt

q
cgloy) =Y (=1)'coFP.

Nun gilt 37 ((=1)* = 0 falls ¢ ungerade, und Y7 (—1)" = 1 falls ¢ gerade.

Man erhélt fiir den Kettenkomplex

*}Z&ZLZ&Z*}O*}O—)

Folglich stimmen fiir n # 0 Kern und Bild des Differentials iiberein, wihrend

5.9 Definition. Sei X ein topologischer Raum. Wir definieren eine Aquiva-
lenzrelation in derselben Wegzusammenhangskomponente auf X, wobei x ~ y
genau wenn es eine stetige Abbildung ¢: [0,1] — X mit ¢(0) = x und ¢(1) =
y gibt. Die Aquivalenzklassen heissen Wegekomponenten oder Wegzusammen-
hangskomponenten. Die Menge der Wegekomponenten heisst 7o (X).
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5.10 Lemma. Sei X = UX;,em,(X) X, die disjunkte Zerlegung von X in seine
Wegekomponenten (beachte, dass X nicht notwendig homdéomorph zur disjunk-
ten Vereinigung der X; mit der entsprechenden Topologie ist).
Dann gilt Cy(X) = @x,ero(x)Cq(Xi), und cg(Cq(X;)) C Cq1(X5). Insbe-
sondere folgt
Hi(X) = @x,emo(x) Hn(Xi)

Proof. Beachte zunéchst, dass fiir jedes n > 0 A, wegzusammenhéingend ist
(man kann lineare Wege verwenden). Es folgt, dass fiir jedes singulidre Simplex
o: A, — X ein X; € mo(X) existiert mit o(A,) C X;. Also ist die Menge der
singuldren Simplizes von X die disjunkte Vereinigung der singuldren Simplizes
der X; (vereinigt tiber alle X; € mo(X)). Fiir die von den Mengen erzeugten
freien abelschen Gruppen iibersetzt sich disjunkte Vereinigung in direkte Sum-
me.

Es folgt sofort aus der Definition, dass (oo Ff)(A,_1) C X; falls 0(A,) C X;,
und somit ¢4(Cq(X;)) C Cy—1(X;). Folglich zerfallen auch Kern und Bild der
Kettenabbildungen als direkte Summen, und dies impliziert dasselbe fiir die
Homologiegruppen. ]

5.11 Lemma. Sei X # () ein wegzusammenhdngender Raum. Dann gilt
Hy(X) > Z.

Fiira € X sei 04: Ag — X die Abbildung, die den einzigen Punkt von Ay auf
a sendet. Fir jedes a € X wird Hy(X) erzeugt von o,, und all diese Erzeuger
sind gleich.

Proof. Definiere die Augmentation €: Co(X) — Z: Y As0 +— Y. A,. Wenn
X # () ist dies ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Beachte weiter, dass
fir o: Ay — X gilt ¢1(0) = 0p(ey) = To(eq), also €(ci(o)) = 0. Da die o die
abelsche Gruppe C(X) erzeugen, folgt e(im(c;)) = 0, also wird eine (surjekti-
ve) Abbildung e, : Ho(X) — Z induziert, die o, fiir jedes a € X auf 1 schickt.
Um Injektivitdt zu zeigen, wahle zp € X und fiir jedes x € X einen Weg
Opae: A1 — X mit 0, 50(€1) = T, 05.4,(€0) = xo. Falls nun €3 Ago,) = 0,
dann gilt >~ Ag00 = D Aa0a— O Aa)0ue) = D Aa(0a—0uy) = Y Aa€1(0a,z,) €
im(cy ), also wird nur das Nullelement aus Hy(X) von €, auf Null abgebildet. O

Wieder mal etwas Algebra:

5.12 Definition. Seien (Cy,,c,) und (D, d,) zwei Kettenkomplexe. Eine Ket-
tenabbildung zwischen den Kettenkomplexen ist eine Folge f,: C,, — D, von
Homomorphismen, so dass f,_1 0 ¢, = d, o f,. Es folgt dass f,(ker(c,)) C
ker(dy) und f,(im(cp41)) C im(dp41). Also induziert f, eine Abbildung

Hn(f*) Hn(C*a C*) - Hn(D*7 d*)
5.13 Lemma. Seien C,, D,, E, Kettenkomplexe und f.: C. — Dy, g.: D, —

E,. Kettenabbildungen. Dann ist g, o fr,: Cp, — E, eine Kettenabbildung, und
es gilt Hy (g« o f«) = Hp(g«) 0 Hp(fs). Ausserdem gilt H,(idc,) = idg, (c.,)-

Proof. Direkte Rechnungen. O
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5.14 Lemma. Sei f: X — Y eine stetige Abbildung. Die Abbildung

Cp(f): Cp(X) = Cp(Y): (0: Ap = X) = (foo: Ay = Y)
ist eine Kettenabbildung. Falls g: Y — Z stetig ist, gilt Cp(gof) = Cp(g)oCy(f),
ausserdem Cp(idx) = idc, (x)-

(Beachte, es geniigt, die Abbildungen auf der Basis der singuliren Simplizes
anzugeben, und fir diese die Eigenschaften nachzurechnen).

Proof. Es gilt Cp—1(f)(cp(0)) = Cpr(f)(Xi_o(—1)'0 0 FT') = 37 o(-1)'f o
oo F} = cp(Cp(f)(0))-
Die iibrigen Aussagen sind klar. O

5.15 Definition. Sei f: X — Y eine stetige Abbildung. H,(f): Hy(X) —
H,(Y) ist die von C.(f) auf Homologie induzierte Abbildung.
Wir sehen, dass singulidre Homologie alle Funktoreigenschaften hat.

5.16 Korollar. Sei f: X — Y ein Homdéomorphismus. Dann ist
Hn(f) Hn(X) - Hn(Y)
ein Isomorphismus.

Proof. Die Inverse ist wegen der Funktoreigenschaften durch H,,(f~') gegeben.
O

Wir haben jetzt einige nette Eigenschaften von singulérer Homologie herge-
leitet, aber immer noch keinen Nutzen ziehen kénnen, da wir noch keine Berech-
nungsmethoden kennen. Die erste wichtige Eigenschaft ist Homotopieinvarianz.

5.17 Satz. Seien f,g: X — Y zwei homotope stetige Abbildungen, d.h. es
existiert H: X x [0,1] =Y mit Hy = f und Hy = g.
Dann gilt H,(f) = Hn(g) als Abbildungen von H,(X) nach H,(Y).

Der Beweis dieses Satzes ist etwas umfangreicher. Wir zeigen zunéchst, dass
er (wegen der Funktoreigenschaft) aus dem folgenden Lemma, welches einen
Spezialfall darstellt, folgt, und beweisen dann das Lemma.

5.18 Lemma. Sei X ein topologischer Raum. Seien ig: X — X x [0,1] und
i1: X — X x [0,1] gegeben durch iy(z) = (x,k) fir k =0,1. Dann gilt

H,(ig) = Hp(i1): Ho(X) — Hp(X x [0,1]) fiir jedes n € Z.
Wir zeigen jetzt zunéchst, dass aus dieser Eigenschaft bereits die Homotopie-
Invarianz-Eigenschaft, also der Satz, folgt:

Beachte dazu, dass in der Situation des Satzes f = H oig und g = H o ;.
Es folgt

H,(f) = Hy,(H o) = H,(H) o Hy(ip)
H,(9) = Hy(H oi1) = Hn(H) o Hy(i1).
Aus dem Lemma folgt also bereits, dass diese beiden Ausdriicke iibereinstimmen.

Um das Lemma zu beweisen, entwickeln wir (wie jetzt schon iiblich) erst
wieder etwas homologische Algebra.
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5.19 Definition. Seien (C.,c.) und (D, d,) zwei Kettenkomplexe, f.: Cy —
D, und g,.: C, — D, zwei Kettenabbildungen. Eine Kettenhomotopie zwischen
f+« und g, ist eine Folge von Homomorphismen

hyn: Cp — Dyt n €z

(beachte die Grad-Verschiebung um eins nach oben — eine Kettenhomotopie
geht immer in die entgegengesetzte Richtung zu den Differentialen), die folgende
Eigenschaft haben:

dn+lohn+hn—1ocn:fn_gn Vn € Z.

Wenn so eine Kettenhomotopie existiert, heissen f, und g. kettenhomotop.
Die Kettenabbildung f,: C, — D, heisst eine Kettenhomotopiediquivalenz,
falls eine Kettenabbildung u,: D, — C, existiert, die Kettenhomotopieinverse
von fy, so dass uy o fi: Cy — C, und f, ou,: D, — D, beide kettenhomotop
zur Identitét sind.
Zwei Kettenkomplexe heissen Kettenhomotopiedquivalent, wenn eine Ketten-
homotopiedquivalenz zwischen ihnen existiert.

5.20 Lemma. Seien f, g.: C. — D, zwei kettenhomotope Kettenabbildungen.
Dann gilt H,(f«) = Hn(g«): Hy(Cy) — Hyp (D) fiir alle n € Z.

Proof. Sei hy,: C,, — Dy, eine Kettenhomotopie zwischen f, und g,.. Sei = €
Cy, mit ¢, (z) = 0 (d.h. x reprisentiert das Element x + im(cp41) € Hy(Cy)).
Aus der Definition einer Kettenhomotopie folgt

fn(@) = gn(@) = dns1(hn(@)) + hn-1(cn(2)) = dni1(hn(z)) € im(dpir).

Also reprisentieren f,(z) und g, (x) dasselbe Element in H,,(D,). Da x beliebig
war, folgt die Behauptung. O

5.21 Korollar. Sei f,: C, — D, eine Kettenhomotopiediquivalenz. Dann ist
H,(f+): H,(Cy) — Hy(D,) fir jedes n € 7 ein Isomorphismus.

Proof. Sei g.: D, — C, eine Kettenhomotopieinverse. Dann sind f, o g, und
g+ o f. kettenhomotop zur Identitéit. Die Funktoreigenschaft und das Lemma
implizieren dass H,(f.) und H,(g.) inverse Homomorphismen sind. O

Um unser topologisches Lemma zu beweisen, werden wir nun eine Ketten-
homotopie zwischen

C.lio): Cu(X) — C(X % [0,1])

und zwischen

Colin): Cu(X) — Cu(X % [0,1])

konstruieren. Die Aufgabe ist also, jedem singuliren n-Simplex o: A,, — X
ein singuldres (n + 1)-Simplex in X x [0, 1] zuzuordnen (oder besser gesagt,
eine ganze Kette). Die einzig verniinftige Moglichkeit ist die Multiplikation von
allem mit [0, 1] (also bilde o ab auf o x id[g 1)). Dummerweise ist das zweite kein
Simplex mehr, da A, x [0,1] nicht der Standard (n + 1)-Simplex ist. Aber wir
konnen geeignet unterteilen:
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5.22 Definition. Definiere fiir 0 < j <n af: Apy1 — A, X [0,1] durch affin
lineare Fortsetzung der Abbildung, wobei

al(e;) := {(ei,O); i<

J (61',17 1); k> j
Zeichne zwei- und drei-dimensionalen Fall.

Es gilt tatsichlich, dass die Bilder aller o fiir festes n eine Triangulierung
von A, x [0,1] als geometrischen Simplizialkomplex liefern. Wir werden das
allerdings nicht benotigen, und daher auch nicht beweisen.

Wir definieren nun die Kettenhomotopie

hnt Cu(X) = Crya (X x [0,1]) durch hy(0) = Y (=1) (o x idgg 1)) © o}
j=0

falls 0: A, — X ein singuldrer n-Simplex, und durch lineare Fortseztung.
Wir miissen natiirlich noch zeigen, dass dies wirklich eine Kettenhomotopie
wie gewiinscht ist. Dazu bendtigen wir das folgende Lemma, das die Beziehung
zwischen der Triangulierung o} von A, x [0,1] und den Seitenabbildungen F?
herstellt.

5.23 Lemma. FEs gelten fiir 0 <i<n+1, 0<j <n folgende Identititen von
Abbildungen von A, nach A, x [0,1]:

(F xidpy)oaf=y;  i<j
(Fry xidpg)ead ™ i>j+1

a0 it _ 5o E i=j>0
aj+1on+1; 1=74+1<n
i1 i=j=0
10; t=n+1,7=n,

wobei i Ay — A, % [0, 1] die Inklusionen nach A, x {k} ist.

Proof. Elementares Nachrechnen. O
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Damit ergibt sich fir o: A, — X

+3 (o xidjg,y) 0 af o F
=1
n+1

+ Z(_l) (o x idjp,y)) 0 @y o FI'H!
1=1

+ (0 xidp,1y) oy © Eytt 4 (=1)" () (5 x idjg,1]) 0 oy, © Fg}r"ll

Wobei fiir die Umformung das obige Lemma verwendet wurde. Man benenne
nun im zweiten Summanden j um zu j+ 1, und im dritten ¢ zu i+ 1. Daran sieht
man, dass diese beiden Summanden zusammen genau das negative des ersten
Summanden ergeben. Das Lemma zeigt ebenfalls, dass der vierte Summand sich
gegen den fiinften weghebt. Damit erhilt man

hn—l(cn(a)) + Cn-i-l(hn (U))
= (o xidjpq)) 0 ag © FO"+1 — (o xidjg,1)) ooy © Fr?-tll
=0 o0iy —0oiy=Cp(i1)(0) — Cplio)(0).

Durch lineare Fortsetzung folgt das Homotopie-Lemma, und damit Homotopi-
einvarianz von singuldrer Homologie.

5.24 Korollar. Seien X undY zwei homotopiedquivalente topologische Raume.
Dann gilt H,(X) = H,(Y) fir jedes n € Z. Insbesondere, falls ein Raum X
zusammenziehbar ist (also homotopiediquivalent zu einem Punkt), gilt H,(X) =
0 fiirn # 0, Hy(X) 2 Z.

Als néchstes wollen wir uns iiberlegen, wie man die singuldre Homologie
eines Raums X und eines Teilraums A in Beziehung zueinander setzen kann.
Dazu miissen wir relative Homologiegruppen einfiihren.

5.1 Paare von Riaumen

5.25 Definition. Sei A C X ein Paar von topologischen Rdumen. Wir schrei-
ben dann (X, A). Beachte, dass A = () zugelassen ist. Wir fassen X auf als
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Raumpaar (X,(). Eine Abbildung f: (X,A) — (Y, B) zwischen Raumpaaren
ist eine stetige Abbildung f: X — Y mit f(A) C B (keine Surjektivitit gefor-
dert).

Seien (X, A) und (Y, B) zwei Raumpaare. Wir setzen (X, A4) x (Y, B) :=
(X xY,XxAUBXY).

Zwei Abbildungen f,¢g: (X, A) — (Y, B) heissen homotop (als Abbildungen
von Paaren), wenn es eine Homotopie

H: (X, A) % [0,1] = (X x [0,1], A x [0,1]) — (Y, B)

gibt mit Hy = f und Hy = g.

Cy(A) ist ein Unterkomplex von C.(X). D.h. C,(A) ist eine Untergrup-
pe von Cp(X) fiir jedes n € Z und das Differential von C,(A) ist die Ein-
schrinkung des Differentials von C,(X). Definiere C,,(X, A) := Cp,(X)/Cr(A),
und ¢, (X, A): Cp (X, A) — Cp—1(X, A) als die von ¢, (X) induzierte Abbildung.
Damit wird C,.(X, A) ein Kettenkomplex. der relativen singuliren Kettenkom-
plex des Paars (X, A). Wir definieren H, (X, A) := H,(C.(X, A)), die relative
singulire Homologie des Paars (X, A).

Um die Beziehungen zwischen H,,(A), H,(X) und H, (X, A) zu verstehen,
brauchen wir erst wieder etwas abstrakte homologische Algebra.

5.26 Definition. Seien A - B % C cine Sequenz von abelschen Gruppen und

Gruppenhomomorphismen. Diese Sequenz heisst ezakt (an B), falls ker(g) =

im(f). Eine Sequenz --- — A, I Ay ELaN A, _9 — -+ heisst (iiberall)

Inry An_o exakt (bei A,_1) ist.

Insbesondere sprechen wir von einer kurzen ezakten Sequenz 0 — A > B %
C — 0, falls i injektiv ist, p surjektiv, und ker(p) = im(7).

exakt, falls jede Teilsequenz A, ELN A1

Eine Sequenz C, ELN D, L E. von Kettenkomplexen (d.h. f. und g, sind

Kettenabbildungen) heisst exakt, falls C, I=, D, 2% E, exakt ist fiir jedes n €
Z. Entsprechend definiert man kurze exakte Sequenzen von Kettenkomplexen.

Der folgende Satz ist einer der wichtigsten Sétze in der homologischen Alge-
bra:

5.27 Satz. Sei 0 — C, ELN D, & E, — 0 eine kurze exakte Sequenz von
Kettenkomplexen.
Dazu gibt es eine natirliche lange exakte Sequenz von Homologiegruppen

Ont1

s Hy (B 2 w1y, Y g (p,) ), P

Die (zu definierende) Abbildungen 0, heissen die Randabbildungen der langen
exakten Homologiesequenz.

Natiirlich heisst, dass fiir folgendes kommutatives Diagramm, wobei die ho-
rizontalen kurze exakte Sequenzen von Kettenkomplexen sind, und die vertikalen
Kettenabbildungen:

0 c, - . p, % g 0
0 c L p 0
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ein kommutatives Diagramm von langen exakten Homologiesequenzen wie folgt
entsteht:

H?L(f*) Hn(.(]*) On—1

671, 1
Hyp1(Ey) — Hn(C5)

lH,,L(w*) lHn(U*) J{Hn(v*) lHn(w*)

s ' ’ s
Hopa(BL) = H,(C1) <0 (DY) S0 1, (B =

Merkregel: Die Randabbildungen erniedrigen den Grad um eins, genau wie die
Differentiale.

Proof. Wir beginnen damit, die Randabbildungen zu definieren. Sei dazu z € E,,
mit e, (z) = 0, also = reprisentiert ein Element von H,(FE,). Da g,: D,, — E,
surjektiv ist, gibt es ein Urbild y € D,, mit ¢,(y) = z. Nun gilt g,—1(d.(y)) =
en(gn(y)) = en(z) = 0 (da g. Kettenabbildung). Also gilt d,(y) € ker(g,) =
im(f,), d.h. es gibt z € Cp,—1 mit f,,—1(2) = dn(y). Es gilt 0 = d,,—1(dn(y)) =
dn-1(fa-1(2)) = fa—2(cn-1(2)). Da f,,—2 injektiv, folgt ¢,—1(2) = 0.

Wir setzen 6, ([z]) := [z] € Hp—1(C).

Es bleibt jetzt zu zeigen, dass diese Definition unabhéngig von den Wahlen
ist, die getroffen wurden, und dass damit die Homologiesequenz wirklich eine
lange exakte Sequenz wird. Dies geschieht mittels Diagrammjagt. Es ist empfeh-
lenswert, das selber durchzuchecken, aber ich habe keine Lust, das jetzt alles auf-
zuschreiben (vgl. z.B. Bredon: Topology and Geometry, Theorem IV.5.6.). O

Jetzt wieder zuriick zur singuldren Homologie:

5.28 Satz. Sei X ein topologischer Raum mit Teilraum A. Dann erhdlt man
eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen

0— Ci(A) = Cu(X) — Cu(X,A) — 0,

und damit eine lange exakte Homologiesequenz
= Hyya (X, A) 25 Ho(A) = Ho(X) = Hy(X, A) 25 Hy 1 (4) -

Diese lange exakte Homologiesequenz ist natiirlich unter Abbildungen von Raum-
paaren, d.h. falls Y ein weiterer topologischer Raum mit Teilraum B ist, und
f: X =Y eine stetige Abbildung mit f(A) C B (in dieser Situation schreiben
wir f: (X, A) — (Y, B)), dann erhdlt man ein kommutatives Diagramm

Hoar (X, A) =5 H(A) —— Hy(X) —— Ho(X,A) —"s

| | | [0

Ho1(Y,B) 2 H,(B) —— H,(Y) —— H,(Y,B) —"—
Proof. C.(A) ist offensichtlich ein Unterkomplex von C,(X), und C,(X, A) ist
gerade so definiert, dass man die gewiinschte kurze exakte Sequenz von Ket-
tenkomplexen erhélt. Homologische Algebra liefert uns dann sofort die entspre-
chende lange exakte Homologiesequenz.

Beachte, dass jede stetige Abbildung f: X — Y eine Kettenabbildung

Cu(f): Cu(X) = CuY)
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induziert. Falls f(A) C B, induziert f auf gleiche Weise (durch Einschrénkung)
Ci(f): C(A) — C.(B). Es folgt wieder sofort, dass wir eine induzierte Ab-
bildung auf dem Kettenkomplex von Quotienten C,(f): Ci(X,A) — C.(Y, B)
erhalten, welcher eine Kettenabbildung ist, und so dass man ein kommutatives
Diagramm mit kurzen exakten Sequenzen von Kettenkomplexes

0 —— C(4d) —— C(X) —— C.(X,A) —— 0

lc*(f) lC*(f) lc*m

0 —— Cu(B) —— Cu(Y) —— C*(Y,B)J 0

erhélt. Aus der Natiirlichkeitsaussage unseres Satzes aus der homologischen Al-
gebra folgt damit die Natiirlichkeitsaussage des Satzes. O

5.2 Axiome fiir Homologie

Eine Homologietheorie ist ein Funktor mit gewissen weiteren Eigenschaften. Wir
werden jetzt zunichst einmal den Begriff des Funktors prézisieren.

5.29 Definition. Eine Kategorie C besteht aus:
(1) einer Klasse von Objekten Ob(C) (nicht notwendigerweise eine Menge),

(2) fiir je zwei Objekte X,Y € Ob(C) einer Menge Mor(X,Y) von sogenannten
Morphismen von X nach Y

(3) fiir jedes X € Ob(C') dem Identitédtselement idx € Mor(X, X),
(4) fiir jedes X,Y,Z € Ob(C) einer Verkniipfungs-Abbildung

o: Mor(X,Y) x Mor(Y,Z) — Mor(X,Z)

Dabei wird gefordert, dass die Verkniipfung assoziativ ist, also (f o g) o h =
fol(goh)fir f € Mor(X,Y), g € Mor(Y,Z), h € Mor(Z,W), und dass
idy of = foidx fiir jedes f € Mor(X,Y).

5.30 Beispiel. (1) Die Kategorie, deren Objekte alle Mengen sind, und so
dass die Morphismen von X nach Y gerade die Menge der (mengentheo-
retischen) Abbildungen von X nach Y ist.

(2) Kategorie TOP:
Objekte sind alle topologischen Rdume, Mor(X,Y) = {f: X — Y |
f stetig}.

(3) Kategorie TOP?:
Objekte sind Paare von topologischen Riumen (X, A) (also A C X), Mor-
phismen stetige Abbildung zwischen Paaren von topologischen Rdumen
(d.h. also f: (X, A) — (Y, B) ist eine stetige Abbildung f: X — Y mit
f(A) C B).

(4) Kategorie ABEL:
Objekte sind alle abelschen Gruppen, Morphismen Gruppenhomomorphis-
men
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(5) Sei G eine Gruppe, wir definieren eine G entsprechende Kategorie mit
einem Objekt *, und mit Mor(x,*) = G. Dabei setzen wir id, := 1 und
die Verkniipfung von zwei Objekten als Produkt in G.

5.31 Definition. Seien C, D Kategorien. Ein Funktor F': C' — D ordnet jedem
X € Ob(C) ein Objekt F(X) € Ob(D) zu, und jedem Morphismus f: X — Y
einen Morphismus F(f): F(X) — F(Y). Dabei wird gefordert, dass die Funk-
toreigenschaften erfiillt sind, also F\(f o g) = F(f)o F(g) und F(idx) = idp(x)
wenn immer diese Ausdriicke Sinn machen.

5.32 Definition. Eine Homologietheorie besteht aus einer Sequenz von Funk-

toren
hn: TOP?> — ABEL; nez,

und natiirlichen Transformationen
(X, A): hy (X, A) — hy—1(A,0).
Natiirliche Transformation heisst hierbei, dass fiir jeden Homomorphismus
f: (X, 4) = (Y, B)

das Diagramm

ho(X, A) 254 a)
lhnm lhn_l(f)
ha(Y,B) 2B (B

kommutiert. Wir definieren hy,(X) := h, (X, 0).
Es handelt sich um eine Homologietheorie, wenn folgende Axiome erfiillt
sind:

(1) (Homotopie-Invarianz): Falls f,g: (X, A) — (Y, B) homotop als Ab-
bildungen von Paaren sind, dann gilt h,(f) = h,(g) Vn € Z.

(2) (Paarsequenz): Man hat eine lange exakte Sequenz

On41(X,A) O (X,A)
_— —_—

— hpt1(X, A) hn(A) = hp(X) — hp(X, A)

wobei die nicht benannten Homomorphismen von den Inklusionen indu-
ziert sind.

(3) (Ausschneidung): Falls U ¢ A C X, so dass der Abschluss von U im
Inneren von A enthalten ist, dann ist die von der Inklusion induzierte
Abbildung

ho(X —U,A—-U) — h,(X, A)

ein Isomorphismus.

(4) Summenaxiom: Falls X = IT,c; X, so gilt

icl
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5.33 Definition. Eine Homologie-Theorie heisst gewshnlich, falls b, ({*}) =0
fir n #£ 0.

5.34 Beispiel. Singuldre Homologie ist eine gewthnliche Homologietheorie.

Um dies zu beweisen, miissen wir allerdings noch das Ausschneidungsaxiom
iiberpriifen. Ehe wir das tun, wollen wir jedoch einige wichtige und interessante
Folgerungen, die nur aus den Axiomen folgern, beweisen.

5.35 Satz. Sei (X,A) homotopieiquivalent (als Paar) zu (Y,B). Dann gilt
hn(X,A) = h, (Y, B) fiir allen € Z.

Proof. Sei f: (X,A) — (Y, B) eine Homotopieiiquivalenz mit Homotopieinver-
ser g: (Y, B) — (X, A). Funktoreigenschaft und Homotopieinvarianz impliziert
sofort (wie vorher schon gesehen), dass

ho(f): hn(X,A) — hy,(Y, B)
ein Isomorphismus mit Inversem h,,(g) ist. O

Um unsere Schreibweise abkiirzen zu kénnen, fithren wir noch die reduzierte
Homologie ein.

5.36 Definition. Sei X # ) ein topologischer Raum. Dann gibt es genau eine
(stetige) Abbildung X — {x}.

Setze hp(X) = ker(hn(X) — hy({})).

Falls ) # A C X, setze h, (X, A) := h,(X, A) fiir alle n € Z.

5.37 Lemma. Falls h eine gewdhnliche Homologietheorie ist, gilt hp(x) = 0
fiir n # 0, also hy,(X) = hyp(X) fiir n # 0. Firn =0 (und fir eine Homologie-
theorie, die nicht gewdhnlich ist), erhilt man hy,(X) = hp(X) @ hp(x).

Proof. Es muss nur die letzte Aussage bewiesen werden. Da X # () gibt es
mindestens eine (stetige) Abbildung i: {*x} — X, und die Verkniipfung {*} —
X — {x} ist die Identitédt auf X. Wir erhalten eine entsprechende Sequenz

hn (Z)

B (%) 229 (X0) 222 () (5.38)

fiir die Homologiegruppen, so dass die Komposition die Identitét ist. Betrachte
nun die Abbildung h,,(X) ® h,(¥) — h,(X), die durch die kanonische Inklusion
und hy, (i) gegeben ist. Mit Hilfe von (5.38) sieht man, dass diese Abbildung
injektiv und surjektiv, also ein Isomorphismus ist. Sei ndmlich a € h,(X),
dann ist a — hy, (i) (hn(p)(a)) € ker(h,(p)) = h,(X), demzufolge a = (a —
h(3) (hn(p)(@))) @ Ry (3) (hn(p)(a)) im Bild von B (X) @ hy (). Falls umgekehrt
hn(i)(b) + ¢ = 0 mit b € h,(x), ¢ € hy(X), dann 0 = hy,(p)(hn(3)(b) + x) =
hi (p)(hn(7) (b)) = b, und demzufolge auch ¢ = 0. O

5.39 Bemerkung. Beachte, dass die Spaltung h,,(X) = h,(X) @ hy (%) nicht
natiirlich ist, da sie von der Wahl der Abbildung i: {*} — X abhéngt.

Es ist leicht, nachzupriifen, dass die Homologieaxiome “Homotopieinvari-
anz” und “lange exakte Paarsequenz” auch fiir reduzierte Homologie h., gelten.
Dies gilt nicht fiir Ausschneidung (falls man ganz A wegschneidet) und fiir das
Summenaxiom.
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5.40 Satz. Sei h. eine gewohnliche Homologietheorie mit ho(x) = G. Sei D} C
S™ die obere Halbsphdre (also D} ~ D™ ). Dann gilt fir alle n > 0.

—0 Viel (5.41)

) {(? :Z (5.42)

(5", D) = { :Z (5.43)
hi(D", 8" ) = {0 :Z (5.44)

Proof. Beachte zunéchst, dass D,, homotopiediquivalent zu {+}. Damit folgt so-

fort (B.41)). Die iibrigen Aussagen beweisen wir per Induktion nach n. Beachte

zuniichst dass SO die disjunkte Vereinigung von zwei Punkten ist, und DO+ einer

dieser beiden. Ausschneidung liefert h;(SY, DY) = h;(x), also (5.44) fiir n = 0.
Die lange exakte Sequenz des Paares (S™, D) liefert

0= hi(D%) — hi(S™) — hi(S™, D) — hi—1(D) =0,

also h;(S™) = h;(S™, D7), so dass (5.42) und (5.44) fiir jedes gegebene n &dqui-
valent sind.

Sei U C D% eine kleine Scheibe um den “Nordpol”, deren Abschluss im
Inneren von D? enthalten ist. Ausschneidung impliziert

hi(S™, D") = hi(S™ — U, D" — U).

Andererseits ist (S —U, D't —U) homotopietiquivalent (als Paar) zu (D", 5"~ 1)
(man muss nur den , iiberschiissigen® Anteil auf den Rand S"~! zusammendrii-
cken). Mit Satz folgt

hi(S™ — U, D" —U) = hy(D", 8" ).

Also sind auch (B.44) und (5.43) fiir jedes n dquivalent.
Wir betrachten nun noch die exakte Sequenz des Paares (D™, S"~!) und
erhalten

0 = hi(D™) — hy(D™, 8™ ') — h;_1(S™™) — h;_1(D™) =0,

so dass h;_1(S™71) = h;(D", 8" !). Das heisst, die dquivalenten Aussagen
(6:43),(5-47) und (p-49) fiir n — 1 implizieren die entsprechenden Aussagen fiir
n. Dies ist der Induktionsschritt. Da wir eine (und damit alle) Aussagen bereits
fiir n = 0 bewiesen hatten, folgt die Behauptung. O

5.45 Korollar. Es gibt keine Abbildung D™ — S™~! deren Einschrinkung auf
den Rand S™~' die Identitdt ist.

Proof. Diesen Beweis haben wir ganz am Anfang, ndmlich in Beispiel [.4§, schon
gesehen. 0
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5.46 Korollar. (Browderscher Firxpunktsatz)
Sei f: D™ — D™ eine Abbildung. Dann gibt es einen Punkt x € D™ mit f(x) =
x.

Proof. Nimm an dass f(x) # z fiir jedes € D™. Sei E™ die Scheibe vom Radius
2 in R™. Dann konnen wir eine neue Abbildung

fl@) falls |z| <1

e :IH{f(x/le?—lfcl) falls 1 < [(|) < 2.

Dann hat g keine Fixpunkte, weil g(E™) C (D™), wo g und f iibereinstimmen.
Beachte, dass g(z) = 0 falls |z| = 2. Definiere jetzt

r: B" — 28"t 2(x — g(x))/ |z — g(2)|.

Diese Abbildung ist stetig, und fiir |z| = 2 gilt r(z) = 2z/|z| = z, da dann
g(x) = 0. Dies ist im Widerspruch zu Korollar 45, also muss die urspriingliche
Abbildung f einen Fixpunkt besessen haben. O

5.47 Definition. Sei f: S™ — S™ eine stetige Abbildung, h, eine gewthnliche
Homologietheorie mit ho(*) = Z. Definiere den Grad deg),(f) € Z von f durch

ha(f)(a) = deg,(f) - Va € hn(S").

Da h,,(S™) = Z, und jeder Homomorphismus Z — Z durch Multiplikation mit
einem Element aus Z gegeben ist, gibt es genau eine solche Zahl deg;, (f).
Entsprechend kann man auch degy, (f) € Z/n definieren, falls ho(x) = Z/n.

Wir werden spéter sehen, dass diese Definition unabhéngig von der ver-
wendeten Homologietheorie (mit ho(x) = Z) ist. Wir verwenden daher deg(f)
anstelle von degy, (f) fiir jede gewohnliche Homologietheorie mit hg(x) = Z.

5.48 Lemma. Seien f,g: S™ — S™ stetige Abbildungen. Dann gilt

deg(f o g) = deg(f) - deg(g).

Proof. Funktorialitit der Homologie. O

5.49 Lemma. Sei f: S™ — S™ gegeben durch f(xo,...,xn) = (—To,T1,...,Tn).
Dann gilt deg(f) = —1.

Proof. Wir wollen dies wieder per Induktion nach n beweisen. Das Dimensi-
onsaxiom impliziert dass ho(*) @ ho(*) — ho(S°) ein Isomorphismus ist, wo-
bei die Abbildung von den beiden Inklusionen induziert ist. f vertauscht die
beiden Punkte, also sendet ho(f) ein Element (a,b) auf (b,a). Die Abbildung
p: S° — {x} induziert auf Homologie eine Abbildung

ho(S°) = ho(*) @ ho(*): (a,b) + a + .

Es folgt dass ho(S°) = ker(p) = {(a,—a) € ho(x) ® ho(*) | a € ho(x)} C
ho(SY). Insbesondere gilt ho(f)(a, —a) = (—a,a) = —(a, —a), also deg(f) = —1.

Fiir den Induktionsschritt spezifizieren wir nun, fallsn > 0, D" = {(zo, ..., %y) |
xn, >0} C S™ und D" = {(zg,...,2s) | x» < 0} C S™. Beachte, dass damit
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f(DY) C DY und f(D™) C D™. Natiirlichkeit der langen exakten Paarsequenz
liefert folgendes kommutative Diagramm:

iln(Sn) i) hn(Sn7Di) (i hN(D’l,S"_l) i) Bn—l(sn_l)
| | | | nt=1
iLn(S”) = hn(S™, D) = hy (D™, 8" 1) = ]jLnfl(S”_l).

Hierbei haben wir bei der Berechnung der Homologie von S™ und (S™, D) und
(D™, 8™ 1) gesehen, dass die verschiedenen horizontalen Abbildungen Isomor-
phismen sind. Kommutativitéit folgt, weil die Abbildungen entweder von Inklu-
sionen induziert sind (verwende Funktoreigenschaft) oder aus der Natiirlichkeit
der Randabbildung in der langen exakten Paarsequenz.

Die am weitesten rechts stehende vertikale Abbildung ist nach Induktions-
voraussetzung Multiplikation mit —1. Das Diagramm zeigt, dass dies auch fiir
alle anderen vertikalen Abbildungen der Fall ist. Damit folgt der Induktions-
schritt. O

5.50 Satz. Fiir die Antipodenabbildung g: S™ — S™: v — —v gilt deg(g) =
(_1)n+1'

Proof. Der Beweis von Lemma b-49 funktioniert genauso fiir die Inversion ent-
lang jeder anderen Koordinate in S™. Die Komposition all dieser Inversionsab-
bildungen ist genau g. Da es in S™ genau n + 1 Koordinaten gibt, ist g die
Komposition von n+1 Abbildungen vom Grad —1. Lemma b4 impliziert jetzt
die Behauptung. (I

5.51 Satz. Fir n > 0 besitzt S™ genau dann ein nirgends verschwindendes
Vektorfeld, wenn n ungerade ist. Hierbei ist ein Vektorfeld ja ein Schnitt des
Tangentialbiindels, also eine Abbildung X : S™ — T'S™ mit der Figenschaft p o
X =idgn, wobei p: TS™ — S™ die kanonische Projektion ist.

Wir identifizieren T'S™ mit dem Biindel {(p,v) € S™ x R"™1 | p L v}. Dann
entspricht ein Vektorfeld eindeutig einer Abbildung X : S™ — R" T mit X (p) L
p. Die Behauptung ist also, dass es eine solche Abbildung X mit X (p) # 0 fir
alle p € S™ genau dann gibt, wenn p ungerade ist.

Proof. Falls n = 2k 4+ 1 ungerade ist, definiere man
X: Sn — Rn+1 . (ZCO7 - ,x2k+1) = (xl, —X0y, L3y, —TL2y. .. ,$2k+1, —.’Egk).

Es folgt sofort dass X (p) L p und X (p) # 0 fiir alle p € S2F+1,

Sei nun andererseits n = 2k gerade. Wir nehmen an, dass es ein nirgends
verschwindendes Vektorfeld X : S” — R™*! gibt. Durch normieren kénnen wir
annehmen (da X (p) nirgends Null ist) dass | X (p)| = 1 fiir alle p € S™. Betrachte
die Homotopie

H:S"x[0,1] = 8™: (p,t) — p---cos(nt) + (X (p)/ | X (p)]) - sin(nt).
Dies liefert eine Homotopie zwischen idg» und der Antipodenabbildung g: S™ —
S™: p +— —p. Folglich gilt h,,(g) = h,(idgn), und insbesondere deg(g) = 1, im

Widerspruch zu b-50, also kann es das nirgendsverschwindende Vektorfeld X
nicht geben. ]



Skript zur Vorlesung ,, Topologie I* 40

5.52 Definition. Sei f: §™ — S™ glatt, p € S™ ein regulidrer Punkt von f. Der
lokale Grad von f an p ist definiert als

deg,,(f) := sgn(det(Dy(p) (xAfz™1))),

wobei z: U — R™ eine Karte von S™ um p ist, und A € SO(n + 1) eine lineare
orthogonale Abbildung mit Determinante 1 mit A(f(p)) = p (z.B. eine geeignete
Drehung). Beachte, dass A eine Abbildung S™ — S™ induziert, da A die Lénge
von Vektoren erhélt.

5.53 Bemerkung. Es ist wichtig, dass in der Definition des lokalen Grades die
um p und f(p) gewithlten Karten aneinander angepasst sind, was wir erreichen,
indem wir sie durch “Drehung” (mit Determinante 1) aufeinander iibergehen
lassen. Allgemeiner braucht man Karten derselben Orientierung.

5.54 Satz. Sei f: S™ — S" glatt, ¢ € S™ ein requlirer Wert von f. Dann gilt

degy(f) = Y deg,(f)

pef~1(q)
fiir jede gewdhnliche Homologietheorie h mit ho(x) = Z.

Proof. Aus Zeitgriinden geben wir nur eine Skizze des Beweises. Zunéchst fithren
wir auf den Fall zuriick, dass das Urbild von ¢ nur aus einem Punkt besteht.
Wihle eine geniigend kleine Umgebung D um ¢, die diffeomorph zu einer (ab-
geschlossenen) Scheibe ist. Da ¢ regulirer Wert ist, impliziert der Satz von der
inversen Abbildung, dass das Urbild dieser Scheibe (wenn sie klein genug ist)
aus einer disjunkten Vereinigung von Scheiben D, um p € f ~1(q) besteht. Die
Abbildung gp: S™ — D/(9(D)%) = S™, die auf dem Inneren von D die Iden-
titét ist, und jeden Punkt ausserhalb auf den Punkt * abbildet, ist homotop zur
Identitéit (indem man die Scheibe D immer mehr vergrossert).

Wir kénnen also f durch gp o f ersetzen, die auf kleinen Scheiben D, um
jeden Punkt p € f~1(g) ein Diffeomorphismus auf Bild ist, und das Komplement
auf einen Punkt abbildet. Solch eine Abbildung faktorisiert nun als

f: 8" —=8"Vv...v 8" — S

wobei die erste Abbildung jede offene Scheibe D) mittels der Einschrinkung
von f auf jeweils verschiedene Kopien von D und dann D/0D = S™ abbildet,
und das Komplement aller Scheiben auf den gemeinsamen Verklebepunkt. Die
zweite Abbildung bildet jede einzelne Kopien von S™ identisch auf S™ ab (faltet
also die 1-Punkt-Vereinigung zusammen).

Man sieht leicht, dass

P (S™V -V S™) 2 Ry (S™) @ - - @ by (S™),

wobei die Abbildung durch Projektion von der Projektion auf die (bzw. in um-
gekehrter Richtung Inklusion der) einzelnen Summanden gegeben ist.

Es folgt, dass der Grad von f die Summe der Grade der einzelnen Abbil-
dungen auf die einzelnen Summanden der 1-Punkt-Vereinigung ist, und fiir jene
besteht das Urbild des ¢ entsprechenden Punktes aus jeweils nur einem Punkt.
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Mittels einer weiteren Homotopie (wobei wieder alles ausserhalb einer kleinen
Umgebung von p auf einen (gegeniiberliegenden) Punkt gedriickt wird), kann
man erreichen, dass f “linear” wird. Damit ist die Berechnung des Grades dann
direkt moglich. Dabei benutzt man Lemma p-49. O

5.55 Definition. Sei zg € X, yo € Y. Die 1-Punkt-Vereinigung von X und Y
entlang zo und yg ist definiert als

XVY :=(X1Y)/(xo ~ yo)-

5.56 Satz. Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten, f: M — N stetig. Dann
gibt es eine differenzierbare Abbildung g: M — N welche homotop zu f ist.

Proof. Da wir uns momentan nicht mit Differentialtopologie beschéftigen wol-
len, wirden der Satz hier nicht bewiesen. Il

o~

5.57 Korollar. Seien h und H zwei gewéhnliche Homologietheorien mit hq(x)
Hy(x) 2 Z, f: 8™ — 8™ stetig. Dann gilt deg, () = degy (f)-

Proof. Nach Satz b-5g kénnen wir eine zu f homotope glatte Abbildung g: S™ —
S™ finden. Wegen Homotopieinvarianz gilt deg, (f) = deg;,(g) und degy(f) =
degy;(g). Wihle nun einen reguléren Wert ¢ von g. Dann gilt

degy(g) = Y deg,(g) = deggl(9),
q€g9~*(q)

da der mittlere Ausdruck nicht von der Homologietheorie abhéngt. ]

5.58 Bemerkung. Sei allgemeiner H, eine beliebige gewthnliche Homologie-
theorien. Man kann den Abbildungsgrad einer Abbildung f: S™ — S™ definie-
ren als den auf ﬁn(S”) 2 Hy(*) induzierten Homomorphismus, und die durch-
gefithrten Berechnungen zeigen, dass dieser Homomorphismus gegeben ist durch
Multiplikation mit dem vorher definierten Abbildungsgrad.

Es ist oftmals niitzlich, die Homologie eines Raumes aus der Homologie von
Teilstiicken zu berechnen. Dies kann man mit Hilfe der Mayer-Vietoris Sequenz
durchfiihren.

5.59 Satz. Seien A, B Teilrdume des topologischen Raums X, und X die Verei-
nigung des Inneren von A und des Inneren von B. Sei h eine Homologietheorie,
so dass Ausschneidung hp, (X — U, A — U) = h,(X,A) erfillt ist fir beliebi-
ge Teilmengen U mit U C A°. Dann gibt es eine lange exakte Mayer-Vietoris
Sequenz

(14)®hn(in)

s B (X) — hp(AN B) 2 hn(A) @ hy(B)

hn(jA)_hn(jB) hn(X) N hn_l(Aﬁ B) N

Hier sind i4,ip und ja,jp die offensichtlichen Inklusionen. Diese Sequenz ist
natiirlich fir Abbildungen f: X — Y mit f(A) C C, f(B) C D, falls Y die
Vereinigung von [(C) und [(D) ist.
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Proof. Beachte zuniichst dass A — B = X — B, und der Abschluss hiervon
ist X — [(B), welches im Inneren von A liegt. Wegen Ausschneidung gilt also
hn(X,A) 2 hy(X — (A - B),A—- (A—- B)) = h,(B,AN B). Entsprechend
hn(A,ANB) = h, (X, B).

Wir kénnen nun die langen exakten Sequenzen der Paare (X, A), (X, B),
(A,AN B) und (B, AN B) zu folgendem kommutativen Zopf verflechten (wobei
wir h, (A, AN B) durch h, (X, B) ersetzen, und h,(B, AN B) durch h,(X, A))

hiy1(X,A) —— hi(A) —— (X, B) ——  hi-1(B)
hi(AN B) hi(X) hs 1(AN B)
hit1(X,B) —— hi(B) —— hi(X,A) ——  hi—1(4).

Schrig benachbarte Gruppen sind durch schrédg von links nach rechts laufen-
de Pfeile verbunden. Diagrammjagt zeigt nun, dass die obige Mayer-Vietoris
Sequenz exakt ist, wobei die Randabbildung gegeben ist durch

ha(X) — hn(X, A) = hn(A, AN B) — hn_1(ANB).

Diese Abbildung stimmt mit der entsprechenden Abbildung, wobei A und B
vertauscht wurden, iiberein.

Natiirlichkeit folgt sofort aus dieser Definition der Randabbildung, die ja aus
natiirlichen Homomorphismen zusammengesetzt ist. O

5.60 Satz. Der obige Beweis zeigt auch, dass man die Mayer-Vietoris Sequenz
fiir jede beliebige Homologietheorie h, erhdlt, falls die Zerlegung X = AU B
folgende (zueinander dquivalenten) Bedingungen erfillt:

he(A,ANB) = hy(X,B)  he(B,ANB) = hy(X,A) VkeZ,

wobei die Isomorphismen durch die Inklusion induziert sein miissen. Beachte,
dass dann auch nicht erfillt sein muss, dass X die Vereinigung schon des In-
neren von A und des Inneren von B ist.

Wir wollen (zur Illustration) zeigen, wie man die Mayer-Vietoris Sequenz
von unreduzierter auf reduzierte Homologie iibertragen kann.

5.61 Satz. Sei h, eine Homologietheorie.

Sei X = AU B eine Zerlegung eines Raums, fir die die Mayer-Vietoris
Sequenz exakt ist. Sei AN B # 0. Dann ist auch folgende reduzierte Mayer-
Vietoris-Sequenz exakt:

) ;Ln (iA)ea;Ln (7'B)

— hpi1(X) = ho(ANB hn(A) ® hy(B)

;Ln(jA)_;Ln(jB) iLn(X) N ilnfl(A N B) N

Proof. Wir haben eine Zerlegung des Punktraums {*} in zwei nichtleere Teil-
mengen {*} und {*}, deren Schnitt wieder {x} ist.In dieser Situation sind immer
die Voraussetzungen fiir die Mayer-Vietoris Sequenz erfiillt. Ausserdem haben
wir eine (kanonische) Abbildung X — {x}, die mit der Zerlegung (auf trivia-
le Weise) vertriglich ist. Beachte, dass die reduzierte Homologie als der Kern
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der dieser Abbildung (auf Homologie) definiert ist. Beachte ausserdem dass, da
keiner der beteiligten Réume leer ist, alle Abbildungen auf h;(x) surjektiv sind.
Zusammengefasst erhalten wir also folgendes Diagramm:

0 0 0
Kni1 K, Ky
— A A, Ay ——
—— Ban By, Bn—1
| | |
0 0 0.

Die mittlere Zeile ist die nach Voraussetzung exakte unreduzierte Mayer-Vietoris
Sequenz von X = AU B, die untere Zeile die exakte Mayer-Vietoris Sequenz von
{*} = {*}U{*}. Wie gerade bemerkt, sind alle Spalten exakt, also insbesondere
die K,, (die reduzierten Homologiegruppen) Untergruppen der A,,. Standard-
Diagrammjagt zeigt nun, dass in solch einer Situation die Abbildung A, — A,,_1
tatséchlich K,, nach K, _; abbildet, d.h., dass die K,, einen Unterkomplex der
A, bilden. Diagrammjagt zeigt ausserdem, dass dieser Komplex exakt ist. Dies
ist die einzige Stelle, an der man Surjektivitdt der Abbildung A,, — B,, bendtigt
(allerdings wird sie hier wirklich benétigt). O

5.62 Bemerkung. Die Zerlegung in eine disjunkte Vereinigung zeigt, dass man
die Voraussetzung AN B # () in der Mayer-Vietoris Sequenz fiir reduzierte Ho-
mologie braucht. Aus diesem Grund wird manchmal hy, () := hy,1(*) definiert.
Damit kann dieses Problem geltst werden.

Die Standardeinbettung von S™ in R™*! zerlegt diesen in genau zwei Kom-
ponenten, eine beschrinkte und eine unbeschrinkte. Wir werden nun mittels
Homologietheorie zeigen, dass dies fiir jede beliebige Einbettung der Fall ist,
und werden sogar alle Homologiegruppen des Komplements ausrechnen. Wir
benétigen dazu allerdings noch einige etwas stérkere Eigenschaften unserer Ho-
mologietheorie (die in der Regel erfiillt sind).

5.63 Definition. Sei X; C X5 C --- eine Kette von Inklusionen. Wir setzen
X := J;en Xi- Definiere auf X eine Topologie dadurch, dass U C X genau dann
offen ist, wenn U N X offen ist fiir jedes ¢ € N. Mit dieser Topologie heisst X
der direkte Limes der Kette (X;);en.

5.64 Definition. Eine Homologietheorie h, ist vertrdglich mit direkten Limi-
ten, falls fiir jeden direkten Limes X = J, . X; mit X; C X offen fiir alle 4
folgende zwei Aussagen wahr sind:

(1) fur jedes a € hy,(X) gibt es ein j € N und o’ € h,(X;) so dass
ha(if) (@) = a.

€N
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(2) Falls a € h,,(X;) mit h,(ij)(a) =0, dann existiert k > j mit hy, (4, %)(a) =
0.

Hierbei sind 4;: X; — X und 4;;: X; — X}, die kanonischen Inklusionen. Die
Bedingung sagt dass die Homologie von X der direkte Limes der Homologie der
Xj ist.

5.65 Satz. Singuldre Homologie ist mit direkten Limiten vertrdglich.

Proof. Sei X = J;cy Xi ein direkter Limes, und alle X; offen in X. Sei o Ak —
X ein singulirer Simplex. Da A* kompakt ist, ist auch o(AF) kompakt. Die X;
bilden eine offene Uberdeckung von X, o(AF) liegt also schon in der Vereinigung
von endlich vielen dieser X;. Da es sich um eine aufsteigende Kette handelt, gilt
im(o) C X; fiir ein geeignetes i € N. Das entsprechende Argument gilt natiirlich
auch fiir Linearkombinationen und zeigt, dass hi(X) = U, cn b (i5) (hi (X))
Falls andererseits das Bild von a € Hy(X;) in H(X) Null ist, gibt es eine
endliche singuldre (k + 1)-Kette 3, deren Rand gerade a ist. Das gleiche Argu-
ment wie eben impliziert (wegen Kompaktheit der Standardsimplizes), dass

bereits in X, liegt fiir geniigend grosses r > j, also das Bild von a bereits in
Hi(X,) Null ist. O

5.66 Satz. Sei h eine Homologietheorie, die mit direkten Limiten vertrdiglich
ist. Sei n € N fest und X ein kompakter Raum mit folgender Eigenschaft: fiir
jede Einbettung f: X — S™ gilt

hi(S™ — f(X)=0  VkeZ
Dann hat X x [0,1] dieselbe Eigenschaft.

Proof. Sei f: X x[0,1] — S™ eine Einbettung. Dann sind insbesondere f;: X X
{t} — S™ Einbettungen, auf die wir die Voraussetzung anwenden konnen. Sei
a € hi(S™ — f(X x [0,1])). Fiir jedes t € [0, 1] ist hat man folgende Kette von
Inklusionen:

S — F(X x[0,1]) € 8" — f(X x [t — L/n,t+1/n]) C---S™ — fi(X).

Und der letzte Raum ist der Limes dieser Kette (wobei jeder Teilraum offen in
S™ — f,(X) ist). Nach Voraussetzung ist das Bild von a in hy(S™ — f;(X)) Null.
Also, da unsere Homologietheorie mit direkten Limiten vertréglich ist, ist das
Bild von a Null in hg(S™ — f(X x [t — 1/nt, t + 1/ny))) fiir geeignetes ny > 0.
Nun ist [0, 1] kompakt, also gibt es endlich viele 0 =t < to < --- < #; = 1), so
dass jedes [t;,t;41] in einem [t — 1/ng,t 4 t/ny] enthalten ist. Wir haben dann
folgende Kette von Abbildungen auf Homologie:

hi(S™ — F(X x [0,1])) = hi(S™ — f(X x [t — 1/ng,t + 1/n4]))
— hi(S™ = f(X X [ti, tisa])).

Da das Bild von a in der mittleren Gruppe verschwindet, impliziert Natiirlich-
keit, dass auch das Bild von a in der rechten Homologiegruppe verschwindet.

. Setze I,. :=[0,t,] C [0,1] Wir zeigen nun per Induktion, dass das Bild von
a in hyp(S™ — f(X x I.)) Null ist fiir jedes r. Da I; = [0,1], folgt damit dass a
selbst schon Null ist, also die Behauptung.
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Trivialerweise ist die Behauptung richtig ist fiir » = 1. Fiir den Induktions-
schritt betrachte die Mayer-Vietoris Sequenz

his1(S™ — fi (X)) — hi(S™ — f(X x I11))
— hi(8™ = f(X % 1)) @ hy (8™ — f(X X [tr, tr41]))

Nach Voraussetzung ist die erste Gruppe Null. Dass Bild von a in den Gruppen
rechts ist Null entweder nach Induktionsvoraussetzung oder nach Wahl der t,,
wie oben nachgewiesen. Damit folgt der Induktionsschritt.

Wir miissen allerdings noch nachpriifen, dass wir die Mayer-Vietoris Se-
quenz wirklich anwenden durften. Wir miissen also zeigen, dass hy(S™ — f(X x
{t1), 57 = FOX % [0,6,1)) 2 h(S™ = F(X X [trytrga])s S — F(X X [0,8r41])):
Dies folgt aber sofort mit Ausschneidung, da die ausgeschnittene Teilmenge
f(X x (tr,tr4+1]) abgeschlossen ist im hier zu betrachtenden Totalraum S™ —
f(X x {t;}). Andererseits ist S™ — f(X X [t,t,+1]) offen, also gilt sicherlich

U C A°. Entsprechend fiir das zweite zu betrachtende Paar. O

5.67 Korollar. Sei f: D¥ — S™ eine Einbettung. Dann gilt Hy,(S™ — f(D*)) =
0 fiir jedes k € Z.

5.68 Satz. Sei f: S" — S" eine Einbettung. Dann gilt

_ Z; i=n—r-1

S™ — f(S™) hat also die Homologie einer (n —r — 1)-Sphdre.

Proof. Wir beweisen dies per Induktion nach r. Im Fall r = 0 besteht f(S°)
aus zwei disjunkten Punkten. Also S™ — f(S°) ~ D™ — {0}. Dieser Raum ist
homotopiedquivalent zu S !, und die Behauptung folgt.

Fiir den Induktionsschritt zerlegen wir wie iiblich S™ = D’ Ugr—1 D" . Es
folgt (S™ — f(D7))U(S™— f(D")) = S™— f(57~!), und fiir den Schnitt (5™ —
F(DL))N(S™ = f(Dr)) = 8™ — f(S"). Beachte ausserdem, da D’ kompakt, ist
auch f(D7) kompakt, also abgeschlossen, also ist S™ — f(D?.) offen, und wir
konnen die Mayer-Vietoris Sequenz anwenden. Diese liefert

Hip1 (S™ — f(D7)) @ Hi1 (S — f(D7)) — Higa (S — f(ST1)) —
H;(S™ — f(S™)) — Hi(S™ — f(D})) ® Hy(S™ — f(D"))

Aus Korollar 67 folgt, dass die aussen stehenden Gruppen Null sind, also sind
die beiden in der Mitte stehenden Gruppen isomorph, und der Induktionsschritt
folgt. O

5.69 Definition. Sei X ein topologischer Raum mit Teilmenge A C X. Der
Rand von A in X ist Menge aller € X, so dass fiir jede offene Umgebung U
von z sowohl ANU # 0, als auch (X — A)NU # 0.

5.70 Korollar. Fulls F': S™ — S™ eine Einbettung, dann zerfdllt das Komple-
ment des Bildes in genau 2 Komponenten U, V, deren Rand jeweils f(S™"1)
ist. Beide Komponenten haben die Homologie eines Punktes.
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Proof. Ho(S™ — f(S™ 1)) = Z = Hy(S" — f(S" 1)) = Z & Z, Hy(S" —
F(S™1)) = 0 fiir i # 0. Wir erhalten also zwei Wegekomponenten, deren Ho-
mologie die eines Punktes ist. Da f(S™" 1) kompakt, ist diese Teilmenge abge-
schlossen, also S™ — f(S™~1) offen. Fiir offene Teilmengen einer Mannigfaltigkeit
ist zusammenhéngend und wegzusammenhéngend dquivalent.

Da S™ — f(S™~1) gilt ausserdem OU,0V C f(S"~!). Zur Erinnerung: der
Rand einer Teilmenge A eines topologischen Raums X besteht aus all den Punk-
ten von X fiir die jede offene Umgebung sowohl Punkte aus A als auch aus X — A
enthilt.

Sei nun p € S™~ !, und nimm an f(p) ¢ OU. Dann gibt es eine offene Umge-
bung W von f(p) so dass W NU = (). Sei D C S"! eine kleine abgeschlossene
Scheibe um p, so dass f(p) C W. Nun gilt S"~! — D ~ D"~ also hat nach
Korollar Y := S"— f(S"~1 - D) die Homologie eines Punktes, ist insbeson-
dere wegzusammenhingend. Andererseits zerféllt Y als disjunkte Vereinigung
von U und (VUW)NY, und diese Mengen sind beide offen. Dieser Widerspruch
zeigt, dass f(p) € OU, und genauso f(p) € 9V. O

5.71 Korollar. Falls f: S"~! < R" eine Einbettung und n > 2, dann zerfdllt
das Komplement von f in genau zwei Komponenten, eine davon beschrinkt mit

der Homologie eines Punktes, die andere unbeschrdinkt mit der Homologie von
Sn—t,

Proof. Es gilt S™ = R™ U {c0}. Korollar sagt dass S™ — f(S"71) in zwei
Komponenten U und V zerfillt. Nimm an oo € U. Dann zerfillt R™ — f(S™~1)
in U — {oo} und V. U enthilt eine Umgebung von oo, ist also unbeschrankt. V'
ist disjunkt von einer Umgebung von oo, also disjunkt von {z € R™ | |z|] > R}
fiir geniigend grosses R, also beschriankt. Ausserdem hat V' die Homologie eines
Punktes.

Da H;(U) = 0, folgt aus der langen exakten Sequenz des Paares U, U — {co},
dass Hy(U — {00}) = Hyy1(U,U — {o0}). Letzteres ist wegen Ausschneidung
isomorph zu Hj,,1(D"™, D™ — {0}) = H(D" — {0}) = Hy(S™"'). Hier benutzen
wir die lange exakte Sequenz des Paares D™, D™ — {0} und Homotopieinvarianz.
Die Behauptung folgt. O

5.72 Satz. Gebietsinvarianz

Seien M, N zwei topologische n-Mannigfaltigkeiten und f: M — N stetig und
injektiv. Dann ist [ eine offene Abbildung, also f(U) C N offen fiir jedes offene
UcCM.

Proof. Es geniigt, U ~ D" und U ~ (D")° anzunehmen, und ausserdem f(U) C
V =~ R" (jede offene Menge in M ist Vereinigung solcher Mengen, also ihr Bild
Vereinigung der entsprechenden Bildmengen).

Wir haben also jetzt nach Einschrinken und Anwenden der Homéomorphis-
men f: D" — R™ C S™ Da D™ und S™ kompakt und Hausdorff, ist diese
injektive Abbildung eine Einbettung. Aus Satz p.67 folgt dass S™ — f(D") zu-
sammenhéngend und offen ist. Wegen Korollar zerfallt S™ — f(S™71) in
zwei offene Komponenten U und V. Nimm an S™ — f(D™) C U. Es gilt auch,
dass S™ — f(S™~1) die disjunkte Vereinigung von f((D™)°) und von S™ — f(D")
ist. Also muss f((D™)°) nicht nur in V enthalten sein, sondern gleich der offenen
Teilmenge V. ]
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Wir sind jetzt in der Situation, ohne grosse Miihe beweisen zu kénnnen, dass
der Rand einer Mannigfaltigkeit eine Untermannigfaltigkeit ist:

Beweis von Satz ZZI8:. Wir beweisen zunéchst die zweite Aussage. Sei also M
eine Mannigfaltigkeit mit Rand, p € OM und z: U, — V, C RZ, eine Karte mit
p € U, und z(p) € {(0,22,...,2,,)}. Sei y: U, — V,, C RZ, eine zweite Karte
mit p € U,,. Wir miissen zeigen dass y(p) € {(0,22,...,2m)}. Indem wir U, NU,
betrachten, kénnnen wir annehmen, dass U, = U,,. Es liefert also yoz™!: V,, —
V, einen Hom&omorphismus zwischen zwei offenen Teilmengen von RZ},. Fiir
jede offenen Umgebung W von z(p) gilt: W ~ W —{x(p)} (betrachte den Schnitt
eines geniigend kleinen Balls um z(p) mit RZ,, wichtig ist hier natiirlich, dass
z(p) am Rand von RZ, liegt, die Homotopiedquivalenz l4sst das Aussere dieses
Balls fest). -

Sei andererseits ¢ € {(z1,...,2m) | 1 > 0} NV,. W := B.(q) C V, fur
€ > 0 geniigend klein, und B.(q) ~ {*}, wihrend B.(q) — {¢} ~ S"~ 1. Da
H,_1(S""1) nicht isomorph zu H,,_;(*), gilt fiir die offenen Umgebung W von
q: W #£ W —{q}. Da keine offene Umgebung von y(p) diese Eigenschaft hat (als
homsomorphes Bild einer entsprechenden offenen Umgebung von z(p)), folgt
y(p) € {(0,z3,...,x,,), wie zu zeigen war.

Es folgt jetzt sofort, dass die Einschrinkungen der Karten von M auf OM
Karten von OM liefern (mit der Identifikation R™ ™! = {(0, 22, ...,2,,) C R™}),
welche OM zu einer (m — 1)-Mannigfaltigkeit machen. Diese Mannigfaltigkeit ist
glatt, falls M glatt war, da die Einschrénkung einer glatten Abbildung f: R™ —
R™, welche R™~! auf R™~! abbildet, auf die Untermenge R™~! ebenfalls glatt
ist (und die entsprechende Aussage gilt fiir offene Untermengen). O

5.3 Suspension

5.73 Definition. Sei X ein topologischer Raum. Der Kegel C'X {iber X ist
der Raum CX := X x [0,1]/X x {0} (alle Punkte es einen Deckels werden
identifiziert).

Die Suspension ¥X von X ist definiert als ¥X := X x [-1,1]/ ~, wobei
(z,1) ~ (y,1) und (z,—1) ~ (y,—1) fiir jedes z,y,€ X. D.h. hier wird der
Deckels des Zylinders zu einem Punkt und der Boden zu einem zweiten Punkt
identifiziert.

5.74 Beispiel. ¥ X ~ CX Ux CX. 28" ~ S+l

5.75 Bemerkung. Beachte, dass jede Abbildung f: X — Y eine kanonische
Abbildung Cf: CX — CY und ¥f: ¥ X — XY induziert. Auf diese Weise wird
“kegeln” oder “suspendieren” ein Funktor von der Kategorie der topologischen
Réume zur Kategorie der topologischen Riume.

5.76 Lemma. Fir jeden Raum X ist CX zusammenziehbar, also homoto-
piedquivalent zum Punkt.

Proof. Die Homotopie zwischen der Identitédt auf CX und der Abbildung auf
einen Punkt (den Kegelpunkt) ist gegeben durch

CX x[0,1] = CX: ((x,t),s) — (x,st)
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5.77 Satz. Sei h, eine Homologietheorie. Dann existiert ein natirlicher Iso-

morphismus ~ ~
On(X): hp(X) = hpt1(E2X).

Proof. Esgilt ja XX ~ CTXUXC™ X. Dabei ist h(C~ X, X) — h(ZX,CTX)
wegen Ausschneidung und Homotopiedquivalenz ein Isomorphismus, genauso
hi(CTX, X) — he(2X,C~X). Es folgt, dass wir (ohne weitere Voraussetzun-
gen an h,) folgende lange exakte Mayer-Vietoris Sequenz erhalten:

1 (O~ X) @ hpsr (CFTX) = Tges1 (BX) 22 R (X) — i (C~X) @ by (CF X).

Wegen Lemma p.76 sind die dusseren Gruppen Null, also erhélt man den ge-
wiinschten Isomorphismus o (X) als inverses der Randabbildung 6. Wegen der
Natiirlichkeit von § ist auch o natiirlich. O

5.4 Singulire Homologie: die fehlenden Axiome

Nachdem wir so lange mit den Axiomen einer Homologietheorie herumgerechnet
haben, sollten wir endlich beweisen, dass es wirklich eine Homologietheorie gibt.

5.78 Satz. Singuldre Homologie erfiillt das starke Ausschneidungsaziom, d.h.
falls BC A C X mit (B) C A°, dann induziert die Inklusion Isomorphismen

Hi(X — B,A— B) = Hy(X, A).

Proof. Wir werden nicht alle Details angeben, sondern nur die Idee des Beweises
angeben.

Der relative singulidre Kettenkomplex ist definiert als Quotient Cy (X, A) :=
Cr(X)/Cr(A), entsprechend Cy(X — B, A— B) = Cy(X — B)/Cr(A— B). Wenn
jeder singulédre Simplex entweder ganz in X — B lige oder ganz in B, dann wire
Cr(X) = Cx(X — B)® Cy(B), und die Inklusion Cy(X —B,A—B) — Ci(X, A)
ein Isomorphismus (da der Summand Cy(B) sowieso herausdividiert wird).

Wir werden nun versuchen, bis auf Homologie jede Kette entweder in ganz A
oder ganz in X — B zu realisieren, um dann ein dhnliches Argument anzuwenden.
Dies geschieht durch Unterteilen.

Sei U eine Uberdeckung von X, so dass Uvew U° = X. Ein singuldrer Sim-
plex o: A™ — X heisst U-klein, falls im(o) C U fiir ein U € U. Definiere C¥ (X))
und CY (X, A) wie Cj,(X) und Ci(X, A), nur dass jetzt nur U-kleine Simplizes
zugelassen werden.

5.79 Lemma. Die Homologie von CY(X) und C.(X) ist isomorph, und ent-
sprechend fiir CY(X, A) und C.(X, A).

Proof. (Idee)
Wir koénnen jeden singuliren Simplex o: AF — X so zerlegen,(d.h. in eine ho-
mologe Summe von Simplizes verwandeln), dass alle Teilstiicke U-klein wer-
den. Es folgt, dass HY(X) — H,(X) surjektiv ist. Das Argument gilt ge-
nauso fiir eine Kette, deren Rand a U-klein ist (d.h. [a] liegt im Kern der
Abbildung HY(X) — H.(X)). Also ist a Rand auch einer U-kleinen Kette,
d.h. [a] =0 € HY(X), also ist HY(X) — H,(X) auch injektiv.

Entsprechende Argumente kann man auch im relativen Fall anwenden. [
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Fiir die Ausschneidung setze nunf := {4, X—B}. Da B C A° folgt A°U(X —
B)° = A°UX —B = X. Wegen Lemma haben wir also einen Isomorphismus
HY(X,A) — H.(X,A). Beachte, dass wir Faktorisierungen

C.(X — B) - CY(X) — C.(X) und C,(A — B) — O™V 4y _, 0, (A),

also auch C,,(X—B, A—B) — CY (X, A) — C.(X, A) erhalten (hier ist C¥(A) =
C.(A)). Beachte nun, dass C% = C.(X — B) +C,(A) (diese Summe ist natiirlich
nicht direkt). Ausserdem gilt offensichtlich C\.(A — B) = C.(A) N C.(X — B).
Der Isomorphiesatz sagt uns also, dass

Cu(X = B)/Ci(A = B) — CY(X)/C.(4)

schon auf Kettenkomplex-Niveau ein Isomorphismus ist. Insbesondere ist die
induzierte Abbildung auf Homologie ein Isomorphismus.

Also zerlegt sich H,(X — B, A— B) — H,(X, A) also Komposition von zwei
Isomorphismen

H.(X —B,A—-B) - H4(X,A) - H,(X, A)

und ist demzufolge selbst ein Isomorphismus. O

6 CW-Komplexe und zellulire Homologie

6.1 Definition. Ein CW-Komplez ist ein topologischer Raum X zusammen
mit einer Filtrierung ) = X_; C Xg C X; C ---,sodass X = |2, X; = X
mit folgenden Eigenschaften:

(1) X hat die Limestopologie der Vereinigungskette, d.h. U C X ist offen
genau wenn U N X; C X; offen ist fiir alle 1 € N.

(2) Fiir jedes n > 0 geht X,, aus X,,_; durch Ankleben von n-Zellen hervor,
d.h. es existiert ein Homoéomorphismus

Xn~ X1 Uy, HieInD,?.

Hierbei ist I,, eine beliebige Indexmenge, jedes D' ~ D", und f =
Wier, q: Wieq, S~ — X"~ eine beliebige stetige Abbildung. D.h. jede
Scheibe D™ wird entlang ihres Rands mit einer vollig beliebigen stetigen
Abbildung and X"~ ! angeklebt.

6.2 Bemerkung. Die Homo6omorphismen sind nicht teil der Struktur, wohl
aber die Filtrierung.

6.3
(X,
X_

Definition. Sei A ein topologischer Raum. Ein relativer CW-Komplex
A) wird genauso definiert wie ein (absoluter) CW-Komplex, nur setzen wir

A.

1
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6.4 Beispiel. X0 = ... = x(»=1) — f4} X = §7 gibt S die Struktur
eines CW-Komplexes mit nur zwei Zellen, einer in Dimension Null und einer in
Dimension n.

X0 =60 XMW =gt X0 =g8" mit I, = {1,2}, und ¢} , =id: S* —
Sk gibt S™ ebenfalls die Struktur eines CW-Komplexes, allerdings mit je zwei
Zellen in jeder Dimension (< n). Beachte, dass diese CW-Komplexe nicht iso-
morph sind, da sie verschiedene Filtrierungen haben.

6.5 Definition. (1) Die ¢! heissen anheftenden Abbildungen.

(2) Die Wegekomponenten von X (™ — X (=1 heissen die offenen n-Zellen
von X (jede ist homdomorph zu (D™)°). Beachte, dass dies im allgemeinen
keine offenen Teilmengen von X sind.

(3) Der Abschluss jeder offenen Zelle in X ist eine abgschlossenen Zelle.

(4) Der Rand einer Zelle ist das Komplement einer offenen Zelle in ihrem
Abschluss.

(5) Eine Abbildung f: X — Y von CW-Komplexen heisst zelluliir, falls
f(Xn) CY, Yn € N.

Beachte, dass dies von der CW-Struktur abhéngt.

6.6 Beispiel. Wir kénnen CP™ eine CW-Struktur mit X ?%) = X (2k+1) — cp*
geben. Es gibt jeweils genau eine 2k-Zelle. Die anheftende Abbildung gop ist
gegeben durch die Einschrinkung auf S2*~! von

Qor: D CR*™ - CP*: 2= (20,...261) — (20: -+ 211 : 1 — |2]).

Die Abbildung Qs induziert gleich noch den bendtigten Homoomorphismus
X@k — CPk.

6.1 Pushouts von Riaumen

6.7 Definition. Seien f;: Xg — X7 und fo: Xy — X5 stetige Abbildungen. Ein
pushout von fy und f; besteht aus einem topologischen Raum X und stetigen
Abbildungen F;: X7 — X, Fy: X5 — X mit folgenden Eigenschaften:

(1) Fiofi=Fyofy

(2) Zu jedem topologischen Raum Z und Abbildungen ¢g1: X1 — 7, go: Xo —
Z mit g1 o fi = g9 o fo existiert genau eine Abbildung g: X — Z mit
goFi =g, goF; = gs.

6.8 Satz. Pushouts existieren und sind eindeutig.

Proof. Eindeutigkeit folgt sofort aus der universellen Eigenschaft. Fiir die Exis-
tenz definiere X := X; IT X5/ ~, wobei die Aquivalenzrelation erzeugt wird
durch fi(a) ~ fa(a) fiir alle a € Xj. O
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6.9 Bemerkung. Wir werden meist an der Situation interessiert sein, bei der
f1 eine Einbettung ist (oder die Inklusion eines Unterraums). Dann klebt man
den Raum X; entlang des Unterraums X mittels fo an den Raum Xos.

6.10 Beispiel. Das pushout
X ——{
[ !
X x[0,1]] —— CX

beschreibt den Kegel tiber X. Ersetzt man die Abbildung X — {*} durch eine
beliebige Abbildung f: X — Y, erhilt man als pushout den Abbildungszylinder
von f.

6.11 Beispiel. Bei einem CW-Komplex erhilt man X aus X1 durch
folgendes pushout:

_ g}
Hieln‘gn ! Xn—l
nQ”
e, D" 90, X,

Die hier auftretenden Q7 heissen die charakteristischen Abbildungen. Sie ent-
sprechen dem in unserer Definition zu wihlenden Hom6omorphismus.

6.12 Definition. Sei X ein CW-Komplex. Ein Unterkompler von X besteht
aus einem Unterraum Y derart, dass Y die Vereinigung einer Menge offener
Zellen von X ist, deren Rénder auch alle in Y liegen.

6.13 Lemma. FallsY ein Unterkomplex von X ist, erhdlt Y selbst eine CW-
Struktur durch Y™ .= X(m Ny,

6.14 Definition. Wir definieren die Kategorie CW?2, deren Objekte Paare von
CW-Komplexen (X, A) sind (also ein CW-Komplex X mit Unterkomplex A,
A = 0 ist erlaubt). Die Morphismen Mor((X, A), (Y, B)) sind die zelluldren
Abbildungen X — Y, die A auf B abbilden.

6.15 Definition. Eine Homologietheorie h, auf CW? besteht aus einer Se-
quenz von Funktoren h,: CW? — ABFEL und natiirlichen Randabbildungen
On: hn (X, A) = hyp—1(A, D), so dass folgende Axiome erfiillt sind:

(1) Homotopieinvarianz
(2) lange exakte Sequenz von Paaren
(3) Ausschneidung
(1)

Summenaxiom

Die Homologietheorie heisst gewdhnlich, falls h,, (x) = 0 fiir n # 0.
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6.16 Definition. Sei (X, A) ein Raumpaar. Eine Homotopie H: X x [0,1] = Y
heisst Homotopie relativ A, falls H(a,t) = H(a,0) fiir alle a € A und alle
t € [0,1]. Die Abbildungen Hy und H; von X nach Y heissen dann homotop
relativ A.

6.17 Satz. Sei f: (X, A) — (Y, B) eine stetige Abbildung zwischen CW-Paaren,
deren Einschrinkung auf A zelluldr ist. Dann ist f homotop relativ A zu einer
zelluldren Abbildung.

Proof. Wir geben nur die Beweisidee. X entsteht durch ankleben von Zellen.
Mittels Induktion kann man sich daher (mehr oder weniger) auf den Fall be-
schriinken, dass X = D", und dass f(S™~!) € Y(»~1. Ausserdem kann man, da
das Bild von D™ in einem endlichen Teilkomplex von Y liegt, annehmen, dass
Y =Y’ U, D™, wobei ¢: S™~! — Y’ eine anklebende Abbildung und m > n,
und muss dann f zu einer Abbildung f’ homotopieren (relativ A), deren Bild in
Y’ enthalten ist. Damit kann man Schritt fiir Schritt alle Zellen der Dimension
m > n vermeiden, und endet nach endlich vielen Schritten in Y ().

Sei U =Y —Y' ~ R™. Setze M := f~}(U). Dies ist eine offene Teilmenge
von (D™)°, also ebenfalls eine glatte Mannigfaltigkeit. Sei ) # E C U mit
E kompakt. Dann ist V := f~}(U — E) eine abgeschlossene Teilmenge von
M. Eine starke Version des Satzes iiber glatte Approximierbarkeit von stetigen
Funktionen impliziert, dass es eine zu f|p; relativ V' homotope Abbildung f
gibt, die auf M — V glatt ist.

Die Homotopie und f’ setzen sich (mittels f|pn_;-1(py) auf D™ fort, man
erhilt so eine zu f (relativ S"~1) homotope Abbildung (da D™ — f~1(E) (wegen
der Kompaktheit von E) eine offene Umgebung der im Definitionsbereich noch
fehlenden Teilmenge D™ — f~1(U) ist).

Die glatte Abbildung f’|s hat einen reguldren Wert p € U. Aus Dimensions-
griinden ist p nicht im Bild, ist sie also nicht surjektiv. Damit ist p auch nicht
im Bild der ganzen Abbildung f’ (da das Urbild von U gerade aus M besteht).
Aber Y — {p} kann man auf Y’ zusammenziehen (d.h. es gibt eine Homoto-
piediquivalenz, wobei Y’ fest bleibt). Komposition mit dieser Kontraktion liefert
eine Homotopie von f’ zu f” mit im(f”) C Y'. Da f(S"~1) C Y’, welches bei
der Kontraktion fest bleibt, ist dies eine Homotopie relativ S™~1.

Zusammensetzen liefert die gewiinschte Homotopie von f zu f” relativ S" 1.

[

6.18 Lemma. Sei (X, A) ein Paar von CW-Komplezen, mit Filtrierung X;, von
X. Dann ist X in kanonischer Weise ein CW-Komplex relativ A, mit Xy =
AUX;.

Proof. Man erhalt X, aus Xj_1 durch Ankleben der k-dimensionalen Zellen
von X, welche nicht bereits in A enthalten sind. Dies funktioniert, da A selbst
eine Vereinigung von Zellen von X ist. O

6.19 Lemma. Sei X ein CW-Komplex mit Filtrierung X . Dann wird X x
[0,1] ein CW-Komplex mit Filtrierung (X x [0,1])(™ = X ™) x {0,1}u X"~V x
[0,1]. X x {0,1} ist ein Unterkomplex von X x [0,1].

Proof. Ubungsaufgabe. O
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6.20 Korollar. Seien f,g: X — Y zelluldre Abbildungen welche homotop sind.
Dann gibt es eine zellulire Homotopie h: X x[0,1] =Y mit hg = f und hy = g.

6.2 Zelluldire Homologie

6.21 Definition. Sei (X, A) ein Paar von CW-Komplexen und h,, eine gewthn-
liche Homologietheorie. Fasse X auf als CW-Komplex relativ A, mit Filtrierung
X_1=A,Xop,..., unter Verwendung von Lemma [.I8. Wir definieren den zel-
luldren Kettenkomplex

C;:Le”(X7 A) = hn(Xnv Xn—l),
mit Differential gegeben durch die Komposition

) hp—1(2)

C%e”: hn(Xannfl) 6—n) hnfl(anl hnfl(anlen72)-

Zum Beweis, dass ¢,, o ¢,41 = 0 beachte, dass
Cp O Cpy1 = hn—l(i) 0dy 0 hn(l) °0pt1.

Nun ist aber §, o h,(i) die Komposition von zwei aufeinanderfolgenden Ho-
momorphismen der langen exakten Sequenz des Paares (X, X,,—1) und damit
Null.

Die zelluldre Homologie h®' (X, A) ist die Homologie von C¢! (X A).

6.22 Lemma. Jede zellulire Abbildung f: (X, A) — (Y, B) zwischen zwei CW-
Paaren induziert eine Kettenabbildung zwischen den zelluldren Kettenkomplexen
und damit eine Abbildung auf der zelluldren Homologie.

Proof. Folgt sofort aus der Natiirlichkeit der Paarsequenz. O

Wir konnten jetzt beweisen, dass zellulare Homologie eine Homologietheo-
rie auf der Kategorie der CW-Komplexe ist. Statt dessen werden wir sie direkt
berechnen, und zeigen, dass sie mit der zugrundeliegenden Homologietheorie
iibereinstimmt (es folgt natiirlich insbesondere, dass es sich um eine Homologie-
theorie handelt). Man beachte, dass dieses Resultat eigentlich entgegengesetzt
aufgefasst werden sollte: man berechnet h, fiir CW-Komplexe!

6.23 Lemma. Sei (X, A) ein Paar von CW-Komplexzen mit Geriisten des Kom-
plezes relativ A gegeben durch A = X_1 C Xo C X1 C ---. Wihle feste pushouts
fiir den Ubergang von X,,—1 zu X,, (n > 0). Dann gilt

(1) hi(Xp, Xn—1) =0 falls k # n.

(2) Fiir jedes n existiert ein eindeutiger Isomorphismus
an: @ier, ho(x) = Of (X, A) = hy (X, Xoma).
(3) Wir haben folgendes kommutative Diagramm;:

@ier,ho(x) —"— Cr(X, A)

l(aij) lcn

Bjer,_ ho(x) —— Crh (X, A).

Qn—1
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Es bleibt, die Matriz (a; ;) zu beschreiben. Sei dazu ¢ : sl X,
die anklebende Abbildung der n-Zelle e;, und le*l: D1 — X, die
charakteristische Abbildung der n — 1-Zelle j. Wir haben dann einen Ho-
mdéomorphismus Q?_lz D1/Ssn2 X, 1/ (Xp1— (e?_l)o). Anderer-
seits gibt es einen kanonischen Homdomorphismus D"~1/S"=2 ~ Sn—1,

Insgesamt ergibt sich das Diagramm

hal) el
LACION hn—1(Xn—1) = hp—1(Xn—1/Xn—1 — (€} )

h@;~H
_

anl (Snfl)
B 1 (D"71/S™2) = b, 1 (S"Y).g  (6.24)

Hier benutzen wir die Konvention D°/S~™! = SY (d.h. auch die leere
Menge wird zu einem (zusditzlichen) Punkt zusammengeschlagen. Dieser
zusitzliche Punkt wird in Xo/(Xo—eY) auf den Punkt [Xo—eJ] abgebildet.)

Wir wissen bereits, dass hy_1(S"" 1) 2 ho(%) mit einem kanonischen Iso-
morphismus. Obige Verkniipfung ist genau die Abbildung a;;: ho(x) —
ho(x) vom i-ten zum j-ten Summanden.

Proof. Ausschneidung von (kleineren) offenen Zellen und Verdickung liefert Iso-
morphismus

hi(Wier, (Qir 4i)): hie(Wier, (D™, 5™ 1)) — hyp(Xp, Xn—1)-

Das Summen-Axiom impliziert @ieg, hp(D™, 8" 1) = hy(Ier, (D™, S71)).
Den kanonischen Isomorphismus hg(%) — h,, (D™, S"~1) haben wir bereits kon-
struiert, ausserdem haben wir gesehen, dass iLk(D", S7=1) = 0 fiir k # n. Daraus
folgen die ersten beiden Aussagen.
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Fiir die dritte Aussage betrachte folgendes Diagramm (n > 1):

ho *)
2
yE
hn (D™, S™71) —_— hin (X, Xn-1) = Ol (X, A)
- hQP.ap)
? ?
y= y
anl(snil) E— ilnfl(anl)
h(al) -
2
y
@jer, 1 hn_1(D"1,S™7?) —= hrn—1(Xn-1,Xn_2) =l (X, A)
- DSh(Qj,q5) s
? ?
YPri Y
hn_1 (D71, 6772 hn1(Xn1, Xno1 — (e"71)°
1( 7 ) o 1(Xn—1 . 1—(ef7)°)
? ?
y= y
hn-1 (D71 /S772) ———— b1 (X1 /(Xnm1 — (€71)%))
s h(@7TY)
2
yE
ﬁn—l Sn—l)
3
e
ho(*)

Die angegebene Abbildung Cc¥(X, A) — Cc! (X, A) ist gerade die Ran-
dabbildung ist. Die Abbildung Bn(Qi7qi) ist gerade die Inklusion der i-ten
Komponente in der Zerlegung von Ceell als direkte Summe, entsprechend fiir
hy-1(Qj,q;) und C< . Die gesuchte “Komponente” a;; der Randabbildung er-
gibt sich also als langer Pfad durch das Diagramm von links oben {iber die Mitte
rechts nach links unten (geeignete Isomorphismen sind zu invertieren). Wegen
Kommutativitat ergibt sich, dass diese Abbildung mit der behaupteten Abbil-
dung h,—1(S"1) — h,_1(S™71) iibereinstimmt. Damit folgt auch die letzte
Aussage. O

6.25 Korollar. Seien h, und k. gewéhnliche Homologietheorien und ¢: ho(x) —
ko(*) ein Isomorphismus. Dann induziert ¢ einen natirlichen (beziglich zel-
luldrer Abbildungen) Isomorphismus der mittel h, und k. gebildeten zelluliren
Kettenkomplexe, und damit auch der zelluldren Homologie.

Proof. Sei (X, A) ein CW-Paar. Nach Wahl von pushouts erhalten wir geméss
Lemma B.23 folgende Isomorphismen von Kettenkomplexen:

al aF
CHX, A) < @i, ho(x) 25 @i, ko(¥) 2 CE(X, A).

Beachte, dass es sich hierbei wirklich um Kettenabbildungen handelt, da die
Differentiale durch Abbildungsgrade berechnet werden, und wegen Korollar .57
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und Bemerkung B.58 der Abbildungsgrad unabhingig von der gewohnlichen
Homologietheorie ist.

Die Anderung der pushouts liefert neue Isomorphismen 37: Ch(X, A) —
@icr, ho(x). Allerdings gilt ol = 81 o ®", wobei ®": @;cs, ho(¥) — Dicr, ho(*)
durch eine Diagonalmatrix gegeben ist, auf deren Diagonale Abbildungsgrade
von Homoomorphismen von Abbildung S™ — S™ stehen (dies folgt sofort aus
dem Beweis von Lemma [.23). Es folgt, dass ®"* = ®* = ®. Da andererseits die
Diagonalabbildung @;cr¢ mit & vertauscht, haben wir also das kommutative
Diagramm

al ok
CMX,A) —— ®jcr, ho(*) &, Dier, ko(x) —— CE(X,A)

|- |2 |2 |-
Cr(X, A) o, ®@ier, ho(*) &, @ier, ko(*) e, CK(X, A),

d.h. der Isomorphismus héngt gar nicht von der Wahl der pushouts ab. Es folgt
nun leicht, dass er natiirlich ist. O

Im folgenden werden wir eine Verallgemeinerung der Paarsequenz auf ge-
schachtelte Tripel von Rdumen benétigen.

6.26 Satz. Sei h, eine Homologietheorie und A C X C Z. Dann gibt es eine
lange exakte Sequenz, die sogenannte Tripelsequenz

B (Z,X) 2 (X, A) — h(Z, A) — h(Z,X) oy (X, A) —

Die Abbildungen sind durch die Inklusionene induziert, oder ergeben sich als
Randabbildung 6p11: hynie1(Z,X) — hp(X) — hy(X, A) als Verkniipfung der
Randabbildung der Paarsequenz mit der von der Inklusion induzierten Abbil-
dung.

Proof. Man hat drei exakte Paarsequenzen zu den Paaren (X, A), (Z, A) und
(Z,X). Diagrammjagt mit Hilfe dieser drei exakten Sequenzen liefert was wir
wollen. O

6.27 Lemma. Sei (X,A) ein CW-Paar und h. eine gewéhnliche Homologie-
theorie. Dann gilt

hi(Xn, Xn-1) =0 fiir k # n.
hp (X, A) — hyp (X, A) ist ein Isomomrphismus fir k > n
hie (X, A)=0 fir k> n.

Proof. Die erste Aussage haben wir in Lemma B-23 bereits gezeigt. Ansonsten
betrachte die exakte Sequenz des Tripels A C X,,_; C X,,, um zu sehen, dass
hi(Xn—1,4) — hip(X,, A) surjektiv ist, falls hg(X,, X,—1) =0, also fiir k # n,
und um zu sehen dass hp(X,—1,4) — hp(X,, A) injektiv ist falls k + 1 # n.
Es folgt, dass wir fiir ¥ < n und I > 0 einen Isomorphismus hy(X,,A) —
hi(Xpn+i, A) erhalten. Wenn X ein endlich-dimensionaler CW-Komplex ist, folgt
die zweite Aussage sofort (da dann X = X, ; fiir geniigend grosses [). Fiir
unendlich-dimensionale X muss man noch ein kompliziertes Argument geben,
welches das Summenaxiom benutzt.
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Andererseits sieht man, dass hy (X, A) = hy(X,,—;, A) falls k > nund [ > 0.
Mit I = n+1 erhélt man hg(X,, A) = hi(A, A) = 0 (letztere Aussage folgt sofort
aus der exakten Paarsequenz des Paars (A, A)). O

6.28 Satz. Sei h, eine gewdhnliche Homologietheorie. Dann gibt es fiir endliche
CW-Paare einen natiirlichen Isomorphismus

(X, A): Ho(X, A) = HEU(X, A).

Proof. Hierzu miissen wir ein wenig Diagrammjagd betreiben.
Wir haben folgendes kommutative Diagramm

hn+1(Xn+17 Xn) 0= hn—l(Xn—Q, A)
On+1 \ l
hn (5) B

0 ——— I (X, Ap———" (X, Xo1) — n—1(Xn-1, 4)

hN(Xn+l7A) = hn(X7 A) hnfl(Xn717Xn72>

0=hn(Xni1, Xn)
Hierbei sind alle langen horizontalen und vertikalen Stiicke von langen exak-
ten Tripelsequenzen. Es folgt insbesondere dass ker(c,,) = ker(8,,) = im(hy,(j)) =
hn (X, A). Folglich erhalten wir das Diagramm

th,

—~

Ty (X, A) ) ker(c,)

l i

B (X, A) 2 by (Xpg1, A) 3= ker(cp, )/ im(cnp 1) = hé (X, A).

1R

Da im(¢p41) = hn(j)(im(dp41)) und da h,(j) injektiv ist, liefert der Isomor-
phiesatz die Existenz von 7 und impliziert, dass 7 ein Isomorphismus ist. ]

6.29 Korollar. Seien h, und k. gewéhnliche Homologietheorien mit ho(x) =
ko(*). Dann gilt hp(X, A) = k, (X, A) fir jedes endliche CW-Paar (X, A).

Proof. Dies folgt sofort aus Satz B-28 und Korollar -23. O

6.30 Beispiel. Wir berechnen die singulire Homologie von RP?, indem wir
seine zelluldre Homologie berechnen. Entsprechend der CW-Struktur von CP™
(vergleiche Beispiel .6) konnen wir RP™ eine CW-Struktur mit X; = RP¥
geben, und so dass RP™ genau eine k-Zelle fiir jedes 0 < k < n besitzt. Die
anheftende Abbildung ¢*: S*~! — X, _; = RP*~! der k-Zelle ist die kanonische
Projektion S*~! — RP*~! (wir identifizieren gegeniiberliegende Punkte von S*
und RP* zu erhalten).
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Im Fall von RP? erhalten wir also den zelluldren Kettenkomplex

Co(RP?) < C1(RP?) 2 Co(RP?)

Hier ist Cyx(RP?) & @;cp, (rp2)Z die direkte Summe iiber soviele Kopien von
Z = Hy(x), wie es k-Zellen gibt, in unserem Fall also jeweils genau Z (oder 0).
Fiir die Differentiale muss man die anklebende Abbildung S*~! — X, _; mit der
Projektion X 1 — Xj_1/(Xp_1—e’) verkniipfen, wobei bei der Projektion alle
Punkte ausserhalb der (j-ten) offenen (k — 1)-Zelle zu einem Punkt identifiziert
werden (der Quotient ist dann automatisch homdomorph zu S¥~1). Bei uns ist
fiir die anklebende Abbildung der 2-Zelle diese Projektion die Identitét. Wir
miissen also nur den Grad der anklebenden Abbildung ¢?: S* — S': z s 22
berechnen. Dieser ist aber 2. Also ist ¢; gegeben durch Multiplikation mit 2.

Fiir das Differential ¢; beachte, dass (nach Konvention) der zu betrachtende
Quotient Xo/0 von Xy = {pt} gegeben ist als Xy II {x} = S°. Die anheftende
Abbildung bildet beide Punkte von S° ab auf den urspriinglich vorhandenen
Punkt pt. Wir miissen also den Grad der Abbildung S° — S° berechnen, die
beide Punkte von S° auf denselben Punkt abbildet. Der Grad dieser Abbildung
ist Null. Damit ergibt sich der zelluldre Kettenkomplex wie behauptet.

Die Homologie des zelluldren Kettenkomplexes (und damit die Homologie
von RP?) ergibt sich nun als

Ho(RP?*) =7, H,(RP?) =7/2, Hp(RP*) =0 firk>2.

6.3 Produkte von CW-Komplexen

6.31 Satz. Seien X undY CW-Komplexe mit Geriisten X,, und Y, . Mindestens
einer der beiden CW-Kompleze sei endlich, habe also insgesamt nur endlich viele
Zellen.

Dann ist X x Y ein CW-Komplex mit Geriisten

(X xY), = U Xp X Yok
k=0

Die Produkte der k-Zellen von X und q-Zellen von'Y ergeben die (k+ q)-Zellen
von X xXY.

Hierbei verwenden wir, dass D™ ~ [0,1]" = [0,1]¥ x [0, 1]*~* ~ D* x D%,
Entsprechend erhdlt man fiir den Rand eine Zerlegung S*~' ~ S*~1 x D"~k uy

X Sn—k—l'

Die anklebenden Abbildungen ergeben sich wie folgt; wir haben push-outs

g (X)x Q7™ (Y)UQi(X)xg; (Y)
szo H(i,j)EIk(X)XInfk(Y) Skil X ank @] Dk X Snikil - (X X Y)n—l

l !

B QY (X)x QT (Y)
0o 1 jyer, (X)x 1, _p(v) D* x D*F (X X Y)n.
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Hier ist ¢¥(X): S¥=1 — X1 die anheftende Abbildung der i-ten k-Zelle von
X, und Q¥(X): D¥ — X die charakteristische Abbildung der i-ten k-Zelle von
X (und entsprechend firY ).

Proof. Man sieht sofort, dass das push-out tatséchlich die Punktmenge (X xY),,
definiert. Ausserdem kann man direkt iiberpriifen, dass die push-out Topologie
mit der Produkttopologie iibereinstimmt, falls einer der beiden CW-Komplexe
endlich ist. In diesem Fall checked man ausserdem, dass die Produkttopologie
auf X x Y mit der Kolimestopologie der (X x Y),, iibereinstimmt. O

6.32 Bemerkung. Falls sowohl X als auch Y unendliche CW-Komplexe sind,
ist die in Satz B.3]] beschriebene CW-Topologie auf X x Y nicht notwendiger-
weise gleich der Produkttopologie. Die Identitéit ist allerdings eine stetige Ab-
bildung (X x Y)W — X x Y. Diese Abbildung induziert einen Isomorphismus
in singuldrer Homologie.

6.33 Beispiel. Der 2-Torus T? = S' x 5! wird ein CW-Komplex mit einer Null-
Zell (entspricht dem Produkt der beiden Null-Zellen in den beiden Faktoren),
zwei 1-Zellen und einer 2-Zelle. Man erhilt X; = S' Vv S und Randabbilung
80,1] x [0,1] — ST v SL.

6.34 Definition. Seien A, B abelsche Gruppen (also Moduln iiber dem kom-
mutativen Ring Z). Das Tensorprodukt A ®z B ist eine abelsche Gruppe A ® B
zusammen mit einer Z-bilinearen Abbildung ¢: A x B — A® B welche folgende
universelle Eigenschaft hat:

Fiir jede bilineare Abbildung v: A x B — Z gibt es genau eine lineare
Abbildung I': A® B — Z, so dass folgendes Diagramm kommutiert:

AxB—L =7

| 7
A ®7 B.
Wir bezeichnen ¢(a,b) =a® b fura € A, b € B.

Falls f: A — A’ und g: B — B’ Homomorphismen sind, definiere f®g¢g: A®
B — A’ ® B’ mittels der universellen Eigenschaft fiir folgendes Diagramm:

AxB L9, axp

s e
f®g ’ /
ARy B ———— A" ' ®y B'.
6.35 Satz. Tensorprodukte existieren und sind eindeutig bis auf Isomorphie.

6.36 Beispiel. AQ;Z =2 A, (A®B)®C = (AC)®(B®C(C), A®QzB = BRzA,

. N 0 P#4q
fiir p,q € Z prim gilt Z/pF @ Z/¢' =< 7 ) .
p,q € Z prim gilt Z/p /q T
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6.37 Definition. Seinen (C.,c,) und (D, d,) Kettenkomplexe. Wir definieren
das Tensorprodukt dieser Kettenkomplexe (C'® D) als den Kettenkomplex mit

(C® D)y = @rezCr ® Dy
Das Differential ist gegeben als Summe der Abbildungen

(c@d)nlorop, , = @idp,_, +(=1)*ide, @dp_g.

6.38 Lemma. Mit Definition [6.57 ergibt sich (¢ ® d)p—1 0 (¢ ® d), = 0, wir
haben also tatsdichlich einen Kettenkomplex definiert.

Proof. Man muss die Aussage nur fiir die Einschrinkungen auf Cp ® D, _g
nachpriifen. Hierfiir gilt
(c®@d)n-10(c®d)nlcroD, s
= (c®@d)p_10 (e ®@idp, , +(—1)*idc, ®d,_r)
= (ch_1 ®@idp, , +(=1)*ide, , @dp_i) o @idp,
+ (=1)*(er ®idp,_,_, +(-1)*ide, ®dn_k_1) 0 idc, @dn_
= (ko1 0cr) @id+H(—1)f ey @dyp + (—1)Fer @ dpg +1d @(dp—g—1 0 dpt)
=0.

O

6.39 Satz. Seinen X,Y endliche CW-Komplexe. Dann gilt fir den zelluldren
Kettenkomplex (berechnet mittels singulirer Homologie)

CeM(X x Y) = CeM(X) @ Ce(Y).

Proof. Wir wissen, dass C;e”(X) & Dier,(x)Z, und Cge”(Y) e Djer, ()%,
wobei I,(X) die Menge der p-Zellen von X indiziert, I,(Y’) die Menge der g-
Zellen von Y.

Insbesondere

(CN(X) e MY 2 ol (D D e ( D 2).

I (X) In—x(Y)

Weiter gilt Co'(X xY) 2 @) (xuy)Z = Pi—o P, (x)x1,_, (v) L Dies
stimmt mit obigem Ausdruck iiberein, da Z® Z = Z, und da das Tensorprodukt
distributiv gegeniiber direkten Summen ist.

Zur Berechnung der Differentiale muss man nun noch die sich aus den an-
klebenden Abbildungen der Produktzellen ergebenden Abbildungsgrade iiber-
priifen. O

6.40 Beispiel. Sei X = S', Y = S2. Wihle CW-Struktur auf S” mit genau
einer Null-und einer n-Zelle und keinen weiteren Zellen (wie gewdhnlich). Dann
sehen die zelluldren Kettenkomplexe wie folgt aus:

c.(8Yh: z=0%7=c
Ci(S*: Z=Cy—0=C —Z=C.
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Das Differential fiir S* muss Null sein, da H;(S!) & Z.
Folglich erhélt man als Tensorprodukt der Kettenkomplexe:

C.(S'x8Y): z=CLz=0%72=0,%7=C,.

Hier sind alle Differentiale Null, da auch alle Differentiale in den Faktor Ket-
tenkomplexen Null sind. Fiir die Homologie erhéilt man also:

7, 0<k<3

0, sonst.

)

Hk(Sl X 52) = {

6.41 Beispiel. X =Y = RP2. Wir benutzen die CW-Struktur mit genau einer
Zelle in Dimensionen 0, 1 und 2 und keinen weiteren Zellen. Man erhélt also
nach Beispiel p.30 den zelluldren Kettenkomplex

G=2%c=2%C=1
Fiir das Tensorprodukt erhélt man folglich
00

(3) Gy

Co=7-257207Z-2" 706707

(389, 5 ¢
2002/ 77 27
Hieraus berechnet sich nun direkt die Homologie als
Z, falls k =0
Z/207/2, fallsk=1
Hy(RP? x RP?) = { L2 @ Z[2 falls
7/2, falls k = 2,3
0, sonst.

6.42 Bemerkung. Beachte insbesondere, dass im allgemeinen nicht gilt:

Hy(X xY) = P H(X) @z Hoi(Y).
k=0

7 Homologie und Kohomologie mit Koeffizien-
ten

7.1 Frage. Gegeben sei ein Raum X. Z.B. um seine Homologie zu berechnen,
ist es interessant, CW-Komplexe Y zu finden, die homotopiedquivalent zu X
sind. Ein Ziel ist es, solch ein Y zu finden, das moglichst einfach ist. Z.B. stellt
man sich die Aufgabe, Y zu finden von moglichst kleiner Dimension. Dabei ist
die Dimension eines CW-Komplexes Y mit Gertisten Y,, das kleinste n, so dass
Y, =Y (oder oo, falls kein solches n existiert).

7.2 Beispiel. e D" ~ {x}, ist also homotopiediquivalent zu einem Null-
dimensionalen CW-Komplex.
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e S" ist ein n-dimensionaler CW-Komplex. Da H,,(S™) = Z, aber H,(Y) =
H,(Y,—1) = 0 (nach Lemma B.27) falls dim(Y) < n — 1 und folglich
Y =Y, _1, ist ™ nicht homotop zu einem CW-Komplex der Dimension
<n.

e RP? ist ein zwei-dimensionaler CW-Komplex. Leider gilt Hy(RP?) = 0,
so dass man mit diesem einfachen Argument nicht zeigen kann, dass es
keinen 1-dimensionalen Komplex geben kann, der homotopiedquivalent zu
RP? ist. Dies kann man mit Homologie mit Koeffizienten in Z/27Z zeigen.

7.3 Definition. Sei (C,,¢,) ein Kettenkomplex, R eine abelsche Gruppe. De-
finiere die Homologie von C, mit R-Koeffizienten als

Hk(C’*,R) = HK(C* Rz R, ce ® idR),

also als Homologie des Kettenkomplexes C, ®yz R.
Definiere die Kohomologie von C, mit Koeffizienten in R als

H*(Homgz(C,, R), Hom(c,,idRg)),

also als Kohomologie des Kokettenkomplexes, dessen k-te Kettengruppe die Ho-
momorphismengruppe Homy(C,, R) ist, mit Differential

Homy(Ck, R) — Homy(Cy11, R): @ — « o cg.

Beachte: ein Kokettenkomplex ist dasselbe wie ein Kettenkomplex, nur das die
Differentiale den Grad erhohen. Die k-te Kohomologie ist entsprechend definiert
wie Homologie als Kern des aus der k-ten Gruppe heraus abbildenden Differen-
tial modulo des in diese Gruppe hinein abbildenden Differentials.

7.4 Definition. Sei (X, A) ein Paar von topologischen Rdumen. Die singuliire
Homologie oder Kohomologie von (X, A) mit Koeffizienten in der abelschen
Gruppe R ist definiert als

Hy(X, A; R) := Hy(C59(X,A) @ R)
H*(X, A; R) := H*(Hom(C:™9(X, A), R)).

Entsprechend definiert man zelluldre (Ko)Homologie mit Koeffizienten in R fiir
ein CW-Paar mittels des zelluldren Kettenkomplexes.

7.5 Definition. Eine Kohomologie ist eine Sequenz von kontravarianten Funk-
toren

k. TOP? — ABEL

mit natiirlichen Randabbildungen 6" : h"(A) — h"T1(X, A), die alle Axiome fiir
eine Homologietheorie mit umgedrehten Pfeilen erfiillt.

7.6 Satz. Singulire (Ko)Homologie mit Koeffizienten in R ist eine gewéhnliche
(Ko)Homologietheorie mit Ho(x; R) = R bzw. H(%; R) = R.

Singuldre und zelluldre Homologie mit Koeffizienten in R stimmen tberein,
genauso singuldre und zellulire Kohomologie mit Koeffizienten in R.
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Proof. Die Beweise folgen den Beweisen der entsprechenden Aussagen mit R =
Z, die wir explizit durchgefiihrt haben. ]

7.7 Beispiel. Wir berechnen Hy(RP?,7Z/2). Fiir den zelluléiren Kettenkomplex
erhielten wir (nach Beispiel 5.30)

c,=2%72%7=0,.
Tensorieren mit Z/2 liefert
7223 7/2% 72

Beachte, dass die Abbildung Z/2 — Z/2: a — 2a die Nullabbildung ist. Folglich
erhélt man
772, falls0<k<2
Hy(RP2%72)2) =  &/% falls 0k <
0k sonst.

7.8 Bemerkung. Beachte insbesondere, dass im allgemeinen nicht gilt

Hi(X; R) & Hy(X) ®z R.

7.9 Satz. Sei R ein Korper (nicht nur eine abelsche Gruppe) (oder allgemeiner
ein beliebiger Ring). DAnn wird A ®z R ein R-Vektorraum (oder allgemeiner
ein R-Rechtsmodul) durch die Festlegung (a @ ) - ro := a ® (rro). Fir jeden
Gruppenhomomorphismus f: A — B wird f ® idg: A ®; R — B ®z R eine
R-lineare Abbildung (oder allgemeiner ein R-Modulhomomorphismus).

Insbesondere sind fiir (Cy, cs) die Gruppen ker(cp ® idg) und im(cgy1 ®idg)
und folglich auch Hy(Cy; R) R-Vektorrdume (oder allgemeiner R-Moduln).

Entsprechende Aussagen gelten fir Homy(A, R) und somit auch fir die Ko-
homologiegruppen H*(Hom(C\, R)). Hier ist die Skalarmultiplikation definiert
durch (¢ -r)(x) := ¢(x) - r fir ¢ € Homz(A,R), r € R und a € A.

7.10 Beispiel. Fiir einen Raum X ist Hy(X;Q) ein Q- und H*(X;Z/2) ein
Z/2-Vektorraum.

Durch die Verwendung geeigneter Koeflizienten erhélt man also Homologie-
und Kohomologiegruppen mit mehr algebraischer Struktur, mit denen man
gef. leichter umgehen kann.

7.1 FEuler Charakteristik

7.11 Definition. Sei K ein Kérper und C, ein Kettenkomplex von K Vektor-
rdaumen, also Cy ein K-Vektorraum fiir jedes k, und c¢g: Cp — Ci_1 eine K-
lineare Abbildung. Sei C, weiter endlich, d.h. dimg (P, ., Cr) < oo. Letzteres
heisst natiirlich, dass jedes C} endlich dimensional ist, und nur endlich viele von
{0} verschieden.

Die Fuler-Charakteristik des Kettenkomplexes C, ist definiert als

Xx(Cy) :== Z(—l)k dim Cy.

keZ
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7.12 Definition. Sei X ein endlicher CW-Komplex (das heisst mit insgesamt
nur endlich vielen Zellen). Definiere seine Fuler-Charakteristik

oo

X(X) = x(CeM(X) @2.Q) = Y (—1)* | L]

k=0

Hier indiziert I}, wie iiblich die Menge der k-Zellen, d.h. |I;| ist gerade die Anzahl
der k-Zellen.

Beachte, dass man hier Q durch jeden beliebigen anderen Korper ersetzen
konnte.

7.13 Beispiel. o X(S™") =1+ (-1)"
e x(CP")=n+1

0, n ungerade

o \(RP") = {

1, n gerade.

7.14 Bemerkung. Beachte, dass dies Definition [T der Eulercharakteristik
fiir endliche Polyeder verallgemeinert, da jedes Polyeder die Struktur eines CW-
Komplexes trigt, so dass die k-Simplizes gerade die k-Zellen werden (ein nicht-
entartetes k-Simplex ist homoéomorph zu S*).

Wir wollen nun (endlich) zeigen, dass die Euler-Charakteristik eine Homéo-
morphie Invariante ist, indem wir zeigen, dass man sie aus der Homologie be-
rechnen kann.

Zunichst zeigen wir die algebraische Version dieses Satzes:

7.15 Satz. Sei K ein Korper und C, ein endlicher Kettenkomplex von K-
Vektorrdumen. Dann gilt

X(C) =) (=1)* dim Hy(C.).

keZ

Proof. Wir kénnen (durch Umbenennen der Indizes) annehmen dass Cj, = 0 fiir
k < 0. Ausserdem gilt Cy = 0 fiir £ > n (fiir geeignetes n). Wir beweisen den
Satz per Induktion nach n.

Induktionsanfang n = 0: Wir haben einen Kettenkomplex — 0 — Cy — 0 —.
Es folgt sofort Hy(C.) = Cj, so dass die Formeln identisch sind.

Induktionsschritt. Sei - 0 — Cyy1 — C,, — -+ — Cy — 0 — ein Ket-
tenkomplex. Definiere einen Kettenkomplex C'* durch C‘k = (C, fir k < n
und C, = 0 fiir k > n + 1. Dann gilt H,(C.) = Hy(C,) fir k& < n. Bs
gilt allerdings H, (C.) = ker(¢,), man hat also eine Projektion auf H,(C,) =
ker(cy,)/im(cn41) und erhélt somit eine exakte Sequenz von K-Vektorrdumen

0 — im(cpy1) — Ho(Cy) — Hy(C,) — 0. (7.16)
Nach Induktionsvoraussetzung gilt

k=0
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Wir wollen nun die Dimensionsformel (Lemma [/-1§) auf Gleichung (["16) anwen-
den. Dazu miissen wir noch im(c,41) berechnen. Hierfiir ergibt sich die exakte
Sequenz (da H,4+1(Cy) = ker(cpt1))

0— Hpy1(Cy) — Cpy1 — im(cpy1) — 0. (7.17)
Aus Gleichung ([.16) und ([-I7) und Lemma [{.I§ folgt also

dim Cp 41 = dim H,, 1 (Cy) + dim H,(C,) — dim H,,(C,).

Somit
n+1 ~
X(C.) = (~1)Fdim Cp = x(C.) + (1) dim(Cpaa)
k=0

3

= (=1)*dim H(C,)+ (1) (dim H,41(C,) +dim H,(C,) —dim H,(C.))

= (—=1)kdim Hy(C,) + (=1)"dim H,(C,) + (=1)"* dim H,,,1(C,)

— (—=1)™dim H,(C.) + (—1)" dim H,(C.).

O

7.18 Lemma. Sei 0 — A — B L C — 0 cine exakte Sequenz von K-
Vektorraumen. Dann gilt

dim(B) = dim(A) + dim(C).
Proof. Es gilt im(f) = C und ker(f) = A. Die Aussage folgt also aus der

Dimensionsformel der linearen Algebra. O

7.19 Satz. Seien X,Y endliche CW-Komplexe. Dann gilt
(1) x(X) = 3™ dimg Hy(X, Q).
(2) X =Y = x(X)=x(Y)
(3) X(X x Y) = x(X) - x(Y).

(4) Seii: Xog — X1 die Inklusion eines Unterkomplexs und f: Xo — Xo eine
zelluldre Abbildung, wobei Xo, X1, Xo endliche CW-Komplexe sind. Sei X

definiert als pushout von Xo L Xo AN X1. Dann gilt
X(X) = x(X1) + x(X2) — x(Xo)-

Proof. Der erste Punkt folgt sofort aus dem vorherigen Satz. Daraus folgt dann
die zweite Aussage, da singulire und zellulire Homologie mit rationalen Koef-
fizienten isomorph sind, aber singulire Homologie (auch mit rationalen Koeffi-
zienten) eine Homotopieinvariante ist.
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Fiir die Zellen von X x Y gilt |[,(X x Y)| = 37, [Ix(X) x [,_(Y)|. Dar-
aus folgt einfach die Produktformel, Details siehe Ubung.

Das pushout von X L Xy = X ist unter den gemachten Voraussetzun-

gen ein CW-Komplex mit n-Geriist X(™ gegeben durch das pushout XZ(”) xil
xm 4, X" Beim Ankleben von Zellen beachte man, dass man zunschst
alle n-Zellen von X5 an das (n — 1)-Geriist anklebt, dann die noch fehlen-
den n-Zellen von X;, d.h. alle n-Zellen, die nicht im Unterkomplex X, ent-
halten sind (deren Bild in X, ist ja bereits vorhanden). Es folgt |I,(X)| =
|15, (X2)| + |In(X1)| — [In(X0)|, woraus wiederum die Behauptung folgt. O

7.20 Korollar. Die Euler-Charakteristik eines endlichen Polyeders (oder all-
gemeiner eines endlichen CW-Komplexes) ist eine Homdomorphieinvariante,
hingt also micht von der gewdhlten Zellzerlegung ab (da es sich bei der Euler-
Charakteristik ja sogar um eine Homotopieinvariante handelt).

7.21 Satz. Sei M eine kompakte glatte Mannigfaltigkeit mit kompakter glatter
Untermannigfaltigkeit N. Dann kann man eine CW-Struktur fiir M finden, so
dass N ein Unterkomplez ist.

Entsprechendes gilt, falls M eine kompakte glatte Mannigfaltigkeit mit Rand
N ist.

Proof. Wir fithren den Beweis hier nicht. Dies kann man z.B. mittels Morse-
Theorie zeigen. O

7.2 Lefschetz-Zahlen

FEine der einfachsten Invarianten zur Untersuchung von Réumen ist die Euler-
Charakteristik. Thre Definition basiert auf dem Dimensionsbegriff. Wir wol-
len nun eine entsprechend einfache Invariante fiir Abbildungen einfiihren, die
Lefschetz-Zahl. Hier werden wir die Spur einer linearen Abbildung einsetzen.

7.22 Definition. Sei K ein Korper und V ein endlich dimensionaler K Vek-
torraum. Fiir einen linearen Endomorphismus (Selbstabbildung) f: V. — V
definieren wir die Spur auf folgende Weise: sei ey, ..., e, eine Basis von V, und
f(ei) =>_; aijej. Dann definiere

Spur(f) := Za“ e K.
i=1

7.23 Lemma. Die Spur hat folgende aus der linearen Algebra wohlbekannten
Eigenschaften:

(1) Die Spur ist wohldefiniert, hingt also nicht von der Basis e; ab, die zur
Definition verwendet wurde.

(2) Die Spur ist eine lineare Abbildung Homg (V,V) — K.
(8) Fiir f{:V — W und g: W — V gilt Spur(fg) = Spur(fg).
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(4) Sei folgendes Diagramm kommutativ mit exakten Zeilen

0 U Vv 2w 0
bl b
0 U Vv 2w 0.

Dann gilt Spur(g) = Spur(f) + Spur(h).

Proof. Wir wollen die letzte Aussage beweisen. Ergénze eine Basis eq, .. ., e, von
U zu einer Basis ey, ..., e, von V. Dann bilden die Vektoren p(eg41),...,p(en)
eine Basis von W. Sei f reprisentiert durch die Matrix A beziiglich ey, ..., e,
und h représentiert durch die Matrix B beziiglich der Basis p(ex+1), ..., p(en).
Die zu f gehorige Matrix ist dann ( 5 B) und die Aussage folgt. O

7.24 Definition. Sei C, ein endlich dimensionaler Kettenkomplex von K-
Vektorrdumen, K ein Korper und fi: C. — C, eine ( K-lineare) Kettenab-
bildung. Setze

S (1) Spur(f).

k=—o0

7.25 Satz. Sei C,, D, endlich dimensionale Kettenkomplexe von K - Vektorriu-
men. Sei f: Cy — Dy und g.: Dy — C, (K-lineare) Kettenabbildungen. Dann
gilt

(1) L(ide) = x(C).
(2) Falls C, = D, ist L(f) = ez (—1)* Spur(Hy(f): Hi(Cy) — Hi(C.)).

(3) L(fg) = L(gf).

Proof. L(id¢) = x(C.) folgt sofort aus Spur(idy ) = dim(V) fiir jeden endlichen
Vektorraum V', was wiederum eine direkte Konsequenz der Definition der Spur
ist.

Die Berechnung der Lefschetzzahl mittels Homologie ist ganz dhnlich der
entsprechenden Berechnung fiir die Eulercharakteristik in Satz [.15. Wir neh-
men also wieder an dass C, = 0 fiir ¥ < 0 und Cy, = 0 fiir £ > n (kann man
durch “verschieben der Indizes” erreichen), und beweisen den Satz per Indukti-
on nach diesem n. Der Induktionsanfang n = 0 ist klar, da dann C, und H,.(C)
iibereinstimmen.

Fiir den Induktionsschritt fiihren wir wieder den abgeschnittenen Ketten-
komplex C, ein, mit Cj, = Cy fir k < n und Cj, = 0 fir £ > n + 1. Dann
gilt H,(C,) = Hk(C' ) fiir k < n. BEs gilt allerdings H,(C.) = ker(c,,), man hat
also eine Projektion auf H, (C) = ker(cy,)/im(c,+1) und erhélt somit folgendes
Diagramm K-Vektorrdumen mit exakten Zeilen:

0 —— im(¢py1) —— Hp(C,) —— H,(C,) —— 0

lf\m%l) lH"( » lHn(f) (7.26)

0 —— im(¢pp1) —— H,p(C,) —— H,(C,) —— 0,



Skript zur Vorlesung ,, Topologie I* 68

wobei H,(f) die von f aus H,(C,) induzierte Abbildung sein soll, wihrend
H,(f) die auf H,(C,) induzierte Abbildung ist. Dieses Diagramm ist kommu-
tativ. Wegen Lemma [[-2Z3 erhélt man also

Spur(H,(f)) = Spur(flim(e, 1)) + Spur(Hy, (f))- (7.27)

Nach Induktionsvoraussetzung gilt

n n

Z( * Spur( i) = Z Spuer(f).

k=0 k=0

Fiir k < n gilt ja Hy(f) = Hp(f), und (7-27) bestimmt H, (f). Wir miissen
noch Spur(flim(e,_,)) berechnen. Hierfiir ergibt sich das Diagramm mit exakten
Zeilen (da Hp41(Cy) = ker(cn41))

0 —— Hppi(Ch) —— Cppy —— im(eppa) —— 0

J/Hn(f) J/fn«#l J/flit)](c,l+1) (728)

0 —— Hpt1(Cy) —— Cpy1 —— im(cpy1) —— 0.

Aus den Gleichungen ([:26),([-27), (F-28) und Lemma [7.23 folgt also
Spur f, 11 = Spur H,, 1 (f.) + Spur H,(f) — Spur H,(f.).

Somit
n+1 ~
L(f) =Y _(=1)*Spur(fi) = L(f.) + (=1)" " Spur(fos1)
k=0

(—1)* Spur Hy,(f) + (=1)" " (Spur Hy41 (f) + Spur Hy, (f) — Spur Hy(f))

I
NE

ES
I

0

n—1

Z V¥ Spur Hy (f.) + (=1)" Spur Hy, (f.) + (=1)" "' Spur H,, 11 (f.)

— (=1)" Spur Hy(f.) + (=1)" Spur Hy (f.).
Die Eigenschaft L(fg) folgt wieder direkt aus der entsprechenden Eigen-
schaft der Spur. O

7.29 Definition. Sei X ein endlicher CW-Komplex und f: X — X eine zel-
luldre Selbstabbildung. Definiere

L(f) = L(C3(f) @idg: (X)) @ Q= C(X) ® Q) €Q,

d.h. L(f) ist die Lefschetzzahl der von f induzierten Abbildung auf dem ratio-
nalen zelluldren Kettenkomplex.

7.30 Satz. Sei X ein endlicher CW-Komplex und f,g: X — X ein zellulire
Abbildungen. Es gilt

(1) L(f) e Z
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(2) L(f) = S X (—1)F Spur(Hy (f): Hy(X;Q) — Hy(X;Q)).

(8) Sei hier f: X =Y und g: Y — X zelluldre Abbildungen zwischen endli-
chen CW-Komplezen. Dann gilt L(fg) = L(gf).

(4) L(idx) = x(X).
(5) Falls f ~ g, dann gilt L(f) = L(g).

(6) Sei i: Xg — X die Einbettung eines Unterkomplezes eines endlichen
CW-Komplezes und g: Xo — Xo eine zelluldre Abbzldung in einen endli-

chen CW-Komplex. Sei X das pushout von Xo L Xo 5 X1.G: X9 — X
und J: X1 — X sollen die zugehdrigen Abbildungen ins pushout bezeich-
nen. Seien fi: Xy — X (k=0,1,2) und f: X — X zelluldre Abbildung
so dass Jify = fJi, Gfe = fg, Jf1 = fJ. Dann gilt

L(f) = L(f1) + L(f2) — L(fo)-

Proof. Die zweite, dritte und vierte Aussage folgen direkt aus Satz [[.25. Man
kann also die Lefschetzzahl aus der auf der Homologie induzierten Abbildung
berechnen. Falls f ~ g gilt H.(f) = H.(g), also auch L(f) = L(g).

Um zu sehen, dass L(f) € Z (a priori handelt es sich ja nur um eine rationale

Zahl) beachte, dass
Ocell @ 7.

i€ly,

Der Endomorphismus Cy,(f): Cfl(X) — C¢e(X) iibersetzt sich also zu einem
Homomorphismus P,c;, Z — D,y Z. Jeder solche Homomorphismus ist ge-
geben durch Multiplikation mit einer Matrix (a;;) mit a;; € Z fir alle ¢,j € I.

Wir miissen nun den rationalen zelluliren Kettenkomplex betrachten, also
Ci'(X) ® Q = @ic;, Z®Q = D¢y, Q Der zugehsrige Endomorphismus
Ci(f) ® idg wird in dieser von der Basis der freien abelschen Gruppe (durch
die Zellen gegeben) herkommenden Basis durch genau dieselbe Matrix (a;;)
beschrieben. Insbesondere gilt fiir die Spur: Spur(Cy (f) ®1idg) = >-,¢;, @i € Z.

Fiir die letzte Aussage muss man nachpriifen, dass man folgendes kommutati-
ve Diagramm mit exakten Zeilen fiir die zelluldren Kettenkomplexe des pushouts
erhélt:

Z*

0 C:el;(XO) Ccell( 1) g; Cgell(Xz) (J+ =Gx) Cfel’i(X) 0
? ? . ?
y(fo)s y Vv (fg)* Vi
cell ot cell cell (Jx =Gx) cell
0 Ceell(Xo) Ceell (X)) @ CLel (Xy) cell(X) ——— 0

Jetzt muss man nur noch Lemma [Z2Z3 und die Definition der Lefschetzzahl
anwenden. O

7.31 Definition. Sei f: X — X eine stetige Selbstabbildung eines endli-
chen CW-Komplexes. Sei g eine zu f homotope zelluldre Abbildung. Definiere
L(f) := L(g). Wegen des vorausgehenden Satzes ist die so definierte Lefschetz-
zahl wohldefiniert, denn wenn auch ¢’ ~ f dann gilt ¢’ ~ g.
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7.32 Satz. Sei X ein endlicher CW-Komplez, f: X — X stetig. Falls L(f) #
0, dann hat f einen Fizpunkt, d.h. es gibt © € X mit f(x) = x. Aquivalent, falls
f keinen Fizpunkt hat, gilt L(f) = 0.

7.33 Korollar. Sei X ein endlicher CW-Komplex mit Hy(X; Q) = Hy(x;Q),
also Hy(X;Q) = Q, Hr(X;Q) =0 fiir k # 0. Dies ist z.B. dann der Fall, wenn
X zusammenziehbar, also X ~ * ist.

Sei f: X — X stetig. Dann hat f einen Fizpunkt.

Proof. Da Hyp(X;Q) = Q, ist X zusammenhingend. Jede stetige Abbildung
induziert deshalb auf Hy die Identitét. (Dies folgt wie die entsprechende Aussage
fiir Ho(X) mit ganzzahligen Koeffizienten in Lemma f.11]). In der homologischen
Formel fiir Lefschetzzahl von f gibt es deshalb nur einen Summanden, und
dieser ist L(f) = Spur(idg) = 1. Wegen Satz [:39 hat f mindestens einen
Fixpunkt. O

7.34 Bemerkung. In Korollar [[333 ist wichtig, dass X ein endlicher CW-
Komplex (also kompakt) ist. Ansonsten betrachte man X = R, sicher zusam-
menziehbar, und f: R — R eine Verschiebung, die natiirlich keinen Fixpunkt
hat.

Beweisidee zu Satz [7.33. Sei zunédchst X ein endiches Polyeder. Zur Erinnerung:
das heisst, dass X € R, und X ist die Vereinigung von endlich vielen geome-
trischen Simplizes (also konvexen affinen Linearkombinationen von Ecken des
Simplex).

Wir nehmen nun an, dass f keinen Fixpunkt hat, also f(z) # « fiir alle
x € X. Da X kompakt ist, existiert ¢ > 0 so dass d(f(x),x) > € fiir alle z € X.

Durch Unterteilen der Simplizes des Polyeders X kann man nun erreichen,
dass d(f(0),0) > € > 0 fiir jedes der (neuen, kleineren) Simplizes von X. Nun
findet man, nachdem man ggf. X weiter in kleinere Simplizes unterteilt hat, eine
zu f homotope und zelluliire Abbildung, die zudem (in der sup-Norm), sehr nahe
an f liegt. Dies kann man so einrichten, dass fiir die zelluldre Abbildung, die wir
der Einfachheit halber wieder f nennen wollen, weiterhin gilt d(f(c),0) > €” >
0. Wir behaupten nun, dass fiir eine solche zelluldre Abbildung notwendigerweise
L(f) = 0 ist. Dies folgt aus Lemma [[.36, wo die von f auf dem zelluldren
Kettenkomplex induzierte Abbildung genau berechnet wird. Nach Wahl von
pushouts ist diese gegeben durch eine Matrix (a;;), und im Beweis von Satz [(.30
haben wir beobachtet, dass in die Lefschetzzahl genau die Diagonalelemente a;;
eingehen, die ja nach Lemma [[-3d in unserer Situation alle Null sind, also auch
L(f)=o.

Fiir einen allgemeinen endlichen CW-Komplex kann man das “Unterteilen”
kaum prézise machen. Stattdessen verwenden wir (ohne es hier zu beweisen),
dass jeder CW-Komplex von einem Polyeder “dominiert” wird:

7.35 Satz. Sei X ein endlicher CW-Komplex. Dann gibt es ein endliches Poly-
eder K und eine Inklusion i: X — K, sowie eine Retraktion (stetige Abbildung)
r: K » X, sodassroi=1idx.
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Fiir die Berechnung der Lefschetzzahl betrachte nun die Selbstabbildung
ifr: K — K. Dann gilt

L(ifr) = (=1)*Spur(Hy(ifr)) = Y (=1)* Spur(Hy(i) o Hy(f) o Hx(r))
= (=1)*Spur(Hy(f) o Hi(r) o Hy(i)) = Y _(=1)* Spur(He(f)) = L(f).

Hier verwenden wir die Spureigenschaft Spur(AB) = Spur(BA) sowie Funkto-
rialitit von Homologie. Nach Voraussetzung ist L(f) # 0. Nach der Konstruk-
tion fiir Polyeder hat also ¢fr einen Fixpunkt x € K. Dann gilt fir fx € X:

flrz) = (ri)o fr(x) =roifr(z) = ra,

also ist rx ein Fixpunkt von f. O

7.36 Lemma. Sei f: X — Y eine zelluldre Abbildung zwischen zwei CW-
Komplezen. Seien q;: S¥~1 — Xj._1 und Q;: D* — X, die anheftenden bzw. die
charakteristischen Abbildungen der Zell i € Iy, von X (d.h. man wihlt geeignete
pushouts). Entsprechend p;: S*~1 — Yj,_1 und P;: D* — Y.

Diese Wahl von pushouts liefert Isomorphismen Cg(X) = Dicr.(x)Z

o

und C{U(Y) — ®,cr,(v) Z- Die induzierte Abbildung f. wird dann durch eine

Matriz (a;;) mit a;; € Z beschrieben, die dadurch definiert ist, dass folgendes
Diagramm kommutiert:

cell
GE(X) T O

|= |=

(aij)
®i€Ik(X)Z JEIL(Y) Z.

Zur Berechnung des Eintrags a;; betrachte folgendes Diagramm.:

(D*, S+=1) {Qun) (Xky Xp—1) . (Vi Yi_1)
(Vi, i — €2)
(DF/Sk=1 %) (@) (Yie/ Vi, — €5, %)
<;,*> 2 <;,*>

Der Matrizeintrag a;; ist gegeben durch den Abbildungsgrad von ¢;;, was so
definiert wird, dass obiges Diagramm kommutiert.

Falls das Bild unter f der Zelle i in X das Innere der Zelle j in'Y nicht
trifft, liest man dem Diagramm ab, dass ¢;; die konstante Abbildung auf den
Basispunkt ist. Insbesondere ist dann ihr Abbildungsgrad Null, also a;; = 0.
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Proof. Es handelt sich hier um eine “Diagrammjagd”, unter Beriicksichtigung
der Definition der Isomorphismen C{(X) = @Z. Die Details entsprechen
denen der Berechnung der Differentiale im zelluldren Kettenkomplex als Abbil-
dungsgrade in Lemma B.23, sind sogar eher einfacher. O

Den Lefschetz-Fixpunktsatz auf die Identitdt anzuwenden, scheint nicht gar
zu viel Sinn zu machen, da hier jeder Punkt Fixpunkt ist. Andererseits ist
attraktiv, dass L(idx) = x(X). Der Satz macht aber doch Sinn in folgender
Form: falls x(X) # 0, hat jede Abbildung, die homotop zur Identitéit ist, einen
Fixpunkt.

7.3 Lefschetzzahlen und glatte Mannigfaltigkeiten
Der Stoff dieses Abschnitts wurde nicht in der Vorlesung behandelt.

8 Produkte auf Kohomologie und Homologie

In diesem Abschnitt werden wir sehen, warum Kohomologie eingefiihrt wird
(und in der Praxis sogar viel hiiufiger verwendet wird als Homologie). Einer der
Griinde ist, dass man relativ einfach auf der Kohomologie mehr algebraische
Struktur definieren kann: es handelt sich um einen Ring (man hat also ein
Produkt mit geeigneten Eigenschaften).

Zur Erinnerung: in der de Rham Kohomologie glatter Mannigfaltigkeiten
induziert das Dach-Produkt von Differentialformen ein Produkt HY,(M) x
HiL(M) — HYY(M). Eine solche Konstruktion wollen wir fiir singuléire Koho-
mologie, und damit fiir beliebige Rdume durchfiihren.

8.1 Kreuzprodukt (dusseres Produkt)

Zunichst definieren wir allerdings, was einfacher geht, ein dusseres Produkt,

was die Homologie zweier Rdume mit der Homologie des Produkts der Rédume

verbindet (diese dussere Produkt existiert fiir Homologie und Kohomologie).
Wir starten mit einem algebraischen Lemma.

8.1 Lemma. Seien C, und D, Kettenkomplexe. Dann induziert die kanonische
Abbildung zum Tensorprodukt C, x D, — C, ® D, eine “Produkt”-Abbildung

Hy(C) x Hy(D) — Hpi4(C @ D).

Diese Abbildung ist bilinear, induziert also wieder (wegen der universellen Ei-
genschaft) eine Abbildung

H,(C)® Hy(D) — p+q(c ® D).

Ausserdem sind die Abbildungen wvertrdiglich mit den von Kettenabbildungen
f:C. —C.,g9:D, - D, und fg: C®D — C'"® D' auf Homologic in-
duzierten Abbildungen.

Proof. Sei x € Cp, y € Dy mit ¢(z) = 0 und d(y) = 0. Sei ¢ die Randabbildung
in C' ® D. Dann gilt

dzey)=cr)@y+r®dy) =0,
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also wird der Kern der Differentiale auf den Kern des Differentials abgebildet.
Wir miissen jetzt noch zeigen, dass die Homologieklasse des Bildes (also des
Tensorprodukts) unabhingig ist von der Wahl der Repriisentanten. Sei dazu
' € Cp_1,y € Dy_1. Es gilt

(z+c@))@y+dy)) =r@y+zedy)+c) @ y+dy))
=r @y =+ (c(v) @y’ £ @d(y))+
>

(c(@) @ (y+dy)) £z -@dy+dy)))
=0

=r@y+i(rey)+i@ @ @y+dy))).

Vertréglichkeit mit Kettenabbildungen ist tautologisch auf dem Niveau des Ket-
tenkomplexes (so ist ja gerade f ® g definiert), ergibt sich also automatisch auch
beim Ubergang zu Homologie, da man nur Vertreter betrachten muss. Die Be-
hauptung folgt. O

8.2 Bemerkung. Produktabbildungen sind (in der Regel) bilinear. Man kann
sie also immer aufgefasst denken einmal auf dem Kreuzprodukt der Fakto-
ren, oder auf dem Tensorprodukt der Faktoren. Wir werden, ohne es weiter
zu erwdhnen, oft beide Varianten benutzen, so wie es im Lemma Bl explizit
dargestellt ist.

8.3 Korollar. Seien X undY endliche CW-Kompleze. Es gibt ein natirliches
Kreuzprodukt

< HEM(X) @ HM(Y) — Hil(X @Y),

induziert vom (natirlichen) Isomorphismus von Kettenkomplezen CU(X) @
Ceell(Y) — Ccell(X x Y).

Dieses Korollar iibertréagt sich nicht sofort auf singuldre Homologie, da der
singuldre Kettenkomplex von X x Y in der Regel nicht mit dem Tensorprodukt
der einzelnen singuldren Kettenkomplexe iibereinstimmt. Das ist aber auch gar
nicht nétig, da wir das ganze ja nur auf Homologie haben wollen. Folgender Satz
ist also sehr niitzlich:

8.4 Satz. FEilenberg-Zilber
Fiir beliebige Riume X,Y gibt es eine natirliche Kettenhomotopie

x: CSn9(X) @ C5n9(Y) — C5M9(X x V).

Proof. Der Beweis dieses Satzes ist technisch schwer, verliert sich aber in sehr
vielen Einzelheiten. Wir wollen daher nur die Idee zur Konstruktion der Ket-
tenabbildung x angeben.

Dazu muss man o: A? — X und p: Delta? — Y eine singulire (p+ ¢q)-Kette
von X x Y zuordnen. Man wiirde dem Paar natiirlich gerne die Abbildung
o X p: Delta? x A? — X x Y zuordnen. Dies ist allerdings kein singulérer
(p+ q)-Simplex von X x Y, da AP x A? nicht das Standard-(p + ¢)-Simplex ist.
Genau das gleiche Problem mussten wir beim Beweis der Homotopieinvarianz
von singuldrer Homologie 16sen, dort war einer der Faktoren das Einheitsinterval
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(also ein 1-Simplex). Die Idee ist, A? x A? in (p + ¢)-Simplizes zu unterteilen,
also geeignete Abbildungen f;: APT9 — AP x AP zu finden, so dass man o ® u
die Summe

Zi(ax/‘)ofi3Apﬂ]ii%Aprqix_‘gXXY

zuordnet, und damit eine Kettenabbildung, genauer sogar eine Kettenhomoto-
piediquivalenz definiert.

Es ist klar, dass jede solche Definition natiirlich ist, also mit Abbildungen
f: X - X', g:Y — Y’ undder zugehérigen fxg: X xY — X’ xY’ vertriglich
ist. U

8.5 Korollar. Man hat ein natiirliches dusseres Produkt

X HE™(X) @ HE™(Y) — H)9(X xY).
Proof. Verkniipfe das nach Lemma Bl immer gegebene Produkt in die Homo-
logie von C{"(X) @ C{"?(Y') mit dem von einer Eilenberg-Zilber Abbildung
auf Homologie induzierten Isomorphismus nach H,.(X x Y). O

8.6 Bemerkung. Indem man die Konstruktionen dualisiert, kann man ent-
sprechend &ussere Produkte auf Kohomologie konstruieren, also

x: HP(X)® HI(Y) — HPT(X x Y).

Dies funktioniert sowohl mit zellulédrer als auch mit singulédrer Kohomologie.

8.7 Lemma. Seien X,Y topologische Rdiume bzw. CW-Komplere. Dann gibt
es die Spiegelungsabbildung T: X XY - Y x X: (z,y) — (y, ).

Fiir die dusseren Produkte (in Homologie und Kohomologie, singuldr und
zellulir) gilt nun folgende Version von graduierter Kommutativitit:

T*(a x b) = (—1)PI(b x a) € HP*(Y x X)

(in der (p+ q)-ten (Ko)homologie von X xY ), falls a € HP(X) und b € H1(Y).
Entsprechend fiir Homologie.

Proof. Wir geben nur die Idee fiir zellulire Homologie. In diesem Fall gilt die
entsprechende Formel schon fiir Elemente des zelluldren Kettenkomplexes, was
wir nur fiir die Erzeuger dieser Kettenkomplexe nachrechnen miissen. Nach Wahl
von pushouts sei etwa (Q: DP — X die charakteristische Abbildung einer p-Zelle
von X und P: D9 — Y die charakteristische Abbildung einer g-Zelle von Y.
Diese repriisentieren freie Erzeuger a bzw. b der zelluldren Kettenkomplexe (ge-
nauer gesagt, die induzierte Abbildung Z = H,(DP?,SP~ %) — Hp(X,, X,—1) =
Cf,e”(X) bildet die 1 € Z auf diesen Erzeuger ab).

Das Produkt a x b dieser beiden Elemente der Kettenkomplexe in C’;j_lé(X X

Y) ist reprisentiert durch DPT4¢ %~ DPx D4 P ¥ %Y. Wenn man jetzt mit
T: XxY — Y x X verkniipft, erhilt man einen Représentanten fiir T (axb), das
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Bild unter der von T" auf dem zelluléren Kettenkomplex induzierten Abbildung.
Wir haben folgendes kommutative Diagramm von Abbildungen:

Drra =, ppxpP — 5 X xY
a QxQ

i 5 [

D>*P = . DixpDP — 5 X xY.
[eY PxQ

Hier ist ¢ die Spiegelung von DP x D9, und t die zugehérige Selbstabbildung
von DP*4, Hierbei ist wichtig, dass die Hom6omorphismen « ein fiir alle mal
festgelegt sind (deswegen kann man den Homdomorphismus # nicht einfach durch
die Identitét ersetzen). Wir sehen, dass T, (axb) = deg(f)bxa, wobei deg(t) € £1
die durch ¢ auf Hy,(DP*4, SPT471) = Z induzierte Abbildung ist. Hierfiir kann
man zeigen, dass man (—1)P? erhilt. O

8.2 Cup-Produkt

Wir wollen uns nicht weiter mit dem dusseren Produkt beschiéiftigen, sondern das
innere Produkt auf Kohomologie einfiithren. Dies kann man recht einfach mittels
des #usseren Produktes tun, wir werden danach aber auch eine vollkommen
explizite Konstruktion durchfiihren.

8.8 Definition. Fiir einen Raum X definiere das cup-Produkt
U: H?(X)® HY(X) — HPTI(X)
also Komposition
HP(X) ® HI(X) 25 HPHI(X x X) 25 HPHI(X).

Hierbeiist A: X — X x X: z +— (z, z) die Diagonalabbildung. Da Kohomologie
kontravariant ist, kommt man so zuriick zur Kohomologie von X.

Die einzigen immer existierenden Abbildungen X x X — X. die man fiir
ein entsprechendes homologisches Produkt benutzen konnte, sind die Projekti-
onsabbildungen. Diese induzieren aber kein interessantes Produkt, da in einer
Homologieklasse a x b von X x X die Information von a im ersten Faktor kon-
zentriert ist, diejenige von b im zweiten Faktor. Wenn man also auf die ent-
sprechenden Faktoren projeziert, verliert man die Hélfte der interessierenden
Information.

Fiir die explizite Definition des cup-Produkts benutzen wir folgende Defini-
tion:

8.9 Definition. Die Alezander- Whitney Diagonalapprozimation ist gegeben als
A: C39(X) — C39(X) @ C5M9(X): (0 A" = X) = Y f(0) @ by(0).
p=0

Hierbei ist f,(o) die p-dimensionale Vorderseite von o, by(c) die g-dimensionale
Hinterseite, gegeben durch

folo): AP Z2% A 7, X
by(o): AP S50t A 2, X
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Wie iiblich beschreiben wir die Inklusionen AP — A™ A? — A" indem wir
angeben, wie die Ecken, also die Standard-Basisvektoren ey, ..., e, abgebildet
werden. Die Abbildung muss dann affin linear fortgesetzt werden.

8.10 Lemma. Die Alexander-Whitney Diagonalapprozimation ist eine natirli-
che Kettenabbildung.

Proof. Natiirlichkeit folgt sofort aus der Definition. Dass es sich um eine Ket-
tenabbildung handelt, ist eine ldngliche, aber elementare Rechnung, wie wir
schon einige gesehen haben. O

Wir sind nun in der Lage, eine explizite Definition des cup-Produkts auf
singuldrer Kohomologie zu geben. Es sei daran erinnert, dass fiir eine abelsche
Gruppe R C%,,,(X; R) definiert war als Hom(C5™9(X), R). Die Randabbildung
§: CP(X; R) — CP*1(X; R) war gegeben durch dualisieren der Randabbildung
0: Cpy1(X) — CX), d.h. fiir f: Cp(X) — R (ein Element des Kokettenkom-

plexes) ist §f = f o .

8.11 Definition. Ein Ring R ist eine Menge mit zwei Verkniipfungen + und
- (Addition und Multiplikation), wobei R beziiglich + eine abelsche Gruppe
ist (mit neutralem Element 0). Die Multiplikation soll assoziativ sein und die
Distributivgesetze erfiillen.

Falls die Multiplikation kommutativ ist, sprechen wir von einem kommuta-
tiven Ring. Falls 1 € R existiert mit 1-a = a = a - 1 fiir alle a, so heisst R ein
Ring mat 1. Beispiele: Z und Korper.

Ein Modul iiber R ist eine abelsche Gruppe M mit einer Multiplikation
R x M — M, die alle Vektorraumaxiome erfiillt, d.h. distributiv und assoziativ
ist und (falls R eine 1 hat) mit 1-v = v fiir alle v € M. Assoziativ heisst
(rs)v = r(sv) fiir r,s € R, v € M. Genauer handelt es sich um einen Links-R-
Modul.

8.12 Definition. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Fir f € CP(X;r),
g € C1(X;R) setze

fuglo):=feg(EAs) = (=1)""f(fy(0)) - g(bg(0)) € R.

Hier ist o: APT¢ — X ein singuldrer (p + g)-Simplex. E ist ein Vorzeichen-
Operator, eingeschréankt auf C, ® Cy soll er gegeben sein durch Multiplikation
mit (—1)P9.

Beachte, dass wir am Ende das Produkt in R benutzen, diese Definition also
nur fiir Ringe Sinn macht.

8.13 Lemma. Das cup-Produkt auf singuldrer Kohomologie hat folgende Fi-
genschaften:

(1) 6(fug)=(-1)4f)Ug+ fU(dg).
(2) (fUg)Uh=fU(gUh).

(3) Definiere die Kokette ¢ € CO(X; R) durch e(c®: AY — X) := 1 fiir jedes
singulire Null-Simplex o° (also fiir jeden Punkt in X ). Dann gilt

ful=f=1Uf.
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(4) Falls 0f =0 und 6g = 0, gilt
fug—(=1)"gu f € im(9).
(5) Das cup-Produkt ist natirlich, d.h. fir a: Y — X gilt
a*(fug) = (a"f)U(a’g).
(6) Sei A C X. Man kann in kanonischer Weise
C?(X,A; R) = Hom(Cy,(X)/Cy(A), R)

mit einer Untermenge von CP(X;R) identifizieren: es handelt sich ge-
naw um die Homomorphismen f: Cp(X) — R, die auf der Untergruppe
Cp(A) Null sind. Es gilt: falls f € CP(X,A; R), dann ist auch fUg €
CPY4(X, A; R), und entsprechend falls g € C1(X, A; R).

8.14 Satz. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Das cup-Produkt auf sin-
guldrer Kohomologie induziert ein natirlich cup-Produkt

U: H?(X;R) ® HY(X; R) — HP*1(X; R)

mit folgenden FEigenschaften: seinen a € HP(X;R), b € H1(X;R) und ¢ €
H"(X:R).

(1) (aUb)Uc=aU(bUc).
(2) aUb=(-1)P%bUa.
(3) Falls f: Y — X ,s0ist f*(aUb) = (f*a) U (f*D).

(4) aUl = a = 1Ua. Hier ist 1 die von ¢ € C°(X;R) aus Lemma [5.13
reprisentierte Kohomologieklasse.

(5) Sei i: A — X die Inklusion eines Unterraums. Dann gibt es ein cup-
Produkt
U: HY(X,A; R) ® HP(X; R) — HPT(X, A; R).

Folgendes Diagramm ist kommutativ, wobei die horizontalen Abbildungen
die Randabbildungen der langen exakten Paarsequenz sind (bzw. deren
Tensorprodukt mit der identischen Abbildung):

H9(A:R) ® H?(X; R) —— H9"'(X, A;R) ® H?(X;R)
on(id@)i*) l:u

HPt9(A; R) — HPTIHL(X, A; R).

(6) Fallsw € H (Y;R) und v € H*(Y; R) gilt fiir folgende Kohomologieklas-
sen von X X Y:

(axu)U((bxv)=(-1)"(aUb) x (uUv).

Insbesondere gilt (a x 1) U (1 x v) = (a X v).
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8.15 Bemerkung. Sei px: X XY — X: (z,y) — z die Projektion auf X,
und py: X x Y — Y die Projektion auf Y. Dann gilt (a x 1) = p%(a), sowie
(1 x b) = p}-(b). Man kann also das dussere Kreuzprodukt mit Hilfe des cup-
Produkts definieren.

Der Satz zeigt, dass H*(X; R) mittels des cup-Produkts ein assoziativer Ring
mit 1 wird, der ausserdem graduiert kommutativ ist (d.h. kommutativ bis auf
das fest vorgegebene Vorzeichen). Ausserdem sind H*(A; R) und H*(X, A; R)
Moduln iiber diesem Ring (falls b € H*(A; R) und a € H*(X; R) ist aU b :=
(i*a) U b). Die Randabbildung der langen exakten Paarsequenz ist eine Modu-
labbildung.

8.16 Notation. Oft schreibt man statt a U b einfach ab. Insbesondere ist a™
das n-fache cup-Produkt von a mit sich selbst.

Merkregel fiir das Vorzeichen: beim Vertauschen eines Objekts vom Grad p
mit einem Objekt von Grad ¢ erhélt man das Vorzeichen (—1)P?. Beispiele:

e Das cup-Produkt.
e Die Relation zwischen Kreuzprodukt und cup-Produkt.

e Differentiale haben Grad 1 oder —1. So erklért sich das Vorzeichen im
Differential eines Tensorprodukts von Kettenkomplexen (das Differential
muss mit dem ersten Faktor vertauscht werden).

e Bei der Definition des Alexander-Whitney cup-Produkts muss g mit einem
Teil von o vertauscht werden, daher das Vorzeichen (—1)P4.

8.17 Beispiel. Leider ist es, wie bei der singuldren Homologie auch, nicht sehr
einfach, aus der Definition direkt das cup-Produkt zu berechnen. Wir werden
es fiir RP? mit Z/2-Koeffizienten durchfiihren. Hier wissen wir bereits, dass
H¥(RP?;Z/2) = 7Z/2 falls k = 0,1,2, und 0 sonst. Sei a € H'(RP?;Z/2) un-
gleich Null. Wir wollen a?> € H?(RP?,Z/2) bestimmen. Da das nicht-triviale
Element 1 € HY(RP? Z/2) die Eins der Ringstruktur liefert, und alle ande-
ren Produkte aus Dimensionsgriinden Null sind, haben wir mit a? die gesamte
Ringstruktur bestimmt.

Sei f: C; — 7Z/2 ein Reprisentant von a. Es gilt also insbesondere §f = 0.

Sei 0: Al — St = RP? — RP2. Hier gilt 9(c) = 0 (tatsichlich erzeugt
o Hi(RP?)). Wir wollen nun die Tatsache benutzen, dass f(o) = 1 (es wiirde
ausreichen, wenn die Kokette f so gewéhlt werden kann, tatséchlich ist dies aber
automatisch immer der Fall, wenn [f] = a). Sei u: A? — RP? eine Anklebeab-
bildung fiir die 2-Zelle, die die Vorder- und Riickseite genau auf o (also RP!)
abbildet, die fehlende Seitenkante auf einen Punkt. Dann gilt d(u) = 20 — ¢4,
wobei ¢;: Al — RP? die konstante Abbildung auf einen Basispunkt ist. Weiter
ist f1(u) = 0 = b1(0). Aus der Definition erhalten wir nun

)= —flo) flo) =1€Z/2

Sei cg: A% — RP? ebenfalls eine konstante Abbildung. Dann ist d(cz) = ¢; und
f1(02) =C = bl(CQ), fOlghCh fQ(Cg) =0 (da f(Cl) = f(BCQ) = (Sf(CQ) = O)



Skript zur Vorlesung ,, Topologie I* 79

Nimm nun an a? = 0. Das heisst f2 = dg fiir geeignetes g € C*(RP?,7Z/2).
Man erhélt

1= f2(u) = 8g(p) = 9(dp) = 9(20 — ¢1)
=29(0) — g(c1) = g(de2) = dg(ca) = f(ca)
=0€Z/2.

Dies ist ein Widerspruch, also gilt a? # 0.

8.18 Beispiel. Es gilt allgemeiner
HP(RP™,Z/2) = a’Z/2,

wobei a € HY(RP™;Z/2) der Erzeuger.

Ausserdem gilt H2k(CP™) = b*Z, wobei b Erzeuger von H?(CP™).

In beiden Fillen handelt es sich also um “abgeschnittene” Polynomringe in
den “Variablen” a bzw. b, d.h. a®*! = 0 und d**+! = 0.

Um diese Berechnungen durchzufiihren, ist es giinstig, noch etwas mehr
Theorie einzufithren, was wir hier nicht tun werden. In der Praxis wird fast
immer versucht, nicht nur die Homologie, sondern den Kohomologiering (mit
der Produktstruktur) auszurechnen. In der Regel spricht man erst wenn dies
gelungen ist davon, dass die (Ko)homologie berechnet ist.

8.19 Beispiel. H*(S? x $?) kann man mittels des Kreuzprodukts berechnen.
Wir wissen H?(S? x S$?) 2 Z?2, und wir kénnen Erzeuger a x 1 und 1 x b wihlen,
wobei a € H?(S?) ein Erzeuger der zweiten Kohomologie des ersten Faktors ist,
b € H?(S?) entsprechend fiir den zweiten Faktor. Weiter ist H*4(S? x S%) = Z
mit Erzeuger a x b. Weiter ist H°(S? x S?) = Z erzeugt vom Element 1 des
Kohomologierings. Alle anderen Kohomologiegruppen sind Null.

Um die Produktstruktur zu bestimmen, miissen wir also nur noch die Pro-
dukte (a x 1)U (ax1)=(aUa) x (1U1) =0, (a x 1)U (1 xb) =a x b sowie
(Ixb)U(lxb)=(1UL)x (bUb) =0 berechnen.

Beachte, dass a? = 0 = b? aus Dimensionsgriinden.

Wir kénnen diese Rechnungen benutzen, um zu zeigen, dass S? x S2 nicht
homotopiedquivalent zu S?V S?V S* ist, obwohl die Homologiegruppen isomorph
sind. Zur Erinnerung: bei einem Wedge von Sphéren ist die Homologie (und Ko-
homologie), ausser in Dimension Null, die direkte Summe der Homologiegrup-
pen der Summanden, und die Isomorphismen ist gegeben durch die kanonischen
Einbettungen der Summanden, bzw. der Projektionen auf die Summanden. Sei
also p: S? v S$? v §* — S? v §2 die Projektion. Es gilt H*(S? Vv S?) 2 Z ® Z,
aber H*(S% v §%) = 0. Also ist jedes cup-Produkt a Ub € H*(S? v S?) von
Elementen aus a,b € H%(S? v §2) Null. Demzufolge auch p*a U p*b = p*0 = 0.
Da H?(S*) = 0, ist p* ein Isomorphismus auf H2. Also ist das cup-Produkt
zweier beliebiger Elemente aus H2(S? v 52 v $4) Null.

Wire nun f: S? v §?2 v §* — 82 x S? eine Homotopiesiquivalenz, so wire
0+# f*((ax1)U(1xDd)) (da f* Iso auf Kohomologie), aber andererseits f*(a x
1)U f*(1x b) = 0 (als Produkt von Elementen aus H?(S5?V S?V §%)). Also kann
es f nicht geben.
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8.3 Cap-Produkt

Es gibt noch weitere Produkte auf Homologie und Kohomologie. Zwar ist das
cup-Produkt das wichtigste, da es als einziges eine Ringstruktur induziert. Die
anderen Produkte werden aber durchaus auch benutzt. Das jetzt zu definierende
cap-Produkt ist ein Produkt N: H?(X;R) x Hy(X; R) — Hq—p(X; R).

Wir definieren es zunéichst auf den simplizialen (Ko)kettenkomplexen:

8.20 Definition. Sei X ein topologischer Raum. Definiere

N: Cling(X) ® G (X) — G279 (X)

f®o— (1@ f)EAc = fr(o) - f(bp(o)) - (—1)P".

Hier sind f, und b, die Vorder- und Riickseitenhomomorphismen. E ist ein Vor-
zeichenoperator, eingeschrénkt auf C, ® C; ist er gegeben durch Multiplikation
mit (—1)P9.
Sei allgemeiner R ein kommutativer Ring mit 1. Die selben Formeln liefern
uns auch cap-Produkte
n: Cc*

sing

Nn: CP

sing

Nn: CP

sing

(X; R) @ Cp¥ (X5 R) — (X3 R)

(X)® C579(X; R) — C™9(X; R)

(X;R) ® C51(X) — C™9(X; R)

Hierbei benutzen wir die kanonischen Isomorphismen RQ R = R = RQ7Z =
Z® R.

8.21 Lemma. Das cap-Produkt hat folgende Figenschaften:
(1) 9(f no) = (=1)P*(3f) (o) + (=1)* f N (90).

(2) eNo = o. Hierbei ist e € C°(X) die Kokette, die jeden singuliren Null-
Simplex x € X auf 1 abbildet.

(8) Fallsr =0 dann E(fNo) = f(o)

(4) (fug)no=fn(gUo)
(5) Das cap-Produkt ist natirlich: falls w: X —'Y dann gilt

ux((u”f)No) = f 0 (uo).
Hier ist o € Cpyr (Y5 R), f € CP(X;R).

Proof. Wir wollen die Formel fiir die Differentiale beweisen. Dabei verwenden
wir, dass die Alexander-Whitney Diagonalapproximation A: Cy(X) — C(X)®
C.(X) eine Kettenabbildung ist. Beachte zunichst, dass folgendes Diagramm
kommutativ ist:

c,00, 2L, c,oR —— C,

la®1 la@n la
Cor®Cy 2L, 0 1@ R —— €y
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Als ni#chstes wollen wir den Einfluss des Vorzeichenoperators E betrachten.
Auf C, @ Cp, gilt (0®1)o E = (—1)P7(0 ® 1). Andererseits ist dort E o (0 ®
1) = (-1) PO ®1) (da (0@ 1)(C; ® Cp) C Cyuq @ Cp). Insgesamt also
Eo(0®1)=(-1)P(0® 1) o E. Entsprechend Fo (1®9) = (-1)4(1®0)o E
(alles eingeschrankt auf Cy ® Cp).

Nun berechnen wir (wir benutzen das Symbol dg = 0 ® 1 £ 1 ® 0 fiir das
Differential im Tensorprodukt C, ® C.)

(fno)=001x f)EA(0)
=1 O 1EA(0) = (-1’1 f)E@©1)A(0)
—1)P1 e fE@s — (-1)*(1
-1 e f)EA(9s) - (-1)P(1 & f)(1
~1)Pf N (00) + (-1)PT (1@
= (=1)Pf N (o) + (=1)P*1(5f) N
Hier benutzen wir auch, dass nach Definition §f = f o 0.

Exemplarisch zeigen wir jetzt noch, dass eNo = o. Per Definition ist eNo =
(=1)%9f,(0)e(bo(c)). Da o € Cy, gilt f,(0) = 0. Weiter ist by(c) ein singulirer
Null-Simplex, also per Definition €(bg(c)) = 0. Die Formel folgt.

Entsprechend kann man die anderen Identitéiten direkt nachrechnen. Il

I
/\/\/—\/\

Aus dem Lemma ergibt sich direkt der folgende Satz.
8.22 Satz. Das cap-Produkt induziert eine cap-Produkt Paarung
NHP(X) x Hpyq(X) — Hg(X).

Falls R ein kommutativer Ring mit 1, gilt entsprechendes auch mit Koeffizienten
in R. Dieses cap-Produkt hat folgende Eigenschaften:

(1) 1Nna=a
(2) an(fna)=(aUpf)Na
(3) Es ist natiirlich.
8.23 Definition. Sei X ein Raum. Die Augmentation e: Hy(X;R) — R ist
induziert vom Kozykel ¢: Co(X) @ R — R: o' @7 +— 7.
€ ist ein Isomorphismus, falls X wegzusammenhéngend ist.

8.24 Definition. Das cap-Produkt und die Augmentation definieren zusammen
die Kronecker-Paarung

(-,-): HP(X; R) ® Hy(X) 5 Ho(X; R) 5 R.
Dies kann man auch auffassen als Homomorphismus
HP(X;R) —» Hom(Hy(X),R): a v (a— (o, a)).
Entsprechendes geht auch fiir andere Kombinationen von Koeffizienten.

Es stellt sich wieder die Frage, wann dies ein Isomorphismus ist, und wenn
nicht, was Kern und Kokern sind (der Kokern ist der Quotient des Zielraums
durch das Bild, ist also ein Mass dafiir, wieweit die Abbildung nicht surjektiv
ist).
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9 Universelle Koeffiziententheoreme

Wir wollen in diesem Kapitel zeigen, wie man Homologie und Kohomologie
mit Koeffizienten fiir einen Raum X zur Homologie mit Koeffizienten in Z in
Beziehung setzen kann. Tatséchlich kann man die allgemeineren Homologie- und
Kohomologiegruppen vollstdndig aus der Z-Homologie berechnen.

Beachte, dass die Kettenkomplexe fiir Kohomologie und allgemeine Koeffizi-
enten auf rein algebraische Weise aus dem singulidren Kettenkomplex gewonnen
wurden. Wir werden daher auf rein algebraische Weise die gewiinschte Bezie-
hung herstellen kénnen. Um das zu tun, ben6tigen wir einige Vorbereitung in
homologischer Algebra. Dies werden wir etwas allgemeiner durchfiihren, als fiir
unsere Zwecke notig ist, da die benotigte Algebra auch an anderen Stellen oft
auftaucht.

Zunichst eine Erinnerung;:

9.1 Definition. Ein Ring R ist eine Menge mit zwei Verkniipfungen + und
- (Addition und Multiplikation), wobei R beziiglich + eine abelsche Gruppe
ist (mit neutralem Element 0). Die Multiplikation soll assoziativ sein und die
Distributivgesetze erfiillen.

Falls die Multiplikation kommutativ ist, sprechen wir von einem kommutati-
ven Ring. Falls 1 € R existiert mit 1-a = a = a-1 fiir alle a, so heisst R ein Ring
mit 1. Beispiele: Z und Korper. Wir werden im folgenden immer voraussetzen,
dass jeder Ring eine 1 hat.

Ein Links-Modul iiber R ist eine abelsche Gruppe M mit einer Multiplikation
R x M — M, die alle Vektorraumaxiome erfiillt, d.h. distributiv und assoziativ
ist und (falls R eine 1 hat) mit 1-v = v fiir alle v € M. Assoziativ heisst
(rs)v=r(sv) fir r,s € R,v e M.

Bei eine Rechts-R-Modul hat man eine Multiplikation M x R — R mit
v(rs) = (vr)s. Beachte, dass dies fiir einen nicht-kommutativen Ring nicht das-
selbe ist wie ein Linksmodul, wohl aber fiir kommutative Ringe.

Das Tensorprodukt iiber R eines Rechts-R-Moduls M mit einem Links-R-
modul N ist eine abelsche Gruppe M ®pz N mit einer bilinearen Abbildung
¢: M x N - M ®gr N, welche ¢(mr,n) = ¢(m,rn) erfiillt, und die folgende
universelle Figenschaft hat:

fiir jede bilineare Abbildung f: M x N — X, welche zusitzlich f(mr,n) =
flm,rn) fir alle m € M, r € R und n € N erfiillt, existiert genau ein Grup-
penhomomorphismus F: M @ g N — X, so dass f = F o ¢.

Fiir zwei Links- R-Moduln M, N ist die Gruppe Homp (M, N) definiert als die
Gruppe aller R-Modulhomomorphismen, d.h. aller Homomorphismen, welche
mit der R-Multiplikation vertréglich sind. Entsprechend fiir R-Rechtsmoduln.

9.2 Bemerkung. Wir werden im folgenden einige Aussagen fiir allgemeine
Ringe und Moduln machen. Wir werden alles aber in der Regel nur fiir R = Z
oder fiir R einen Korper brauchen. Dann sind die Moduln genau die abelschen
Gruppen (im Fall R = Z), oder die R-Vektorrdume.

9.3 Lemma. Sei A 5 B — C 20 eine exakte Sequenz von R-Rechtsmoduln.
Sei M ein R-Linksmodul. Dann ist die Sequenz

Aor M LE2S Bor M 2L Cor M —0 (9.4)
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exakt. Sei N ein Rechts-R-Modul. Dann ist
0 — Hompg(C, N) — Homg (B, N) — Homg(A, N) (9.5)
exakt.

Proof. Der Modul C' ®@g M ist erzeugt von Elementen ¢ ® m. Da p surjektiv ist,
also auch p ® 1.

Weiter ist (p@1)o (f®1) = (pf®1) =0®1) =0. Sei K := im(f ®
1). Wir haben die induzierte Abbildung p® 1: B ®r M/K — C ®r M. Nach
Homomorphiesatz ist K = ker(p ® 1) (was nur noch zu zeigen bleibt), genau
wenn p ® 1 ein Iso ist. Wir definieren eine Umkehrabbildung indem wir zunéichst
die bilineare Abbildung C x M — B® M /K durch (p(b), m) — (b@m)- K. Falls
p(b) = p(V') existiert wegen Exaktheit a € A mit f(a) = b — V. Demzufolge ist
b@m—b ®@m = f(a)®m € K, und somit ist die Abbildung wohldefiniert. Die
universelle Eigenschaft des Tensorprodukts liefert uns C®@ M — B® M /K, und
man sieht auf den reinen Tensoren (als Erzuegern), dass sie ionvers zu p ® 1 ist.

Die Rechnungen fiir (B-5) sind dhnlich, nur leichter. O

Auch wenn A — B injektiv ist, kann man diese exakten Sequenzen nicht
durch die fehlende Null ergéinzen kann (auch fiir R = Z). Dies zeigt das Beispiel

0237 — Z/2 — 0. Nach tensorieren mit Z/2 ist der linke Pfeil Z/2 2, Z)]2
nicht linger injektiv (Multiplikation mit 2 ist die Nullabbildung). Genauso ist

die rechts stehende Abbildung Hom(Z, Z/2) 2, Hom(Z,Z/2) nicht surjektiv (es
gilt Hom(Z,Z/2) = 7Z,/2, und die Abbildung ist wieder die Nullabbildung).

Man beachte, dass wir uns die Sequenz 0 - A — B — C — 0 als Ket-
tenkomplex vorstellen kénnnen, dessen Homologie (wegen Exaktheit) trivial ist.
Nach Anwenden des Tensorprodukts bzw. Hom-Funktors ist die (Ko)homologie
plotzlich nicht mehr Null. Dies ist der Prototyp eines solchen Phénomens, wenn
wir die Beziehung zwischen Homologie vor und nach Tensorieren verstehen wol-
len (bzw. vor und nach Anwenden von Hom).

Die offensichtlich Frage ist: was (anstelle von Null) muss man ergéinzen,
damit die Sequenzen (§.4)) und (9-3) wieder exakt werden. Hierzu benétigen wir
einige weitere Vorbereitungen:

9.6 Definition. Ein Rechts-R-Modul P heisst frei, falls P = @, R fiir irgend-
eine (moglicherweise unendliche) Indexmenge I.

P heisst projektiv, falls fiir jeden Rechts- R-Modul Homomorphismus ¢: P —
M und Surjektion ¢: N — M ein Lift &: P — N existiert, d.h. go ® = ¢.

Es wird nicht verlangt, dass ® eindeutig ist (dies wird in der Regel auch
nicht der Fall sein).

9.7 Lemma. Jeder freie R-Modul ist projektiv.

Proof. Seie; = (---,0,0,1,0,0,---) € @;cr R mit 1 an der Position i. Zu ¢(e;) €
M wihle ein Urbild n; € N (mit ¢(n;) = ¢(e;)). Dies geht, da ¢ surjektiv ist.
Dann definiere ® durch ®(e;) := n;. Dies definiert (wie iiblich) eindeutig
einen Homomorphismus vom freien Modul nach N, der die gewiinschte Eigen-
schaft hat. O

Diese Aussage stimmt im allgemeinen nicht, falls R keine 1 hat.
Der Begriff des projektiven Moduls ist gerade so gemacht, dass er die fiir
uns entscheidende Eigenschaft von freien Moduln erhélt.
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9.8 Beispiel. Sei R ein Koérper. Dann besitzt jeder Modul (als Vektorraum)
eine Basis, ist also frei und insbesondere projektiv.

Falls R = Z, ist ein Modul (eine abelsche Gruppe) genau dann projektiv,
wenn es sich um eine freie abelsche Gruppe handelt. Insbesondere kann man
z.B. die Identitét Z/n — Z/n nicht liften zur Projektion Z — Z/n.

9.9 Definition. Sei M ein Rechts-R-Modul. Eine projektive Aufiésung von M
ist eine exakte Sequenz von Rechts- R-Moduln

=Py P —-Py—>M—0

(nach Links moglicherweise unendlich fortgesetzt), so dass Py projektiv ist fiir
jedes k € N. Entsprechend definiert man freie Auflosung.

Wir werden nun die gesuchten Korrekturterme fiir die Sequenzen (§.4) und
(BH) definieren (und spéter zeigen, dass es sich wirklich um die gewiinschten
Korrekturterme handelt).

9.10 Definition. Sei M ein R-Rechtsmodul und N ein R-Linksmodul. Sei
— P — Py — M eine projektive Auflsung von M (beachte, dass es sich ins-
besondere um einen Kettenkomplex handelt). Tensoriere diesen Kettenkomplex
iiber R mit N, und ersetze den Term M ®pr N durch 0. Wir erhalten einen
Kettenkomplex

_’P2®RM_’P1®RM—>P0®RM—>O,

Definiere Tor’(M, N) := H,(P, ®g N). Sei O ein weiterer Links-R-Modul.
Mittels des Hom-Funktors erhalten wir einen weiteren Kettenkomplex

0— HOHlR(Po,O) — HOIHR(Pl,O) — ...
Definiere Ext’s (M, N) := H"(Hompg(Px, N)).

Wir miissen natiirlich noch zeigen, dass diese Definitionen nicht von der
projektiven Auflésung abhiingen (und das so eine wirklich existiert). Dies leistet
der folgende Hauptsatz der homologischen Algebra.

9.11 Satz. (1) Jeder R-Modul besitzt eine projektive Auflésung P..

(2) Zwei projektive Auflisungen desselben R-Moduls sind homotopiedquiva-
lent.

(3) Allgemeiner: sei N ein weiterer R-Modul. Sei Py eine projektive Auflésung
von M, Q, eine projektive Auflésung von N. Zu jedem R-Modulhomomor-
phismus f: M — N existiert eine Kettenabbildung f.: P, — Q. so dass
f-1 = f. Zwei solche Kettenabbildungen f, und g, sind kettenhomotop.

Proof. Wir konstruieren P, induktiv. Zun#chst brauchen wir einen projektiven
Modul Py mit einer Surjektion Py — M. Wihle Py := ®,,c R, und die Abbil-
dung sende das m entsprechende Basiselement im freien Modul Py auf m.

Induktiv sei bereits P, — P,_1 — --- — Py — M Kkonstruiert, so dass
die Sequenz iiberall ausser an P, exakt ist. D.h. die Abbildung P, — P._1 ist
nicht notwendig injektiv. Konstruiere (wie vorher) einen freien Modul Py 1, der
surjektiv auf den Kern abbildet.



Skript zur Vorlesung ,, Topologie I* 85

Aussage (2) folgt aus Aussage (3): wende (3) an auf id: M — M, wobei auf
der einen Seite die projektive Auflésung P, und auf der anderen Seite @), benutzt
wird. Wir erhalten Kettenabbildung f.: P. — Q. und (die Rollen vertauschend)
gx: Qs — Pi. Dann ist f, 0 g.: Q. — Q. eine Kettenabbildung, deren (—1)-
Term idy; ist. Natiirlich hat id,: Q. — Q. die gleiche Eigenschaft. Wider nach
(3) sind also fy o g« und id, kettenhomotop. Entsprechend fiir g. o f., so dass
g+ und f, tatséchlich zueinander inverse Kettenhomotopiedquivalenzen sind.

Es bleibt noch, (3) zu zeigen. Seien py: Py — Py—1 und gi: Qr — Qr—1 die
Differentiale. Setze P_1 := M, P_y := 0 fiir k > 1.

Wir werden per Induktion die Kettenhomotopie zwischen f, und g, konstru-
ieren. Die Konstruktion von f, selber geht analog. Zur Erinnerung: solch eine
Kettenhomotopie ist eine Folge von Homomorphismen hy: P* — Qp41, so dass
fr — 9 = qr+1hx + hr—1qx. Setze als Induktionsanfang h_j := 0 fir £k > 0.
Dann ist in negativen Graden alles 0.K. Wenn h; bereits fiir j < k& definiert ist,
miissen wir also zu a = fr — gk — hi—1qr: Pr — @ einen Lift hy: P, — Qpt1
konstruieren (bzgl. der Abbildung gx41: Qr+1 — Q). Das ist genau die Eigen-
schaft von Projektivitit, falls das Bild von a im Bild von gx41 liegt. Da Q.
exakt ist, ist im(gx11) = ker(gx). Wir miissen also nur zeigen dass g o a = 0.
Nun gilt

gr o= (fr—1 — Gr—1) © Pr — qrhr—1Pk
= hg—2pr—1pr = 0.

Der Lift hj existiert wegen der Projektivitdt von Pj. ]

Die Kettenhomotopiedquivalenzen induzieren Kettenhomotopiedquivalenzen
auf den Kettenkomplexen, die man nach anwenden von ® oder Hom erhilt (we-
gen Funktorialitiit). Folglich sind Tor und Ext wohldefiniert. Wir sehen ausser-
dem, dass es sich bei Tor und Ext selbst um Funktoren handelt (jede Abbildung
f: A — B induziert eine Abbildung zwischen den projektiven Auflésungen, die-
se ist eindeutig bis auf Homotopie, liefert also eine eindeutige Abbildung auf der
Homologie (auch nach Anwendung von ® oder Hom)).

9.12 Bemerkung. Wir haben im Beweis nicht benutzt, dass Qj projektiv
ist, sondern nur, dass @, exakt ist. Man kann die Aussage also entsprechend
abschwéchen.

9.13 Lemma. Seien M, N R-Moduln. Dann gilt
Torf(M,N) = M @ N, Ext% (M, N) = Homp (M, N).

Proof. Die exakte Sequenz P, — Py — M — 0 einer projektiven Auflésung
liefert nach Lemma P-3 eine exakte Sequenz

P N > Py®r N > M ®r N — 0

Wenn wir den rechten Term weglassen, bleibt als Null-te Homologie also gerade
M ®gr N fiibrig.
Entsprechend beweist man die zweite Identitét. O
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9.14 Lemma. Sei P projektiv. Dann gibt es eine Auslosung 0 — P — P — 0.
Folglich ist Tori!(P,N) = 0 = Ext% (P, N) fiir k > 0.

Dies gilt insbesondere fiir jeden Modul (also Vektorraum) iber einem Korper,
und fir jede freie abelsche Gruppe (falls R =17).

9.15 Lemma. Seien A, B abelsche Gruppen (also Z-Moduln). Dann gilt
(1) Tory(A, B) = 0 = Ext*(A, B) fiir k > 1.
(2) Tory(Z/n,A) ={a € A | na=0}
(3) Ext’(Z/n,A) = A/nA.
(4) Insbesondere Tori(Z/n,Z/m) = Ext"(Z/n,Z/m) = Z/n @ Z/m = Z/d,
wobei d = ggT'(m,n).

Proof. Jede Untergruppe einer freien Gruppe ist frei. Folglich hat A eine freie
Auflésung 0 — Fy; — Fy — p — A, wobei F| = ker(p).

Fiir Z/n erhélt man die Auflésung 0 — Z = Z — Z/n — 0. Nach Ten-
sorieren oder Anwenden des Hom-Funktors erhilt man genau die behauptete
Homologie. ]

9.16 Satz. Sei 0 - A — B — C — 0 exakte Sequenz von R-Moduln, M
weiterer R-Modul. Dann hat man lange exakte Sequenzen

— Tor¥(C, M) — Torf*(A, M) — Torf(B, M) —
Torf(C,M) =A@ M - BM - C@M — 0

— Tor¥ (M, C) — Torf(M, A) — Torl(M, B) —
Torf(M,C) = M®A—-M&B—M®C —0

— Ext(C, M) «— Extf(A, M) — Ext?(B, M) «
Extf(C, M) « Hom(A, M) «— Hom(B, M) « Hom(C, M) « 0

— Exti(M,C) — Extf(M, A) — Ext¥(M, B) —
Ext{{(M,C) — Hom(M, A) — Hom(M, B) — Hom(M,C) — 0

Proof. Konstruiere zunéichst induktiv eine exakte Sequenz von freien Auflésun-
gen 0 — F, - G, — H, — 0, mit F_y = A, usw., und mit Gy, = Fy @ Hy,
ghnlich, wie wir vorher die freie Auflésung konstruiert hatten. Da G, = Fi. ® Hy,
bleiben diese Sequenzen nach tensorieren mit M, sowie nach Anwenden des
Hom-Funktors exakt. Wir erhalten also, wenn wir (Ko)homologie nehmen, die
erste und die dritte lange exakte Sequenz unserer Liste. Ansosnten wihle eine
freie Auflosung F, von M. Da alle Fj, frei sind, erhélt man nach Tensorieren eine
kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen 0 — FL,®A — F,QB — F,C — 0
(und entsprechend fiir Hom). Die zugehorigen langen exakten Sequenzen sind
die fehlenden in unserer Liste. O



Skript zur Vorlesung ,, Topologie I* 87

Wir wollen nun die entwickelten Werkzeuge benutzen, um Kohomologie und
Homologie mit Koeffizienten R aus der Homologie mit Koeffizienten Z zu be-
rechnen.

Dies tun wir zunédchst ganz algebraisch:

9.17 Satz. Algebraische universelles Koeffiziententheorem.

Sei G eine abelsche Gruppe und C, ein Kettenkomplex von abelschen Gruppen,
und sei Cy, eine freie abelsche Gruppe fir jedes k € Z. Es gibt (in Cy und G
natirliche) exakte Sequenzen

0— H,(C,)®G — H,(C, ® G) S Tor?(H,_1(C,),G) — 0.

0 — Ext}(Hn_1(C.),G) — H"(Hom(C.,G)) 2 Hom(H,(C,),G) — 0.

All diese Sequenzen spalten, d.h. der mittlere Term ist isomorph zur direkten
Summe der dusseren Terme. Diese Spaltung sind allerdings nicht natirlich.
Die Abbildung [ ist gegeben durch die Kronecker Paarung: B([f])([a]) =
B(a). Hier reprisentiere f € Hom(C,,G) eine Kohomologieklasse, und a € C,,
eine Homologieklasse.
Weiter gilt a([a] ® g) = [a® g] mit g € G und a € C,, einem Reprisentanten
der Homologieklasse [a] € H,(Cy).

9.18 Bemerkung. Die Abbildung « ist ein Spezialfall des algebraischen Kreuz-
produkts Hy(Cy) ® H)(D.) — Hy4;(Cx ® D,). Wir miissen dazu G auffassen
als Kettenkomplex D, mit Dy = G und Dy = 0 fiir k& # 0. Beachte, dass dann
Ho(D,.) = G und Hp(D,) = 0 fiir k # 0. Wir werden den Satz bald auch auf
solche Kreuzprodukte verallgemeinern.

Bevor wir den Satz beweisen, wollen wir die offensichtlichen Korollare fiir
die Topologie ziehen.

9.19 Korollar. Sei (X, A) ein paar von Riumen, G eine abelsche Gruppe.
Dann erhdlt man fir singulire (Ko)homologie folgende natiirlichen exakten Se-
quenzen:

0— Hy(X,A)®G — H,(X,A;G) — Tor’(H,_1(X,A),G) — 0

0 — Ext}(H,_1(X,A),G) — H" (X, A;G) — Hom(H,(X, A),G) — 0.

All diese Sequenzen spalten, d.h. der mittlere Term ist isomorph zur direkten
Summe der dusseren Terme. Diese Spaltung sind allerdings nicht natirlich.

Proof. Dies folgt aus Satz §.17, da der singulidre Kettenkomplex frei ist, und aus
der Definition von Homologie und Kohomologie mit Koeffizienten. O

9.20 Beispiel. (1) Fiir jeden topologischen Raum X gilt
H'(X;G) = Hom(H,(X),q),

da Hy(X) immer frei abelsch ist.
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(2) Sei f: X — Y eine Abbildung, so dass f.: H,(X) — H,(Y) fir jedes
n € 7Z ein Isomorphismus ist. Dann folgt wegen Natiirlichkeit und dem
5-er Lemma, dass

for Hy(X;G) — Hp(Y;G); ff HY(Y;G) — HP(X;G)

fiir jedes G Isomorphismen sind.

Sei RP? = D?/ | wobei gegeniiberliegende Punkte auf dem Rand von D? iden-
tifiziert werden. Sei f: RP?2 — D?/S! ~ S§? dadurch gegeben, dass der Rand
auf einen Punkt kollabiert wird. Z.B. das universelle Koefliziententheorem lie-
fert uns Hy(RP?,Z/2) = Z/2 fiir k = 0,1,2 (und 0 sonst), und Hy(S?Z/2) =
Z/2 fur k = 0,2 (und 0 sonst). Fiir die zelluldren Kettenkomplexe haben wir
Co(RP%,7Z/2) = 7Z)2 = C5(S?;Z/2) (sie stimmen also mit der Homologie iibe-
rein). f induziert hier die Identitéit (per Konstruktion ist die auf den zugehéri-
gen Quotientensphéiren zu betrachtende Abbildung, deren Grad wir betrachten
miissen, die Identitédt). Da hier offenbar Cy = Ha, ist Ha(f;Z/2) die Identitét.
Aber es ist sowohl Hi(f;Z) = 0 als auch Hy(f;Z) = 0 (da H1(S?) = 0 und
Hy(RP?) = 0). Es folgt, dass die Spaltung im universellen Koeffiziententheorem
nicht natiirlich sein kann.

Beweis von Satz [FIT:. Sei By, = im(cp1q) C Cp und Z, := ker(c,) C Cp. (Zur
Erinnerung: dass C, ein Kettenkomplex ist, heisst B, C Z,, und man definiert
Hy(Cy) == Zp/By).

Zuniichst betrachte folgende exakte Sequenz:

0—>Zp—>Cpc—p>Bp_1—>O.

Wir wollen jetzt die Tatsache benutzen, dass C, ein freier Kettenkomplex ist.
Es gilt, dass jede Untergruppe einer freien abelschen Gruppe wieder frei abelsch
ist, insbesondere also auch Z, und Bj,_;. Dies bedeutet, dass man einen Spalt
s: By_1 — C, konstruieren kann, also so, dass ¢,0s = idp,_, (man gibt einfach
s auf Basiselementen vor, dann gibt es eine eindeutige Fortsetzung). Dies liefert
einen Isomorphismus C, = Z, ® B,_1, man erhélt also einen weiteren Spalt
t: C, — Z,. Beachte, dass eine spaltende kurze exakte Sequenz nach Anwenden
des Hom- oder des Ext-Funktors in eine kurze exakte Sequenz iibergeht (Ten-
sorprodukt und Hom respektieren direkte Summen). Dies ist die einzige Stelle,
wo die Voraussetzung eingeht, dass der Kettenkomplex aus freien abelschen
Gruppen besteht.

Wie eben erwidhnt, haben wir ausserdem die kurze exakte Sequenz 0 —
B, — Z, — H, — 0, wobei H, allerdings im allgemeinen nicht frei ist.
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Betrachte nun folgendes Diagramm:

0
%
?
0 —— Hom(B,,C) Hom(Cp+1, Q) Ext(Hp—1,G)
? ?
0 «——— Hom(Z,,G) Hom(Chp, G) Hom(Bp-1,G) 0
% %
? ? ?
Hom(H,, Q) Hom(Cp—1,G) Hom(Z,-1,G) 0
%
?
0

Ausser der mittleren vertikalen (hiervon wollen wir ja gerade die Homologie
berechnen) sind alle horizontalen und vertikalen Sequenzen exakt (beachte, dass
ein paar Pfeile fehlen), die mittlere und untere horizontale wegen des Spaltes s,
die anderen wegen Lemma P-3 und Satz P-10.

Diagrammjagd impliziert, dass die Ext-Sequenz existiert und exakt ist. Na-
tiirlichkeit folgt, da Hom und Ext natiirlich sind.
Die gewiinschte Spaltung wird induziert von

Hom(¢,1): Hom(Z,,G) — Hom(C,, G)

(dies ist ein Spalt der mittleren horizontalen Sequenz), der Beweis ist wieder eine
Diagrammjagd. Beachte, dass wir s willkiirlich gewihlt haben, hier ist also a
priori die Natiirlichkeit verletzt. Beispiele zeigen, dass man es auch nicht besser
machen kann.

Fiir die Tor-Sequenz betrachte statt dessen das Diagram

0

l

0 —— B,®G «—— Cp1®G Tor(H,_1,G)

! l

G —— C9G —— B, 198G —— 0

| |

H,®G Co 190G e—— Z, 190G —— 0

Nach Rotieren um 7 geht dieses Diagramm in das vorher betrachtete iiber (nach
Umbenennen). Insbesondere liefert die vorher durchgefiihrte Diagrammjagd ge-
nauso auch die exakte Sequenz mit Tor. U



Skript zur Vorlesung ,, Topologie I* 90

9.1 Kiinneth-Theorem

Dieser Abschnitt wurde in der Vorlesung nicht behandelt

Wie vorhin angedeutet, gibt es eine Verallgemeinerung der Tor-Sequenz auf
Tensorprodukte von 2 Kettenkomplexen. Dies liefert das sogenannte Kiinneth-
Theorem. Wir fangen wieder mit der algebraischen Version an.

9.21 Satz. Algebraisches Kiinneth-Theorem.

Sei R =7, oder sei R ein Kérper. Seien C, und D, freie Kettenkomplexe von
R-Moduln (also freie abelsche Gruppen, oder Vektorriume). Dann gibt es eine
natiirliche exakte Sequenz

PEZL

— @Tor{%(Hp(C*),anp—l(D*)) — 0.
PEL

Diese Sequenz spaltet, allerdings nicht natiirlich.

Proof. Der Beweis untersucht Diagramme, wie vorherigen Satzes. Er ist aller-
dings noch etwas komplizierter. O

9.22 Korollar. (Kiinneth-Theorem):
Seien X und Y zwei topologische Rdaume. Sei R ein Kérper, oder R = 7Z.. Dann
erhdlt man natirliche kurze exakte Sequenzen

0— P H,(X;R) @ H,_(YV; R) — Ho(X x Y3 R)
— P Tor{'(H,(X; R), Hp—p-1(Y; R)) — 0.

Diese spalten, aber nicht auf natiirliche Weise. Beachte, dass fiir einen Kdérper
R Torl'(V,W) = 0, fiir beliebige V, W, da jeder Modul frei ist. In diesem Fall
erhalten wir also einen Kiinneth-Isomorphismus.

9.23 Beispiel. Wir kénnen nun sofort die Homologie von RP? x RP2 nach-
rechnen, und erhalten unser altes Ergebnis (welches wir direkt dem zelluldren
Kettenkomplex abgelesen hatten).

Es gibt noch einige weitere universelle Koeffizienten Sequenzen, und Kiinneth
Sequenzen, die verschiedenste Homologie- und Kohomologiegruppen mit Koef-
fizienten in Bezichung setzen (man kann z.b. auch die Homologie aus der Koho-
mologie berechnen). Manche benétigen zusétzliche Voraussetzungen (z.B. das
Kiinneth-Theorem fiir Kohomologie). Diese sind fiir endliche CW-Komplexe
aber immer erfiillt.

10 Mannigfaltigkeiten und Orientierung

Wir haben jetzt schon einige Beispiele kompakter Mannigfaltigkeiten (ohne
Rand) kennengelernt, und auch ihre Homologie berechnet. Beobachtung: meis-
tens ist Haim(ar) (M) = Z, oder aber (wie bei RP?) Hgim(ary(M) = 0, aber
immer noch Hgim ) (M;7Z/2) = Z/2.
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Das ist kein Zufall, sondern bei Mannigfaltigkeiten immer so. Tatséchlich
handelt es sich um eine der wichtigsten homologischen Eigenschaften von Man-
nigfaltigkeiten, und wir werden dies in diesem Abschnitt genauer untersuchen.
Die entscheidende Eigenschaft (die z.B. auch RP? und S? unterscheidet) ist Ori-
entierbarkeit. Dies kann man homologisch einfiihren (fiir beliebige topologische
Mannigfaltigkeiten), fiir glatte Mannigfaltigkeiten aber auch mittels des Tangen-
tialbiindels. Wir werden uns hier auf den homologischen Zugang beschréinken,
da man damit dann auch die homologischen Eigenschaften herleiten kann.

10.1 Definition. Sei M eine Mannigfaltigkeit der Dimension m. Ausschneidung
impliziert dass fiir jedes x € M H,,(M,M — {z}) & H,,(D™, D™ — {0}) & Z.
Beachte aber, dass diese Isomorphismen nicht kanonisch sind.

Eine homologische Orientierung ist eine Wahl von Erzeugern (p;).cx von
H (M, M — {z}), welche in folgendem Sinne stetig ist:

fiir jedes x € M existiere eine offene Umgebung U von x und

bu € Hm(MaM - U)a

so dass fiir alle y € U die Abbildung (M, M —U) — (M, M — {y}) auf H,, pu
auf 1, abbildet.

10.2 Bemerkung. Dasselbe kann man auch machen fiir Homologie mit Ko-
effizienten in abelschen Gruppen. Interessant ist hier insbesondere G = Z/2.
Beachte, dass H,, (M, M —{0};Z/2) = Z/2, und es gibt nur einen Erzeuger fiir
Z/2. Man muss also oben keine Wahlen treffen, und Insbesondere folgt, dass
jede Mannigfaltigkeit Z/2-orientierbar ist.

10.3 Lemma. R™ ist homologisch orientierbar.

Proof. Wir miissen fiir jeden Punkt v € R™ einen Standard-Erzeuger von
H,,(R™ R™ — {v}) angeben. Wéhle einen Erzeuger ug von H,,(R™, R™ —{0}).
Fiir jedes v € R™ liefert Translation eine eindeutige Abbildung t,: R™ —
R™: z +— x 4 v, die 0 auf v abbildet. Definiere g, := (t,)«(t0)-

Wegen der Homogenitét der Situation geniigt es, Stetigkeit am Punkt 0 zu
beweisen. Ausschneidung und Paarsequenz zeigt, dass die Abbildung (R™, R™ —
D™) — (R™,R™ — {0}) in Homologie einen Isomorphismus induziert. Sei up
das pg entsprechende Element in H,, (R™,R™ — D™). Sei v € D™. Die beiden
Abbildungen i, : (R™ R™ — D™) — (R™,R™ — {v}) (Inklusion) und ¢, o iy sind
homotop. Folglich ist (i)« (1tp) = (tu)«(i0)«(tp) = (tv)«(1t0) = pp. Genau dies
muss man bei unserer Definition von Stetigkeit nachrechnen. O

10.1 Direkte Limiten

Wir sind direkten Limiten schon einmal begegnet (als wir singulédre Homolo-
gie untersucht haben). Jetzt wollen wir das formalisieren, da es im folgenden
bequem (wenn auch nicht unbedingt notwendig) ist, diese zu benutzen. Wir
werden uns etwas einschréanken, und nur direkte Limiten iiber gerichtete Syste-
me betrachten.

10.4 Definition. Eine (Index)menge I ist ein gerichtetes System, falls auf I
eine Teilordnung < existiert (d.h. fiir ¢, 5 € I ist entweder ¢ < j oder j < i oder
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keine Ordnungsrelation definiert, aber falls ¢ < j und j < k dann auch i < k),
so dass fiir je zwei Elemente i,j € I ein Element k € I existiert mit ¢ < k und
j<k.

10.5 Beispiel. Wir werden vor allem zwei Beispiele benutzen:
(1) N oder Z mit der gewdhnlichen Anordnung.

(2) Fiir einen topologischen Raum X und eine Teilmenge A C X die Menge
I aller offenen Umgebungen von A. Die Ordnungsrelation ist enthalten-
Sein: U < V falls V' C U. Dies ist ein gerichtetes System, da fiir offene
Umgebungen U,V von A stets U NV offene Umgebung von A ist mit
UnvcUudUNV cCV.

10.6 Definition. Sei I ein gerichtetes System und (A4;);cr eine Kollektion von
abelschen Gruppen. Falls ¢ < j, sei ein Homomorphismus ¢;;: A; — A; gegeben,
mit ¢)kj o ¢ji = ¢y falls i < i< k.

Der direkte Limes des Systems (A;);cr (zu dem stillschweigend auch die Ho-
momorphismen ¢;; gehoren) ist eine Gruppe A = lim; A; mit Homomorphismen
¢;: A; — A so dass folgende universelle Eigenschaft erfiillt ist:

Wann immer eine Gruppe X und Homomorphismen (;: A; — X vorgegeben
sind, so dass B3;¢;; = §; falls ¢ < j, dann gibt es genau einen Homomorphismus
B: A— X mit B¢; = G; fiir alle i € 1.

10.7 Lemma. Der direkte Limes existiert und ist eindeutig bis aus Isomorphie.
A kann definiert werden als (D, Ai)/ K, wobei die Untergruppe K erzeugt wird
von Elementen ¢;;(x) —x fir alle x € A; und fir allei,j € I (hier identifizieren
wir A; mit seinem Bild in @, A;).

Die vielleicht entscheidende Figenschaft, (die wir auch schon gesehen haben)
18t:

(1) Falls a € A, dann gibt es i € I und a; € A; mit ¢;(a;) = a, d.h. jedes
FElement aus A kommt von einem der A;.

(2) Falls a; € A; und aj € A; mit ¢;(a;) = ¢;(a;), dann existiert k € I
mit k > 1 und k > j, so dass ¢pi(a;) = ¢rj(a;). Also je zwei Elemente,
im im “Unendlichen” gleich werden, stimmen schon nach endlich vielen
Schritten tberein.

10.8 Lemma. Direkter Limes ist ein exakter Funktor.

Sei I ein gerichtetes System, und A;, B; und C; Systeme von abelschen Grup-
pen indiziert durch I. Seien o;: A; — B; und 3;: B; — C; Homomorphismen
gerichteter Systeme (d.h. die offensichtlichen Diagramme kommutieren). Fiir
jedes i € I sei

OHAZ&BliclﬁO

exakt. Dann ist auch die zugehorige Sequenz der direkten Limiten

0— li}nAi — li}nBl- — li}nC’i —0

exakt. Entsprechendes gilt fir lange exakte Sequenzen.
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10.2 Cech Kohomologie
10.9 Definition. Sei X ein topologischer Raum und A C X. Definiere

HY(A) := lim HY(U),

wobei der direkte Limes {iber alle offenen Umgebungen von U gebildet wird.

Wir werden dies insbesondere fiir kompakte Teilmengen K von Mannigfal-
tigkeiten M verwenden. In diesem Fall kann man zeigen, dass H?(K) nur von
K abhéngt (und nicht von M), und dass in vielen Féllen (z.B. wenn K selbst
eine Mannigfaltigkeit oder ein CW-Komplex ist) H(K) = H(K). Wir werden
das nicht brauchen. Wir beobachten nur:

10.10 Beispiel. Falls A C X offen, insbesondere falls A = X, gilt HI(A) =
H ‘1({1).
H? ist ein kontravarianter Funktor fiir Einbettungen.

10.11 Lemma. Sei X eine Mannigfaltigkeit, K1, Ko C X kompakt. Dann erhdlt
man eine lange exakte Mayer-Vietoris Sequenz

— H" Y (K NKy) — H" (K, UKy) — H"(K;) @ H"(K3) — .
Seien Ay D Ay D A3 D -+ und A =, ey Ak Dann gilt

HY(A) = lim HY(Ay) (10.12)

Proof. Die exakte Mayer Vietoris Sequenz haben wir fiir Zerlegungen in offene
Teilmengen immer, also insbesondere fiir offene Umgebungen von K; und K.
Jede offene Umgebung von K7 N K» ist Schnitt einer offenen Umgebung von K3
und von K5. Wegen Lemma [[0-§ erhélt man auch fiir die direkten Limiten, also
H*, eine exakte Sequenz.

Fiir ([0:17) stellt man fest, dass man insgesamt auf beiden Seiten den Limes

iiber die gleiche gerichtete Indexmenge nimmt. O

Diese beiden Eigenschaften sind die entscheidenden, weswegen wir mit H
anstelle von singuldrer Kohomologie arbeiten wollen. Beachte, dass in singulérer
Homologie die Mayer-Vietoris Sequenz nicht fiir beliebige kompakte Mengen
exakt ist.

10.13 Lemma. Sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit und K C M kompakt.
Sei p € Hy(M, M — K). Es gibt eine N-Produkt Paarung

Np: HY(K) — Hyyo(M, M — K).

Proof. Zunéchst muss man iiberpriifen, dass fiir eine offene Umgebung U von
K und fiir 4 € H,,(U,U — K) die Formel fiir das cap-Produkt eine Paarung

Np: HI(U) = Hp—o(U,U — K)

liefert. Per Ausschneidung (funktioniert da K abgeschlossen) gilt aber H..(U, U —
K) =~ H.(M,M — K), und entsprechend in singulirer Kohomologie. Ubergang
zum direkten Limes liefert die Behauptung. ]
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10.14 Satz. Sei M eine kompakte orientierte m-dimensionale Mannigfaltigkeit
ohne Rand. Sei K C M kompakt. Dann gilt:

(1) Hy(M,M — K) =0 fir k> m.

(2) Es gibt genau ein px € Hp (M, M—K) mit (iy)«ptx = pg fir jedes x € K.
Cap-Produkt mit px liefert einen Isomorphismen

N HY(K) — Hp_o(M, M — K).

Zum Beweis dieses Satzes benutzen wir folgendes allgemeine Resultat:

10.15 Lemma. Bootstrap-Lemma.

Sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit und P(K) eine Aussage iber kompakte
Teilmengen K C M. Falls folgende drei Aussagen gelten, gilt P(K) fir jede
kompakte Teilmenge von M :

(K) Falls K ¢ U C M, U offene Teilmenge von M mit ¢: U — R™ ein
Homdomorphismus und ¢(K) konvez, so gilt P(K) (also: P gilt fiir kon-
vexe Teilmenge von euklidischen offenen Teilmengen von M ).

(M) Falls P(K), P(L) und P(K N L) gelten, dann auch P(K UL).

(L) Falls K1 D Ky D -+ und P(K}) fir alle k € N gilt, dann auch fir
P(N Kk).

Proof. Unter den gegebenen Voraussetzungen miissen wir P(K) beweisen fiir
jede kompakte Teilmenge K von M.

1. Schritt: Falls K = K; U---U K, und K; C U sind konvexe Teilmen-
gen einer festen euklidischen Teilmenge U, so kann man induktiv (K) und (M)
anwenden, um P(K) zu beweisen (beachte, dass (K7 U---UK;) N K;4q =
(K1 N K1) U -+ (KN Kpy1), und der Schnitt zweier konvexer Mengen ist
konvex, so dass die Induktionsvoraussetzung hierauf anwendbar ist).

2. Schritt: Sei K kompakte Teilmenge von R™. Wahle, fiir jedes € > 0, eine
endliche Uberdeckung von K durch Bille (also konvexe Mengen) von Radius e
mit Zentrum in K. Sei U, deren Vereinigung. Dann gilt K = (U, (da das Kom-
plement von K offen ist, hat jeder Punkt ausserhalb von K positiven Abstand
von K und kann daher fiir kleine e nicht in U, enthalten sein). Mit (L) folgt also
P(K), falls K C U und U eine euklidische Umgebung in M.

3. Schritt: Wihle nun eine endliche Uberdeckung von M durch euklidische
Bille B; C U; i = 1,...,N. Fiir beliebiges kompaktes K setze Kj := K N B;.
Dann gilt K = K;U- - - K. Nach dem 2. Schritt gilt P(K;), und P(K;,N... K;,).
Wegen (M) gilt daher auch P(K). O

Zum Beweis von Satz [[0.14 miissen wir also nur noch die Bedingungen (K),
(M) und (L) des Bootstrap-Lemmas in unserem Fall beweisen. Wir werden das
Symbol ¢ fiir verschiedene Einbettungen von (Paaren von) Untermengen benut-
zen.

Fiir (K) beachte folgendes kommutative Diagramm:

Hy(D™, 5™ —=— Hy(R™R™ — §(K)) —— Hy(M,M — K)

- ! !

H(D™, Sm1) — = H (R™ R™ — ¢(z)) ——— Hy(M, M — {z}).
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Hier sind die linken horizontalen Pfeile Isomorphismen wegen Homotopieinvari-
anz (hier benutzen wir Konvexitit), die rechten wegen Ausschneidung. Aussage
(1) folgt sofort.

Fiir (2) betrachte zundchst den Fall K = {z}. Wir finden beliebig kleine
zusammenziechbare Umgebungen U von z. Es folgt HP({z}) = HP(U) = 0
fir p # 0. Fiir p = 0, Npy: HO(U) — H,,(U,U — {z}) & H,,(M,M — {z})
bildet 1 ab auf 1 N u, = p, (wir identifizieren die Elemente in verschiedenen
kanonisch isomorphen Gruppen), bildet also Erzeuger von zyklischen Gruppen
ab auf Erzeuger und ist somit ein Isomorphismus.

Fiir konvexes K wihle z € K. (2) folgt aus dem kommutativen Diagramm

Hp({x}) % Hm—p(MvM* {(E})

HY(K) M5, H, (MM - K)

Hier ist pux das Bild von p, unter dem inversen des Iso H,,(M,M — K) —

H,, (M, M —{z}) (daraus folgt, dass das Diagramm kommutiert). Orientierbar-

keit von R™ (also Lemma [0.3) (und Ausschneidung) impliziert, dass py nicht

von z abhéngt. Eine konvexe Menge hat beliebig kleine zusammenziehbare offe-

ne Umgebungen, daher ist die linke horizontale Abbildung ein Isomorphismus.
Fiir (M) betrachte folgende exakte relative Mayer-Vietoris Sequenz:

— Hpy1 (M, M — (KN L)) — Hy(M,M — (KUL)) —
Hy(M,M — K) & Hy(M,M — L) — Hy(M,M — (KN L)) —

Es folgt sofort, dass Hy(M,M — (K UL)) =0 fir k > m.

Fiir & = m beachte, dass Eindeutigkeit von px impliziert, dass i.(px) =
wrnr = i«(pr). Insbesondere wird in der Mayer-Vietoris Sequenz das Tupel
(1x, por) auf iwpug — iy, = 0 abgebildet. Also gibt es ein Urbild pgyr (Urbild
heisst: mit (ix)«pxor = pre und (ig)«pxurn = i), welches wegen der Exakt-
heit der Mayer-Vietoris Sequenz, und da H,,,+1 (M, M — (K NL)) = 0, eindeutig
ist. Natiirlichkeit impliziert (i,)«pxur = pe fir jedes x € K U L.

Natiirlichkeit des cap-Produkts (iibertréigt sich auf Cech-Kohomologie), die
lange exakte Mayer-Vietoris Sequenz fiir Cech-Kohomologie (Lemma [[0.11) und
das 5-er Lemma implizieren, dass Nixor: HP(KUL) — Hy,—p(M, M —(KUL))
ein Isomorphismus ist.

Fiir (L) iiberpriife, dass aus der langen exakten Paarsequenz und Natiirlich-
keit des cap-Produkts folgt, dass man fiir (L) nur zeigen muss, dass singulire
Homologie und Cech-Kohomologie mit direkten Limiten (hier K = () K; und
Un_x, = M — (N K;)) vertréglich ist. Dies haben wir in Lemma [[0.T] und
Satz B63 bewiesen.

10.16 Korollar. Fulls M eine kompakte orientierte zusammenhdngende m-
Mannigfaltigkeit, dann gibt es genau ein [M] € Hp, (M) so dass fiir jedes x € M
gilt: (iz)«[M] = py € Hp (M, M —{z}). Man nennt [M] die Fundamentalklasse
von M. Es gilt Hy, (M) =2 Z, und [M] ist ein Erzeuger von M.

o~

Ausserdem hat man Poincaré-Dualitit N[M]: H* (M) — H,, (M)

Proof. Setze [M] := py. Beachte, dass HY(M) = H°(M) = Z, und der Erzeuger
1 € H°(M) wird abgebildet und N[M] auf [M]. Da dieser Homomorphismus ein
Isomorphismus ist, ist [M] ein Erzeuger von H,,(M). O
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10.17 Korollar. Sei M eine kompakte orientierbare Mannigfaltigkeit ohne
Rand. Falls dim(M) ungerade, gilt fiir die Euler Charakteristik x(M) = 0.

Proof. Es gilt x(M) = >, (—1)™ dim H(M; Q).

Wir beweisen gleich, dass dimg Hy(M; Q) = dimg Hy,—x(M; Q).

Das universelle Koeffiziententheorem impliziert Hy(M,Q) = Hp,(M) @ Q ®
TOTl(kal(M), Q)

Beachte, dass Hy_1(M) eine endlich erzeugte freie Gruppe ist, folglich iso-
morph zu Z§®Z/ny ®Z/n;. Die Definition impliziert dass Tor und Ext mit direk-
ter Summe vertauscht. Lemma §.15 impliziert Tor; (Z, Q) = 0, und Tor(Z/n,Q) =
0, genauso Ext'(Z,Q) = 0 = Ext'(Z/n,Q). Also Tor;(Hy_1(M);Q) = 0 =
Ext'(Hp_1(M), Q).

Wir erhalten also Hy,(M;Q) = Hy(M) ® Q, H*(M;Q) = Hom(Hy(M),Q).
Falls nun, wobei wirdie Klassifikation endlich erzeugter abelscher Gruppen ver-
wenden,

H.(M=Z'oZ/n@®- - & Z/n,,

gilt folglich

Fiir H*(M) liefert das universelle Koeffiziententheorem
H*(M) = Hom(Hy(M),Z) @ Ext*(Hy,_1(M), Z).

Mit unserer Zerlegung von Hy (M) folgt Hom(Hy,(M),Z) = Z'. Ausserdem sind
wegen Lemma P19 die vorkommenden Ext-Gruppen alle endliche Gruppen (ent-
halten also keine freien Summanden), also auch H*(M) = Z'®Z/m,®- - -DZ/m
(mit dem gleichen ).

Wegen Poincaré-Dualitit gilt aber Hy (M) = H™ F(M). Folglich, wegen
Gleichung ([0.18), dimg Hp,—r(M; Q) = dimg Hx(M; Q). O

10.19 Bemerkung. Dieser Satz verallgemeinert sich auf nicht-orientierbare
Mannigfaltigkeiten. Man muss nur Q durch Z/2 ersetzen. Wir haben gesehen,
dass auch fiir den Korper Z/2 und beliebige endliche CW-Komplexe X (wobei
|I;| die Anzahl der k-Zellen ist)

dim X dim X

X(X) = D (=DMl = Y (~1)" dimgyp Hi(X;52/2).

k=0 k=0

Da jede Mannigfaltigkeit kZ/2-orientierbar ist, und sich Poincaré-Dualitét (mit
unverindertem Beweis) auf alle anderen Koeffizienten, insbesondere Z /2, verall-
gemeinern lisst, iibertréigt sich auch der obige Beweis, es gilt also Hy(M;Z/2) =
H™~k(M;7/2). Das universelle Koeffiziententheorem impliziert aber hier

H™ *(M;Z) = Hp_(M; 7).

10.20 Satz. Sei M eine zusammenhdngende m-Mannigfaltigkeit, und entweder
M nicht kompakt, oder M nicht orientierbar. Dann gilt Hy, (M) = 0.

Proof. Man kann den Beweis von Satz [[0.14 auf nicht notwendigerweise ori-
entierbare und auf nicht-kompakte Mannigfaltigkeiten verallgemeinern, wobei
man einen Isomorphismus von H,, (M) zu einer Verallgemeinerung von H°(M)
erhiilt, die unter den Voraussetzungen dieses Satzes Null ist. U
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