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1 DIFFERENZIERBARE MANNIGFALTIGKEITEN 3

1 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Als Vorbereitung der auf Mannigfaltigkeiten definierten Differentialformen soll zunéchst
der Begriff der differenzierbaren Mannigfaltigkeit wiederholt werden. Mit Differen-
zierbarkeit ist hier stets die C°°-Eigenschaft, d.h. die Glattheit, gemeint. Die
Darstellung lehnt sich an [7].

Definition 1.1. Eine (abstrakte) glatte Mannigfaltigkeit ist ein topologischer Raum
M mit den Eigenschaften
1. M ist hausdorffsch: fiir zwei Punkte z,y € M mit x # y gibt es offene Umge-
bungen U, > z,U, 3 y mit U, N U, = 0.
2. Es existiert eine abzéhlbare Teilmenge A C M mit A = M.
zusammen mit einer offenen Uberdeckung {Uy} aea von M und einer Familie {®y}, o5

von Homoéomorphismen @) : U) = Vy C R™ (Karten von M), so dafB fiir alle A\, u
die Komposition
Dyod, 1V, NO\(Uy) — VA CR"

eine C*°-Abbildung zwischen offenen Teilmengen des R™ ist.
Nun erinnere an den Begriff der eingebetteten differenzierbaren Mannigfaltigkeit.

Definition 1.2. Eine eingebettete glatte Mannigfaltigkeit der Dimension n ist eine
Menge M C RY mit den Eigenschaften:
Fiir jedes & € M existiert eine offene Umgebung x € U, C R eine offene Teilmenge
V. € RY und ein C*®-Diffeomorphismus

@, : Uy — Vg,
so dafl mit den Definitionen U, := U, N M und V, := ®(U,) die Menge V,. offene
Teilmenge von R™ x {0} ¢ RY ist.
Die Abbildungen
O, = Py|y, Uy — Vi C RN
heien die Karten oder lokalen Koordinaten von M. Dabei wird U, als Kartengebiet

bezeichnet.

Definition 1.3. Seien ®; : U3 — V4 und &5 : Uy — V5 Karten von M mit
den entsprechenden C*°-Diffeomorphismen ®;, ®3. Dann heifien die eingeschrinkten
Abbildungen

(P—l
®5 0 (I)l_l : (I)l(Ul N UQ) RN Uy NUy & (I)Q(U1 N UQ)
und entsprechend
By0®, By (U NTo) — By(T1 NT)

Kartenwechsel oder Koordinatenwechsel.
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2 Differentialformen

Als Vorarbeit zur Betrachtung von Differentialformen auf einer Mannigfaltigkeit M
werden zunéchst einige Aspekte der multilinearen Algebra beleuchtet: hierzu zéhlen
die alternierenden k-Linearformen auf endlich-dimensionalen Vektorraumen sowie
das sogenannte Dachprodukt A zwischen ihnen, welches die Menge dieser Formen auf
einem Vektorraum zur einer Algebra macht. Desweiteren erlaubt das Dachprodukt
eine explizite Angabe einer Basis, mit deren Hilfe fiir eine beliebige alternierende
Linearform eine eindeutige Darstellung bezliglich dieser Basis angegeben werden
kann. Im Anschluf erfolgt die Einfilhrung des Begriffs der Differentialform, auf den
sich die zuvor erkannten Eigenschaften ohne weiteres iibertragen.

2.1 Alternierende k-Formen auf einem endlichdimensionalen Vek-
torraum

Definition 2.1. Sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum. Eine alternierende
k-Form auf V ist eine Abbildung

w:VF —R
mit folgenden Eigenschaften:

1. w ist k-linear, d.h. linear in jedem Argument.
2. wist alternierend, d.h. fir 1 <i < j <k ist

w(vl, vy Vjy ey Ugyenny 'Uk) = —w(vl, <y Ui—1, U5, Uit 1y oery Uj—1, V3, Uj41, --ny ’Uk).
Bezeichne Alt*(V) die Menge der alternierenden k-Formen auf V. Dann wird

Alt*(V) durch punktweise Addition und Skalarmultiplikation selbst zu einem R-
Vektorraum mit Dimension

() =k
dim(AIt*(V) =<1, n=k
0, n <k.

Die alternierenden 1-Formen auf V' sind gerade die Linearformen w : V' — R, also
ist Alt'(V) gleich dem Dualraum von V:

AL (V) =V

Fiir k = 0 definiert man Alt°(V) := R.
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2.2 Das Dachprodukt A alternierender k-Formen

Man fithrt nun durch das sogenannte Dachprodukt A von alternierenden k-Formen
eine Multiplikation auf den Vektorriumen Alt*(V) ein.

Definition 2.2. Sei V ein R-Vektorraum, und seien w € Alt*(V) und n € Alt¢(V).
Dann heifit die durch

1
W Z Sg’n,(a) : w(va(l)a ) Ua(k)) : 77(%(k+1), E) Q]U(lc—&-q))

) O'GSk+q

WALy Vit q) =

definierte alternierende (k + ¢)-Form w A7 € Alt*™9(V) das duBere Produkt oder
Dachprodukt von w und 7.

Einige Spezialfille des Dachproduktes zeigt folgendes

Beispiel 2.3.
1. Firw=cec Alt°(V) =R ist w A = en.

2. Fiir w,n € Alt (V) = V* ist w A7 gegeben durch (wAn)(v1,v9) = w(vi)n(ve) —
w(v2)n(v1).

3. Fiir w € Alt"(V) und 5 € Alt*(V) gilt

r+1

(w A 77)(7)17 "‘7UT+1) = Z(_l)r+1iiw(vl7 "'7{);;7 "‘7UT+1) : n(vi)7
=1

wobei (V1 ..., Vi, ..., vp41) € V" das r-Tupel bezeichnet, das durch Streichen des
i-ten Elementes v; aus dem (7 + 1)-Tupel (v1, ..., v,11) € V" *! entsteht.

Im folgenden werden die Eigenschaften des Dachproduktes aufgedeckt; insbeson-
dere zeigt sich, daB es die direkte Summe von Vektorraumen @, Alt* (V) zu einer

Algebra macht:

Lemma 2.4. Fir jeden reellen Vektorraum V wird die direkte Summe
ALt (V) := €D AltF(V)
k=0

durch das Dachprodukt zu einer graduierten antikommutativen Algebra mit Einse-
lement, d.h. fiir alle r,s,t > 0 gilt:

1. Das Dachprodukt A : Alt" (V') x Alt*(V) — Alt""5(V) ist bilinear.
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2. Das Dachprodukt A ist assoziativ, i.e. es gilt (WA N) ANC =wA(nAC) fir
w € Alt"(V),n € Alt5(V),¢ € AltY (V).

3. Das Dachprodukt A ist antikommutativ, i.e. es gilt n A\w = (—=1)"%w A n fir
w e Alt"(V), n e Alt*(V).

4. Die 0-Form 1 € Alt°(V) =R erfillt 1 Aw = w fiir alle w € Alt" (V).

Beweis. Die aufgezihlten Eigenschaften - insbesondere (1),(3) und (4) - folgen auf
einfache Weise aus der Definition und werden hier nicht ausformuliert. O

2.3 Die Riume Alt"(V) und ihre Basis

Bisher wurde lediglich von den Réumen Alt¥(V) als endlich-dimensionalen Vek-
torraumen gesprochen, und das Dachprodukt wurde ohne Verwendung einer Basis
definiert (deshalb wird die Darstellung von A als basisfrei bezeichnet). Nun soll eine
Basis angegeben werden, mit deren Hilfe jede alternierende k-Form eine eindeutige
Darstellung beziiglich dieser erhélt.

Sei dazu ey, ..., e, eine Basis des n-dimensionalen R-Vektorraums V. Dann ist
die dazu duale Basis ', ...,6" € Alt'(V) = V* gegeben durch die mit §'(e;) = d;;
eindeutig bestimmten Linearformen auf V. Es ergibt sich der nachstehende

Satz 2.5. Die alternierenden k-Formen 6" A ... A% mit 1 < i3 < ... < i < n
bilden eine Basis von Alt*(V), und jede alternierende k-Form w € AltF(V) besitzt
eine eindeutige Darstellung

w = E ail...ikéll A e NG, Qiy..05 € R,
1<ii <..<ix<n

wobei aj, i, = w(€iy, ..., €, ) ist.

Beweis. Betrachte die alternierenden k-Formen 8% A ... A §%.
Sel w = Zl§i1<...<ik§n ail,_ikdil A...A6%. Aus w = 0 folgt dann fiir alle geordneten
-d.h. 1 <4y < .ip < n - k-Tupel (il,...,ik), daf

@iy, = w(ei,...,e;,) =0

ist. Also sind die k-Formen 6% A ... A §° linear unabhiingig.
Sei nun w € Alt¥(V). Dann besitzt w die Darstellung

w = Z ail...ik5i1 N A (5ik,

1<i1 <. <ix<n
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denn wegen ) )
(0" Ao NG (edy s nnreqy,) =1

gilt
w(eil,...,eik) = ( Z ailmikézl /\...Aé”“)(eil,...,eik)
1<i1<...<ig<n
fir alle k-Tupel (e;,, ..., €;,). So folgt die Behauptung. O

2.4 Differentialformen auf einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit

Fiihre nun den Begriff der Differentialform ein mittels

Definition 2.6. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Unter einer Differ-
entialform der Ordnung k oder k-Form w auf M versteht man eine Abbildung

w:M— U ALtR (T, M),
zeM

die jedem x € M eine alternierende k-Form w, € Alt*(T, M)
wy : (TeM )k — R
zuordnet.

Eine 0-Form wird als eine reellwertige Funktion w : M — R definiert.

Die Menge der glatten k-Formen auf M wird mit QF(M) bezeichnet. Mit der
punktweisen Addition und Skalarmultiplikation wird auch QF (M) ein R-Vektorraum.
Aufgrund der Festlegung Alt®(T,M) = R gilt QO(M) = C>®(M).

2.5 Das Dachprodukt A von Differentialformen

In obiger Form ist das Dachprodukt zunéchst nur ein Begriff der multilinearen Al-
gebra. Nun soll es auf Differentialformen verallgemeinert werden, um es fiir die
Analysis auf Mannigfaltigkeiten verwenden zu konnen. Aufgrund der punktweisen
Definition einer Differentialform als alternierende Linearform iibertragt es sich gewis-
sermaflen von selbst sinngeméafl auf Differentialformen. Dieses geschieht in

Definition 2.7. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Das Dachprodukt
von Differentialformen auf M

A QM) x Q5 (M) — Q"T(M), (w,n) — wAn
wird punktweise definiert durch

(WAN)g = wy A1z, € M.
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Das Dachprodukt mit einer 0-Form, d.h. einer reellwertigen Funktion, ist dann das
gewohnliche Produkt:

fan=fn, feQ(M)=Cx(M).
Das obige Lemma 2.4 liefert nun vollig analog

Lemma 2.8. Fir jede Mannigfaltigkeit M wird die direkte Summe
o)
(M) =Pt (M)
k=0

durch das Dachprodukt zu einer graduierten antikommutativen Algebra mit Einse-
lement.

2.6 Die Riaume QF(R")

Setze nun fort im Sinne von [1]. Betrachte deshalb M = R"™.

Seien x1, ..., T, die linearen Koordinaten auf R":
. n
i R — R, (X1, 00y Ty oy Tiy) — Ty

Definiere nun glatte 1-Formen dz; € Q!(R™) durch

n
dz; i R" — R, do;i() Niei) =\,
i=1
wobei e; die Standardbasisvektoren des R™ = T, R" fiir jedes x € R" sind. Aufgrund
der Antikommutativitiat des Dachproduktes gelten die Beziehungen

dr; Ndx; =0

und
dr; A dxj = —diL‘j ANdzxi, 1 # j.

Nach obigem Satz erhalt man die folgende Darstellung von k-Formen auf R™:

Korollar 2.9. Fir eine glatte k-Form w € QF(R") gilt
1<i1 <. <@ <n

mit eindeutig bestimmten glatten Koeffizientenfunktionen f;, 4, : R"™ — R. Ins-
besondere ist fir k =n
wy = f(x)dzy A ... Ndzy,

mit f: R" — R.
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Beweis. Folgt unmittelbar aus Satz 2.5 mit f;, i, () = we(eiy, ..., €5,)- O

Schreibweise. Fiir w € QF(R™) mit der Darstellung

We = Z fin i (@)dxiy A oo A day,

1<i1 <. <ix<n

w=)_frdu
I

mit I := (il,...,ik), wobel 1 < i1 < ... < i <mn, fT = fnzk und dxy = dxz-l A
... Ndz;, . In dieser Schreibweise ist das Dachprodukt zweier Differentialformen w =
Yoy frdzr und n =3~ ; gsdz; (im Unterschied zur basisfreien Darstellung) gegeben
durch

schreibe

w/\’nsz[ngxI/\de.
1,J

2.7 AuBere Ableitung von Differentialformen
Eine Ableitung von Differentialformen wird gegeben durch

Definition 2.10. Die duflere Ableitung von Differentialformen w € QF(R")
wird definiert durch den Differentialoperator

d: QIR") — QIFHRY)
mit den Eigenschaften
1. Fiir w = f € QO(R™) = C®(R") gilt dw = df = 3 2L dx;.
i=1 "

2. Falls w =) frdxy ist, so gilt dw = >_ dfr A dxy.
T T

DafB die duBere Ableitung d als abstrakte Erweiterung der Vektoranalysis auf R?
die klassischen Differentialoperatoren fiir Vektorfelder birgt, zeigt

Beispiel 2.11. Sei V(R?) der Vektorraum der glatten Vektorfelder auf R?. Wegen
der Identitaten

dimcoc(Rs)(QO(R?’)) = dimCOC(R3)(QS(R3)) =1

und

dimcoo(Rs)(Ql(R?’)) = dimcw(Rs)(QQ(R?’)) =3
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bestehen die Isomorphien
e () = 0°(RY) = 0 (RY)

sowie

V(R?) = QY(R3) = Q*(R3).

Fiir Funktionen f € C°>°(R?) hat man definitionsgemif

of of of

of
d(f) = df = aixldxl + T@dlﬁ —+ aiﬂjgdﬂ??, = £ %dml’
fir 1-Formen erhalt man
0fs 0Ofo dfi Of3 0f2 0f1

d( f1d d d =(—=—=—-——2)d drs—(=——=—"2)d d 2 —)d d
(fidx1+ fadzo+ fadxs) (8392 6x3) Ta\Ax3 (6903 89@1) TN I3+(8x1 a@) T1N\dxo
sowie fur 2-Formen

ofi | O0fs  Ofs

d(fldwg ANdxs — fodxy A dxs + fadry A dxg) = (87901 + 979 + aixg)d.%'l Adxo A dxs;

somit gilt
d(0-Formen) = grad (1)
d(1-Formen) = rot (2)
d(2-Formen) = div (3)

Im Folgenden werden die Eigenschaften der &ufleren Ableitung behandelt.

Satz 2.12. Sei U C R" offene Teilmenge. Es gilt die Produktregel
dlwAn) =doAn+ (—1)Fw Adny fir we QF(U),n e QUU)
und d hat die Komplexeigenschaft

d?w = d(dw) = 0 fiir jede Differentialform w € Q*(U).

Beweis. Seien w =Y frdx; € QF(U) und n = 3. gsdzy € QY(U) mit U C R” offen.
Ji J
Dann ist wAn = ZI,J frgsdxr A dxy, und es gilt

dwAn) = d(z frggdzr AN dxy)
1.J

= Zd(f[gj) ANdxy Adxy
1,J



2 DIFFERENTIALFORMEN 11

= > (dfrgs + fidgs) Adxy A day
1J

= de[gJ ANdzxy ANdxy+ Zf[dgj/\d:cj Adx g
1,J 1,0

= > dfigs Ndxg Nz + (=1)* D frdw Adgy Aday
I,J 1,J

= doAn+ (-1DFwAdy

aufgrund der Linearitit von d sowie der Distributivitdt und Antikommutativitat von
A. Fiir den Nachweis der Komplexeigenschaft betrachte zunichst f € QO(U):

df =d(df) = d

dz;
i1 O ")

Wegen der Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen (Symmetrie in i, j)
0% f 0’ f

895]0@- a 89&8%

sowie der Antikommutativitat (Schiefsymmetrie in 4, j)
dCCj ANdx; = —dx; N dl‘j

folgt d?f = 0 fiir alle f € Q%(U). Fiir eine glatte k-Form w = 3, frdx; € QF(U)
gilt unter Verwendung der Produktregel

Po = &) frder) =d(>_ dfr Adar)
1 I

= > d(df; Adap)
T
= d? fr Ndxy — dfr A d2
> (P fr Ndxp — dfs A dPx)
I -0 =0
=0
womit die Komplexeigenschaft von d gezeigt ist. O

Zum Schluf} dieses Abschnitts noch eine Definition, die fiir den de Rham-Komplex
von Bedeutung sein wird.
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Definition 2.13. (Geschlossene & exakte k-Formen). Sei U C R" offen.
1. Eine k-Form w € QF(U) heiBt geschlossen, falls dw = 0, d.h. w € kerd.

2. Eine k-Form w € QF(U) (k > 1) heifit exakt, falls es n € Q¥~1(U) gibt mit
dn =w, d.h. we€im d.

Bemerkung 2.14. Wegen der Komplexeigenschaft von d sind exakte Formen stets
geschlossen, also gilt

im {d : Q*1(U) — QF(U)} C ker{d : Q*(U) — QF1(U)}.

2.8 Zuruckziehen von Differentialformen

Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und f eine glatte Funktion
f:M— N.
Dann induziert f in kanonischer Weise eine lineare Abbildung
ff=Qf: Q" (N) — Q*(M)
durch
Definition 2.15. Fiir eine k-Form w € Q*(N) auf N heifit die durch
(ffwW)z(v1, oy vk) 1= W) (dfv1, oo dfz0k), V1, ey v € TeM

gegebene k-Form auf M die zuriickgezogene k-Form f*w € Q*(M) auf M.

Eine 0-Form g € Q°(N) wird dann zuriickgezogen durch die Abbildung

FrQ(N) — QY (M), g— f*(g) =go f.
Nun definiere endlich die Glattheit einer Differentialform:

Definition 2.16. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Eine k-Form w auf M heifit glatt,
falls fiir jede Karte ® : U — V C RN von M alle Funktionen

(@ H*w(es,, wn€i)V—R, z+—— (@ N we (e, e i)

glatt sind.
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Lemma 2.17. Das Zurickziehen f* hat die Eigenschaften

1. Die Abbildung f* ist linear:

FOwr + pws) = Af*wi + pf*we, M\ p € R, wy,wy € QF(N).

2. ff(wAn) = ffwu A f*n, wneQ(N).
Beweis. Ist einfach & erfolgt durch Einsetzen in die Definitionen. O

Seien nun V' C R™ und U C R" offen , sowie f : V — U eine glatte Abbildung.
Nach dem vorangehenden Lemma erfolgt das Zuriickziehen einer Form

w= Z gil__ikdyil AL A dyik S Q*(U)
1<i1<..<ipg<n

auf U mittels f nach V' durch Zuriickziehen der Koeffizientenfunktionen g;,. ;, und
der Differentiale dy; fiir sich. Die Abbildung f ist von der Form

fl(xl, veny xm)
f(z) = :
fo(x1, .y xm)
Nach Definition ist
(f*dyi)z(v) = (dy;)(dfzv),

was aber gerade die i-te Komponente df;(z)(v) von df,(v) ist. Damit ergibt sich

m
. dfi
=1 90
Hieraus erhalte fir
w = Z gil._,ikdyil AN dyik

1<it<...<ip<n

die auf V zuriickgezogene Form

Fo= " > (g0 Hdfi A Adfi,.

1< <...<ig<n
Auf diese Weise hat man eine andere Darstellung von f* gefunden:
JrE it U) — (V)
FO grdyi, A Ndys) = > (gro fdfi A Adfi,.

1 1
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Zum Ende dieses Abschnitts soll noch eine wichtige Eigenschaft des Zuriickziehens
von Formen nachgewiesen werden:

Lemma 2.18. f* kommutiert mit der duferen Ableitung d (d ist natirlich), d.h.

fHdw) = d(f*w), w € Q8 (U)

Beweis. Betrachte zuniichst den Fall k = 0. Sei also ¢ € Q°(U), d.h. eine glatte
Funktion ¢ : U — R. Mit der Kettenregel gilt

o) = oo =3 20D g,

= oy
- g;@imgﬁdm
- Z(jf )y
- f*(unlaay“idyu)
— ['(do).

Fiir eine beliebige glatte k-Form w = ), grdyr € QF(U) gilt nach obigen Uberlegungen
ffw=>";(g9r o f)dfr. Mit Lemma 2.17 ist

d(f'w) = > dlgro f) Adfr
= zlzd(f*gz)Ad(f*yI)
= if*(dgz)Af*(dyz)
= ff*(ngfAdyf)
)

Somit folgt die Kommutativitdt mit d im Allgemeinen. O
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Den Schluf3 bildet folgendes Lemma, welches spater die Funktoreigenschaften von
QO* bereitstellen wird:

Lemma 2.19. Seien f : M — N und g : N — L glatte Abbildungen zwischen
glatten Mannigfaltigkeiten L, M, N. Dann gilt fir w € Q*(L)

flgw) =(go f)w
also
ffog"=(gof)".
Fir die Identitat idys : M — M st

id'w =w, we Q" (M),

also
(idM)* = idQ*(M) .

Beweis. Einsetzen in die Definition liefert fiir eine k-Form w € Q*(L) und vy, ..., vg €
T, M unter Verwendung der Kettenregel

((go f)w)u(vr,..yvp) = (gof)(:c) (d(g o flavi,...;d(g o f)avi)
= £ ([ A9f(2)dfzv1, s dG(z)dfavi)
= ( W) f(a) (dfxvly ey df g0,)
= (f*(g ))JC(Ul?"'?Uk)v
womit (go f)* = f* o g* gezeigt ist. Fiir die Identitatsabbildung idy; : M — M gilt

mit w € Q*(M) und vy, ...,vx € TpM wegen d(idy;) = idppr : TM — TM, wobei
TM = U,en TeM x {2} das Tangentialbiindel von M ist:

(idyw)z (v, .oy vg) = widM(x)(d(idM)xvl,...,d(idM)ka)
wz (id 7, a1y -, i, prog)

= wx(”la"ka)a

womit also auch (idps)* = idg«(pr) bewiesen ist. O
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3 Elemente der homologischen Algebra

Als Vorbereitung des de Rham-Komplexes und Grundlage der spéteren Mayer-
Vietoris-Sequenz werden hier ausgewahlte Aspekte der homologischen Algebra begriindet
und dargestellt. Weiteres ist vor allem [6] zu entnehmen.

3.1 Kettenkomplexe und Kettenabbildungen

Hier erfolgt zunéchst die Definition von Kettenkomplexen und ihren Homomorphis-
men.

Definition 3.1. Ein Kettenkomplex C' ist eine Sequenz

dg_ d,
o9 L9, oot

. — !
von Vektorriumen C? und Homomorphismen d; (i € Z), so daf
dgody—1 =0 fiir alle g € Z

gilt. Dabei wird C als die direkte Summe C := @ C? geschrieben. Die g-te

q€EZL
Homologiegruppe von C wird definiert durch
H(C) = ‘kerdq '
im dg_q

Die Homologie H(C) von C ist die direkte Summe von Vektorrdumen

H(C) =P HIC).

q€Z

Definition 3.2. Ein Homomorphismus f zwischen zwei Kettenkomplexen A, B
f:A— B

heifit eine Kettenabbildung oder Kettenhomomorphismus, falls er mit den
Operatoren d4,dpg von A und B kommutiert:

foda=dpof
mit anderen Worten: falls fiir alle ¢ € Z das Diagramm

A+t . gt

o Tag

49 L. Ra

kommutativ ist.
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3.2 Exakte Sequenzen und das Zick-Zack-Lemma (Schlangen-Lemma)

Wenden wir uns nun einer besonderen Klasse von Sequenzen zu, den exakten Se-
quenzen.

Definition 3.3. Eine Sequenz von Vektorraumen V;

fi—1 fi

Vi By v, —
heifit exakt, falls gilt: ker f; = im f;_; fiir alle ¢ € Z. Eine exakte Sequenz der Form
0—A—B—C—0

wird eine kurze exakte Sequenz genannt.

Einer kurzen exakten Sequenz von Kettenkomplexen A, B,C' mit Operatoren
da,dp,dc
0—AL.B L c—o,
mit Kettenabbildungen f und g entspricht das folgende Diagramm mit exakten
Zeilen

0 — Aetl i) Bl 9, catl .,
Taa Tap Tac

0 — A1 L. g L e g
Taa Tap Tac

0 — Al L, g1 94 et
7 i 7

Ihr kann nun eine lange exakte Sequenz von Homologiegruppen

. — H(4) L% gy £ gao) L getia) — .

zugeordnet werden. Dabei sind die Abbildungen f* und ¢g* kanonisch gegeben durch

f*: HY(A) — HY(B), [a] — f*([a]) := [f(a)]
g>k : Hq(B) — Hq(C), [b] — g*([b]) P

Definition 3.4. Sei C = @qez C? ein Kettenkomplex mit Operator dc. Ein
Element ¢, € CY heifit ein Zykel, falls dc(cq) = 0 ist, also ¢4 € kerde N C?. Ein
Element ¢;, € C* heift Rand, falls es c;_; € C*~1 gibt, so daB do(cp—1) = cx, also
¢, € im do N C*k.



3 ELEMENTE DER HOMOLOGISCHEN ALGEBRA 18

Es ist nun natiirlich die Wohldefiniertheit der Abbildungen f* und g* zu priifen;
dieses ibernimmt das néchste

Lemma 3.5. Die Abbildungen f* und g* sind wohldefinierte Homomorphismen.

Beweis. Betrachte die Abbildung f* : H4(A) — HY(B), definiert durch f*([a]) :=
[f(a)]-

1. f*la] € HY(B). Sei dazu a4 € A? ein Zykel, dann ist [a,] € HY(A). Es gilt nun
dp(f(aq)) = f(da(aq)) = f(0) =0, da f Kettenhomomorphismus ist. Also ist
auch f(a,) € BY ein Zykel, d.h. f*[a,] € H(B).

2. f*la] = f*la+da(a)]. Seien ay,aq € A? Zykeln, und es gelte [a,] = [a4] €
H9(A). Dann unterscheiden sich ay und @, nur durch einen Rand: a4 — a4 =
da(ag-1). Nun gilt f(aq — ag) = f(da(ag-1)) = dp(f(ag-1)), also f(aq) —
f(aq) = dp(f(ag—1)), d.-h. f(aq) und f(a,) unterscheiden sich nur durch einen
Rand in B?. Es folgt [f(aq)] = [f(aq)] und damit f*[a,] = f*[a,].

3. f* ist ein Homomorphismus. Seien a4,a, € A? Zykeln wie oben. Mit den
natiirlichen Definitionen [a] + [@] := [a + @] und A[a] := [Aa] (A € K) gilt fiir
ApeK

F*(Magl + plag]) = f*([Aag + pag))
[f(Aag + pag)] = A f(ag) + 1f (aq)]
= Alf(ag)] + plf(ag)]l = Af*lagl + pf*[ag].

Damit ist gezeigt, da 8 f* ein wohldefinierter Homomorphismus ist. Der Beweis fiir
g* ist dhnlich. O

Die Existenz und Exaktheit dieser langen Sequenz (mitunter die Definition von
d*) versichert das

Satz 3.6. Zick-Zack-Lemma. Seien A, B,C Kettenkompleze, und sei die Sequenz

0—AsB 200

exakt mit Kettenabbildungen f und g. Dann gibt es eine lange exakte Sequenz von
Homologiegruppen

. — HYA) LS gB) L (o) L g (4) —

e

wobei d* durch den Operator dp von B induziert wird.
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Beweis. Man hat das kommutative Diagramm

0 — At L, pett 9, ol
TdA T‘iB Tdc

0 — A1 L. pi L i g
TdA TdB Tdc

0 — At L, pit 9 gt g
T i T

1. Definition von d*. Sei ¢, € C? ein Zykel, d.h. dc(cq) = 0. Da g surjektiv
ist, gibt es ein by, € BY mit g(by) = ¢4. Wegen g(dp(by)) = (9 0 dB)(bg) =
(dc o g)(bg) = dc(g(by)) = dc(cq) = 0 ist dp(by) € ker g. Also existiert ein
ag+1 € AT so daB f(ag41) = dp(by). Da f wegen ker f = {0} injektiv ist, ist
aq+1 eindeutig bestimmt. Weiterhin ist a1 ein Zykel, denn f(da(ag+1)) =
dp(f(ag+1)) = dp(dp(bg)) = 0, also da(aqg+1) = 0, weil f injektiv ist. Definiere
nun d* : H1(C) — HT(A) durch d*[cg] := [ag+1]-

2. d” ist ein wohldefinierter Homomorphismus. Seien ¢, und ¢; zwei Elemente
im Kern von d¢ : C? — C9t'. Wihle nun by, b, € B9, so daB g(b,) = ¢,
und g(b,) = ¢q- Dann wihle agi1,d441 € AL mit f(ag41) = dp(b,) und
flag+1) = dp(bg).

Um die Wohldefiniertheit von d* zu beweisen, nehme an, dafi [cq] = [¢4] ist und
zeige die Gleichheit [agy1] = [ag+1]. Sei also [¢q] = [¢4], was gleichbedeutend
ist mit ¢; — ¢ = do(cg—1). Wahle by € BI71 derart, da8 g(by—1) = cg-1.
Dann gilt g(bg —bg—dp(bg-1)) = ¢g— g —dc(g(bg-1)) = cq— g —dc(cq—1) = 0.
Also gibt es aufgrund der Exaktheit der Sequenz a, € A? mit f(aq) = by — by —
dp(bg-1). Dann ist f(da(aq)) = dp(f(aq)) = dp(bg — by —dp(bg—1)) = dp(bg —
by —0) = f(ag+1 —ag+1). Mit der Injektivitét von f folgt da(ay) = ag+1 — ag41
und somit [agy1] = [@g+1], womit die Wohldefiniertheit von d* gezeigt ist.

d* ist ein Homomorphismus: es ist g(by + by) = ¢q + ¢ und f(ags1 + dgs1) =
dp(by + by), und demnach ist d*[c, + &) = [agr1 + Gq11] sowie auf natiirliche
Weise [ag41+4aq+1] = [ag+1]+[ag+1], also schlieBlich d*[c,+¢4] = d*[cq] +d*[¢4].
Analog erfolgt die Skalarmultiplikation.

3. Exaktheit bei H1(B). Sei v € H1(B). Wegen go f = 0 ist auch g* o f* =0,
Jorm fir aq € A7 it (5" 0 f)(ag) = 6"(F*(aq)) = 9" f (ag)] = [9(f(ag))] =
[0] = 0. Wenn also v € imf*, dann ist g*(v) = 0: damit gilt imf* C ker g*.
Sei nun 7 = [by] und ¢*(y) = [g(by)] = [0], also v € kerg*. Dann ist
g(by) = dc(cq—1). Wihle by_y € B! so, daB8 g(by—1) = c,—1; dann gilt
g(bg—dp(bg—1)) = g(by) —dc(g(bg—1)) = 0, also by —dp(bg—1) € ker g. Aus Ex-
aktheitsgriinden gibt es nun ein a, € A? mit f(aq) = by —dp(bg—1). Nun ist aq
ein Zykel, denn f(da(aq)) = dp(f(aq)) = dp(bg — dp(bg—1)) = dp(bg) —0 =10,
da b, ein Zykel ist; weil f injektiv ist, ist nun da(aq) = 0. Es gilt also
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[*lag] = [f(aq)] = [bg — dB(bg—1)] = [bg] = 7, also v € imf*. Das bedeutet die
Inklusion ker g* C imf*. Es folgt damit ker g* = im f* und somit die Exaktheit
bei HY(B).

4. Exaktheit bei H1(C'). Sei a = [¢q] € HY(C). Wahle b, € B9 so, dal g(bq) = ¢4,
dann a,11 € AT mit f(a,11) = dp(by). Dann ist d*(a) = [ag41] nach
Definition. Falls a € im g* ist, so ist o = [g(bg)], wobei by ein Zykel in BY ist.
Also ist dp(bg) = 0 und damit ag1 = 0, denn f(ag+1) = dp(by) =0 und f ist
injektiv. Also gilt d*(«) = [ag+1] = [0]. Somit ergibt sich img* C ker d*.

Sei andersherum d*(a) = [0], also a € kerd*. Dann ist ag11 = da(aq) fur
geeignetes aq € A9. Nun ist by — f(aq) ein Zykel in B?, denn dg(by — f(aq)) =
dp(by) — f(da(aq)) = dp(bg) — f(ag+1) = 0. Weiterhin ist g*[b, — f(aq)] =
[9(bg) — g(f(aq))] = [g(bg) — 0] = [¢q] = o, d.h. a € im g*. Erhalte so die
Inklusion ker d* C im g*.

Es folgt die Exaktheit der Sequenz bei H4(C'): im ¢g* = ker d*.

5. Exaktheit bei H*1(A). Sei 3 € HI1(A). Falls 3 € im d*, so ist definition-
sgeméf [ = [ag+1], wobei f(ag+1) = dp(by) fiir geeignetes b, € BY ist. Dann
ist aber f*(8) = [f(aq+1)] = [dB(bg)] = [0]. Somit gilt im d* C ker f*.
Andersherum sei f*(8) =0, d.h. 8 € ker f*. Weiterhin sei § = [aq+1]. Dann
ist [f(ag+1)] = [0], also f(ag+1) = dp(by) fiir by € B? geeignet. Definiere nun
¢q = g(bg). Dann ist ¢, ein Zykel, denn dc(cq) = dc(g(by)) = g(dp(by)) =
9(f(ag+1)) = 0. Dariiberhinaus ist § = d*[c,] nach Definition und daher
B € im d*. Somit gilt auch die Inklusion ker f* C im d*.

Es folgt im d* = ker f*, was die Exaktheit bei H97!(A) bedeutet.

Insgesamt ist damit gezeigt, dafl die lange Sequenz
. HYA) LS gB) L HI(0) L e A) —

durch die Existenz der Abbildungen f*, ¢* und d* existiert und an jeder Stelle exakt
ist. O

Als Ubergang zum de Rham-Komplex dient die nachstehende

Definition 3.7. (Differentialkomplexe). Eine direkte Summe

c=ce

q€Z

von Vektorrdumen C? (q € Z) bezeichnet man als einen Differentialkomplex, falls
es Homomorphismen d gibt mit

NG N INYT NG TE o R
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und der Komplexeigenschaft d?> = 0. Dabei heifit d der Differentialoperator des
Komplexes C. Die Kohomologie von C ist die direkte Summe

H(C) =@ H(C)
qEZ

der Quotientenvektorrdume

kerd N C1
q ._
HA(C) := imdnCe’

wobei H4(C) die g-te Kohomologiegruppe von C ist.
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4 Der de Rham-Komplex von R"

Dieser Abschnitt behandelt den de Rham-Komplex von R™. Zuerst wird der gewohnliche
Komplex dargestellt und eine leichte Rechnung durchgefiihrt, dann betrachte ihn
fir Formen mit kompaktem Tréger. Die Argumentation folgt [1] und verwendet
insbesondere auch Elemente von [4].

4.1 Der de Rham-Komplex *(R") von R"

Wir beginnen mit der Definition des de Rham-Komplexes:

Definition 4.1. Die durch die Vektorriume QF(R™) und den Differentialoperator
d gegebene Sequenz

0-% Or") -4 QYR -4 Q2(R7) -Ls

heift der de Rham-Komplez Q*(R") := @72, Q¥ (R") von R".

Da nach Bemerkung 1.14 stets die Inklusion
im{d : Q"1 (U) — QF(U)} C ker{d : Q*(U) — Q*TL(U)}
gilt, ist es moglich den Quotientenvektorraum

ker d N QF(U)
im dNQFU)

zu bilden. Diese Tatsache veranlafit

Definition 4.2. Fiir eine offene Teilmenge U C R” definiere die k-te de Rham
Kohomologiegruppe von U durch den Quotientenvektorraum

HER(U) = ker{d : QF(U) — QFHL(U)) _ {geschlossene k-Formen auf U}
im {d : Q= 1(U) — Q*(U)} {exakte k-Formen auf U}

Fiir eine geschlossene k-Form w € QF(U) heifit die Nebenklasse

(W] := w4 d*Y(U) € HER(U)

die Kohomologieklasse von w. Die direkte Summe H}n(U) := @ H%x(U) wird
k=0

als die de Rham-Kohomologie von U bezeichnet.
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Bemerkung 4.3. Der de Rham-Komplex kann als eine Sammlung von Differential-
gleichungen angesehen werden, die durch die geschlossenen Formen gelost werden:
z.B. ist das Finden einer geschlossenen Form fdz + gdy € QY(R?) gleichwertig mit

dem Losen der leferentlalglelchung 29 ﬂ =0, denn aus d(fdz + gdy) = 0 folgt
af af dg dg

df Nd dg Ndy = (=d —dy) Nd —d —=dy) Nd
f ndx+dg ndy = (5 T+ 3, y) Az + (5 T+ 3, y) Ady
of 9g

= —dyNd —d d
oy Yy N x+am Tz N\ ay
g Of

= (= —=—)dzxANdy=0.
(390 0y) zAdy =0

Nun sollen einfache Kohomologiegruppen berechnet werden:

Beispiel 4.4. (Einfache Kohomologiegruppen von R™).
1. Betrachte als erstes den Fall n = 0. Dann ist fiir £ =0

c>({0})
Hpr({0}) = ~ R

und fir £ > 0 {0}

HY ({0 =0.

2. Sei nun n=1. Da ker d N Q°(R!) gerade die konstanten Funktionen sind, ergibt

sich

CR)|f = R
H%R(RI): {fEC ( )|f ceE } ~ R,

{0}

Fiir eine 1-Form w = g(z)dzr € Q!(R) erhilt man durch

f= /xg(y)dy
0

die Gleichheit

df = g(z)dx
was wegen Linearitit von Integral | und duflerer Ableitung d impliziert, da8
jede 1-Form auf R! exakt ist, womit sich ergibt:

Q'(R)

HDR(RI) Ql( )

=0,
denn wegen
A fide) = Y d(fide) = dfi Adx

B dfi
= Dl dx N dx
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ist jede 1-Form auf R auch geschlossen.

3.8 U = [~ U () die disjunkte Vereinigung m offener Intervalle U®) :=
(a;,b;) C RL. Dann ist wegen Hf,,(U®) = HY (RY)

Hpp(U) = @H%R(U(i)) =R"™
i=1
und auf die gleiche Weise

Hpp(U) = P Hpr(UW) = 0.
i=1

4. Im Allgemeinen gilt nach dem Poincaré-Lemma

R, fir Dimension 0
* ny __ 9
(R )_{0, sonst, .

4.2 Der de Rham-Komplex Q}(R") von R" mit kompakten Triagern

Definition 4.5. Unter dem Tréger supp(f) einer stetigen Funktion f auf einem
topologischen Raum X versteht man die abgeschlossene Hiille der Menge derjenigen
Punkte in X, in denen f nicht verschwindet, also

supp(f) := {z € X[f(z) # 0} C X.

Entsprechend versteht man unter dem Trdger einer Differentialform w auf einer
Mannigfaltigkeit M die M-abgeschlossene Hiille der Menge der Punkte x € M mit

w(x) #0.
Die Menge der glatten Differentialformen auf R™ mit kompaktem Trager wird
mit Qf(R"™) bezeichnet. Jede Form w € 2} (R"™) besitzt genau eine Darstellung

1<ir<...<ig<n
mit eindeutig bestimmten Koeffizientenfunktionen
fir..i, € CO(R™),

wobei C2°(R™) der Vektorraum der glatten Funktionen f : R™ — R mit kompaktem
Tréager ist.
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Notation. Die Kohomologie des Komplexes }(R") wird als H}(R"™) geschrieben.

Nun werden entsprechend Beispiel 4.4 einige kompakte de Rham-Kohomologiegruppen
berechnet;:

Beispiel 4.6. (Einige kompakte Kohomologiegruppen von R").

1. Da eine auf einer einpunktigen Menge A := {a} C R definierte Funktion stets
einen kompakten Trager hat, gilt wie oben

R, fallsg=0
q — )
HE(A) { 0, fallsg>0

2. Die kompakte Kohomologie von R!. Die geschlossenen 0-Formen auf R!
sind die konstanten Funktionen f € C®(R!). Da es aber keine konstanten
C*°-Funktionen auf R! mit kompaktem Triger gibt, ist

H)(RY =0
Zur Berechnung von H!(R!) betrachte die Integralabbildung
( QR — RL
Rl
Diese Abbildung ist offensichtlich surjektiv. Sie verschwindet auf den exakten

1-Formen df € QL(R!), falls f kompakten Triger supp(f) C [a,b] C R! besitzt,

denn
b

d d
/]Rl didx:/dida::f(b)—f(a):o.

a

Fiir g(z)dz € ker [, C Q}(R') hat die Funktion

kompakten Trager und es gilt
df = g(z)dx.

Also sind die exakten 1-Formen auf R! mit kompaktem Triger gerade der Kern
von [p; und damit ist
QL(R!
Hcl(Rl): C( ) gRl
ker [z
3. Im Allgemeinen gilt nach dem Poincaré-Lemma fiir Kohomologie mit kompak-
ten Tragern

R, fiir Dimension n

HZ(R”) - {0 sonst .
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5 Die Funktoren 2 und 2

Um iiber die funktoriellen Eigenschaften des de Rham-Komplexes eine Aussage zu
machen, fiihre zunéchst - angelehnt an [3] - die Begriffe der Kategorie und des
Funktors ein.

5.1 Kategorien und Funktoren

Definition 5.1. Eine Kategorie C setzt sich aus folgenden Daten zusammen
1. einer Klasse Ob(C) von Objekten (Objekte der Kategorie C).

2. einer Menge Mor(X,Y") von Morphismen zu jedem Paar (X,Y’) von Objekten
(Morphismen von X nachY).

3. einer Verkniipfung Mor(X,Y") x Mor(Y, Z) — Mor(X, Z) zu je drei Objekten

X,Y,Z (Notation: X Lys Z,(f,g9) — go f) (Komposition von Morphis-
men).

Diese Daten bilden eine Kategorie, wenn sie die folgenden Axiome erfiillen:

o ASSOZIATIVITAT. Sind X Lv %z 5 4 Morphismen, so gilt ho(go f) =
(hog)of.

e IDENTITAT. Zu jedem Objekt X gibt es einen Morphismus 1x € Mor(X, X)
mit 1x o f = f und go 1x = g fir alle Morphismen f € Mor(Y, X) und
g € Mor(X, Z).

Einige Kategorien versammelt

Beispiel 5.2.

e Kategorie der Mengen: Mengen, Abbildungen

Topologische Kategorie: Topologische Raume, stetige Abbildungen

Kategorie der Gruppen: Gruppen, Gruppenhomomorphismen

Kategorie der Vektorraume iiber K: K-Vektorrdume, K-lineare Abbildungen

Differentialtopologische Kategorie: Differenzierbare Mannigfaltigkeiten, dif-
ferenzierbare Abbildungen



5 DIE FUNKTOREN Q* UND Qy, 27

Definition 5.3. Seien C und D Kategorien. Ein kovarianter Funktor
F:C—7D

ist eine Zuordnung, durch die zu jedem Objekt X € Ob(C) ein Objekt F(X) €
Ob(D) und zu jedem Morphismus ¢ € Mor(X,Y’) von C

b X —Y
ein Morphismus F(¢) € Mor(F(X),F(Y)) von D
F(¢): F(X) — F(Y)
gegeben ist, so dafl

F(lx) = lxx
Flporp) = F(¢)oF(¥)

erfillt sind.

Definition 5.4. Seien C und D Kategorien. Ein kontravarianter Funktor
F:C—7D

ist eine Zuordnung, die zu jedem Objekt X € Ob(C) ein Objekt F(X) € Ob(D) und
zu jedem Morphismus ¢ € Mor(X,Y) von C

b:X —Y
einen Morphismus F(¢) € Mor(F(Y), F(X)) von D
F(o): FY) — F(X)
liefert, so daB
Flx) = 1lgx
Flpotp) = F¥)oF(9)

erfillt sind.

Die beiden Definitionen sind gleich, bis auf den Unterschied, daf3 der kontravari-
ante Funktor F die Richtung der Morphismen umkehrt: jedem Morphismus von
C

x %y
wird ein Morphismus von D

F(9)
«—

F(X) = F(Y)

zugeordnet; damit mufl auch die Kettenregel umgekehrt werden.
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5.2 Der kontravariante Funktor Q*

Nach Lemma 2.8 wird Q*(M) = @2, Q*(M) fiir jede Mannigfaltigkeit M durch
das Dachprodukt A zu einer graduierten antikommutativen Algebra mit Finselement.
Fir M = R” bedeutet das unter Beriicksichtigung des Zurtickziehens von Formen
mittels einer glatten Abbildung f : R™ — R™ durch

f* _ Q*f . Q*(Rn) _ Q*(Rm),
und den in Lemma 2.19 nachgewiesenen Eigenschaften (wobei g : R™ — RP ist)

(Zd]Rn)* = ZdQ*(]Rn)
(go f)" = [f"og",

daB Q" := P2, QF ein kontravarianter Funktor von der Kategorie der euklidischen
Réume {R"},,cz und der glatten Abbildungen {f : R™ — R"} in die Kategorie der
graduierten antikommutativen Algebren mit Einselement und deren Homomorphis-
men ist. Der Funktor 2* kann nun erweitert werden auf die Kategorie der differen-
zierbaren Mannigfaltigkeiten und den differenzierbaren Abbildungen zwischen ihnen,
insbesondere auf die der glatten Mannigfaltigkeiten und glatten Abbildungen:

fr=0f (N) — @(M),

wobei M, N differenzierbare Mannigfaltigkeiten sind und f : M — N eine differen-
zierbare Abbildung. Allgemein kann man sagen, dafl durch Q* ein kontravarianter
Funktor von der differenzierbaren in die lineare Kategorie gegeben ist, und es gelten
(mit f wie oben):

(idM)* = idQ*(M)

(gof) =frog"

5.3 Der kovariante Funktor (2}

Gegenstand der Betrachtung sind nun die funktoriellen Eigenschaften der Algebra
(M) von Formen mit kompaktem Tréager auf der Mannigfaltigkeit M.

Hier muf} zundchst folgendes festgestellt werden: Ist w € Q%(M) eine Form mit
kompaktem Tréger, so mufl die mittels einer glatten Abbildung f : M — N (wobei
N eine zweite Mannigfaltigkeit ist) auf N zuriickgezogene Form f*w selbst keinen
kompakten Trager haben. Dies belegt

Beispiel 5.5. Sei mit pr die Projektion

pr:MxR— M
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sowie mit pr|y die Einschrénkung von pr auf eine offene Teilmenge U C M, also
priv :UxR—U

benannt, und sei w € Q5(M) eine kompakt getragene k-Form auf M mit lokaler
Darstellung w = >, (fy) rdepr (mit dipr := dipy, A...Adap;, und dip; = p*dx;) zur Karte
Y : U — V C R™ und supp(w) C U. Dann gilt fiir die auf U x R zuriickgezogene
Form

priv *w =3 ((fo)1 0 prio)d(prlu ")r.

I

Obwohl die glatten Funktionen (fy)r : U — R kompakte Trager supp((fy)r) C U
besitzen, hat die Komposition

(fw)]OpT'|UIUXR—>U

den Trager
supp((fy)1 © prlv) = supp((fy)1) x R,

der seine Kompaktheit eingebiilt hat, also pr*w ¢ Q%(M).

Somit ist €2} kein Funktor in der Kategorie der Mannigfaltigkeiten und der glatten
Abbildungen zwischen ihnen. Indem man jedoch nur bestimmte glatte Abbildun-
gen betrachtet, kann 2} doch zu einem Funktor werden: es stellt sich heraus, dafl
Q2 unter Inklusionen von offenen Mengen auf folgende Weise zu einem kovarianten
Funktor wird:

Sei M eine Mannigfaltigkeit, U C M eine offene Teilmenge und j die Inklusion

7:U— M.
Dann ist j, := %7 gegeben durch
Jx 1 R (U) — Qo (M), wr— ju(w),

wobei j«(w)|y = w und ji(w)|pnp = 0 ist, d-h. ji ist diejenige Abbildung die eine
Form auf U mit 0 auf M fortsetzt. Insbesondere gilt supp(w) = supp(j«(w)). Damit
wird €2} zu einem kovarianten Funktor von der Kategorie der offenen Mengen und
ihren Inklusionen in die lineare Kategorie der Algebren.

5.4 Der de Rham-Funktor H* und die Invarianz unter Diffeomor-
phismen

Die Natiirlichkeit des Differentialoperators d (d.h. das Kommutieren von f* und
d) bedeutet insbesondere, dafl jede differenzierbare (glatte) Abbildung f : M —
N zwischen glatten Mannigfaltigkeiten M und N einen Kettenhomomorphismus
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zwischen den de Rham-Komplexen Q*(M) und Q*(NV) induziert, d.h. das folgende
Diagramm ist kommutativ:
0o -4 o L ooy Loy L
I I l

o -4 o) L ooty Loer) L

Dabher ist durch den de Rham-Komplex ein kontravarianter Funktor von der differen-
zierbaren Kategorie in die Kategorie der Komplexe und ihrer Kettenhomomorphis-
men gegeben.

Es erfolgt nun eine weitere Ausdehnung des Dachproduktes A auf die de Rham-
Kohomologiegruppen H?(M) einer Mannigfaltigkeit M.
Definierendes Lemma 5.6. Das Dachprodukt
A HF(M) x HI(M) — BY9(0D), [0] A fn] = [w A7)

und die funktoriellen Eigenschaften des de Rham-Komplexes machen

o0
H* = @ HF
k=0

zu einem kontravarianten Funktor von der differenzierbaren Kategorie in die Kat-
egorie der graduierten antikommutativen Algebren mit Einselement. Der Funktor
H* heift die de Rham-Kohomlogie oder der de Rham-Funktor.

Beweis. Zunéchst ist die Wohldefiniertheit des Dachproduktes A auf Kohomolo-
giegruppen zu zeigen. Seien dazu w € QF(M) und n € Q94(M) geschlossene Formen
mit zugehdrigen Kohomologieklassen [w] € H*(M) und [n] € HY(M). Wegen dw = 0
und dn = 0 ist gilt mit der Produktregel

dwAn) =dwAn+ (=1)fwAdy =0,
also ist auch w A n € Q¥F9(M) geschlossen, d.h.
[w] A ) = [wAn] € HM(M).

Nun ist 0BdA noch zu zeigen, daf§ aus [w] = [@] auch [w] A [n] = [@] A [n] folgt, d.h.
daf3
[(w+d¢) A = [w A

ist, was die Exaktheit von d{ A n bedeutet. Aufgrund von dn = 0 gilt

d(CAn) =dCAn+ (=) ¢ Ady =d¢ A,
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also ist das Dachprodukt einer exakten mit einer geschlossenen Form stets wieder
eine exakte Form. Diesem folgt die Gleichheit
[(w+d¢) Aml = [wAn]
und damit die Wohldefiniertheit des Dachprodukts fiir Kohomologieklassen. Fiir
eine differenzierbare Abbildung f : M — N zwischen Mannigfaltigkeiten ist auch
ff=H'f:H"(N) — H*(M), [w]+— f"lw] :=[f"w]

wohldefiniert: mit der Natiirlichkeit von d ergibt sich fiir eine geschlossene Form
w € Q*(N) mit Kohomologieklasse [w] € H¥(N), daB

d(f*w) = f*(dw) = 0

ist und f*w € Q*(M) auch geschlossen ist und somit die Kohomologieklasse [f*w] €
H*(M) besitzt. Ebenso ist

[f*(w+dQ)] = [f*w],
denn wegen der Natiirlichkeit von d ist
d(f*¢) = f*(dc)

und f*(d¢) somit exakt. Sowohl die algebraischen Eigenschaften als auch die Funk-
toreigenschaften tibertragen sich nun von Q* auf H*, so dafl gilt

H*(idy) = (idy)* = idge(an
H¥(go f)=(gof)" = [ffog'=H'foHy,
womit H* zu einem kontravarianten Funktor von der differenzierbaren Kategorie in

die lineare Kategorie der graduierten antikommutativen Algebren mit Einselement
wird. O

Die so gewonnenen Funktoreigenschaften der de Rham-Kohomologie wollen wir
sofort anwenden und erhalten miihelos

Lemma 5.7. Die de Rham-Kohomologie H* ist invariant unter Diffeomorphismen.

Beweis. Seien M und N Mannigfaltigkeiten und f : M — N ein Diffeomorphismus.
Dann gibt es eine differenzierbare Umkehrfunktion f~' : N — M mit fo f~' = idy
und f~' o f = idy;. Anwendung des de Rham-Funktors H* liefert dann unter
Benutzung der Funktoreigenschaften

fro(fy =H"foH f1 = H*(f" o f) = H(idx) = idy-(ar),

d.h. die lineare Abbildung f* ist umkehrbar mit Umkehrfunktion (f~!)*, also bi-
jektiv und damit ein Isomorphismus

H*(N) L= 5 (M),

Demnach gilt die Isomorphie H*(N) = H*(M), woraus sich die Invarianz der de
Rham-Kohomologie unter Diffeomorphismen ergibt. O
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6 Der de Rham-Komplex einer Mannigfaltigkeit M =
uvuv

Unter Verwendung der Mayer- Vietoris-Sequenz ist es moglich, die Kohomologie der
Vereinigung zweier offener Mengen zu berechnen.

6.1 Die Mayer-Vietoris-Sequenz fir 2*

Sei also M eine Mannigfaltigkeit und {U, V'} eine offene Uberdeckung von M, d.h.
U,V sind zwei offene Mengen, so daf} gilt

M=UUYV.

Dann gibt es eine Sequenz von Inklusionen
Do
M uljv-—uny,
— ]Iy

wobei U [V die disjunkte Vereinigung von U und V' bedeutet und dy und 0; die
folgenden Inklusionen sind:

0:UNV —=U
Oh:UNV =V

Durch den kontravarianten Funktor * erhélt man nun eine Sequenz von
Einschrankungen

%
(M) L aru) e o) gﬂ*(U nv).

1

mit den Einschrankungsabbildungen

%+ (U) — QUNV), w— wlyay
O (V) — UV, w— wlyay

sowie

B: (M) — Q" (U)® Q(V), wr— (wy,w|y)-

Definition 6.1. Die durch die Abbildung
9" = 0y=0y : (V)Y (V) — Q(UNV), (w,7) — 01 (7) =0 (w) = Tlunv —wluny
gegebene Sequenz

0— o) L oweo ) L ownv) —o

heiffit Mayer-Vietoris-Sequenz.
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Satz 6.2. Die Mayer-Vietoris-Sequenz ist exakt.

Beweis. Betrachte die Exaktheit an den folgenden Stellen:

1. Exaktheit bei Q*(M). Exaktheit an dieser Stelle bedeutet gerade die Injek-
tivitat von 8 bzw. ker 8 = 0. Es ist f(w) = (w|y,w|y) = 0 genau dann wenn
die Form w € Q*(M) sowohl auf U als auch auf V' verschwindet; das bedeutet
aber, daf} sie auf ganz M verschwindet, also w = 0 auf M. Also ist 3 injektiv.

2. Exaktheit bei Q*(U) @ Q* (V). Die Exaktheit hier ist gleichbedeutend mit der
Identitat im 8 = ker 0*.
7 C 7 Sei (wp,w2) € im . Dann gibt es w € Q*(M) so, daB (wy,w2) =
(wlu,w|v), und es gilt 0" (w|y,w|v) = wluny — wluny = 0. Also ist (w1, ws) €
ker 0*.
7 D7 Sei nun (w,7) € ker0*: 0*(w,7) = T|ynv —w|vny =0, d.h. w und 7
stimmen auf U NV iiberein. Es gibt dann eine Form n € Q*(M) mit |y = w
und 5|y = 7, also B(n) = (w,7) € im (.

3. Exaktheit bei Q*(U NV). Zu zeigen ist die Surjektivitat von 9*.
Betrachte zunichst Funktionen f € Q%(M = R') = C>(R!). Sei {py, pv} eine
der offenen Uberdeckung {U,V} von R! untergeordnete Zerlegung der Eins.
Dann ist py f eine Funktion auf U und entsprechend py; f eine Funktion auf V.

Vd \
< 7
Py
U \ ) 2
v
¢ /
T v

Wegen
O (=pvfipuf)=(puf) = (=pvf)=f

kann f als Differenz einer Funktion auf V' und einer Funktion auf U dargestellt
werden. Das bedeutet aber, daf die Abbildung 9% : Q°(U) @ Q°(V) —
O°(U N V) surjektiv ist. Fiir eine beliebige Mannigfaltigkeit M ergibt sich
analog fiir w € QF(U) @ QF(V)

I (—pyw, pyw) = w.

Es folgt die Exaktheit der Mayer-Vietoris Sequenz. 0



6 DER DE RHAM-KOMPLEX EINER MANNIGFALTIGKEIT M =U UV 34

Die Mayer-Vietoris Sequenz
00— QM) —QU)aQ(V) —Q(UNV)—0

induziert eine lange Sequenz von Kohomologiegruppen (auch Mayer-Vietoris Se-
quenz genannt),

. — HY(M) — HYU)@HY(V) — HIUNV) L HIY(M) — HIPY(U)@HIT (V) — ...,

die nach dem Zick-Zack-Lemma (Satz 3.6) ebenfalls exakt ist. Anhand dieser
soll noch einmal die Definition des Operators d* erlautert werden. Dazu betrachte
das folgende Diagramm mit exakten Zeilen

0 — QX (M) — QUT2U)sQ2(V) — QIP2(UNV) — 0
Td Td Td

0 — QIYM) — QMY U)ot (V) — QUNV) — 0
Td Td Td

0 — QM) —  QNU)sQV) — QUNV) — 0
7 T 7

Sei w € QI(U N V) eine geschlossene Form, also dw = 0. Aus Exaktheitsgriinden
gibt es ein £ € QIU) @ Q4(V) mit 0*(§) = w. Dieses ist gegeben durch £ =
(—pvw, pyw), denn 0*(§) = w. Wegen der Kommutativitat des Diagramms und der
Geschlossenheit von w gilt

9*(d€) = d(0*€) = dw =0 € QU NV),

wobei d§ = (—d(pyw), d(pyw)) ist. Die Gleichheit 0*(d¢) = d(ppw)—(—d(pyw)) =0
bedeutet, dafi die Formen —d(pyw) und d(pyw) auf U NV iibereinstimmen. Nun
gibt es a € QI (M) mit B(a) = d€. Aus der Injektivitit von 3 ergibt sich, daf o
geschlossen ist:

B(da) = d(B(a)) = d(d€) = d?¢ = 0 = da = 0.
Dieses a reprisentiert nun d*[w], also
d'lw] = [o] € HTT (M),
was explizit

vy [ dlpvw)] anfU
6= { i v

bedeutet. Wegen supp(w) C U NV gilt auch supp(d*[w]) CUNV.
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Beispiel 6.3. (Die Kohomologie des Kreises S'). Uberdecke den Kreis S'
durch die beiden offenen Halbkreise U und V', so daf S l=puv.

~

unyv

Da U,V,U NV jeweils diffecomorph zu R sind, erhalte mit Lemma 5.7 die Isomor-
phien

2

H*(SY=H*(U)® H* (V) = H*(UNV)=0
HY U)o HY(V) HY {UNV)=0
HYU)® HY(V) HUNV)=ZRaR

1%

1

womit die Mayer-Vietoris-Sequenz die folgende kurze exakte Sequenz liefert:
0— HSHY L ReR SRR LS HI(SY) — 0
Dabei ist die Abbildung 6* := 9** gegeben durch
& HO U)o HY(V) — H'(UNV), [(w,T)] — [(T —w, T —w)],

womit dim(im 6*) = 1 ist, was nach der Dimensionsformel sofort dim(keré*) = 1
impliziert. Wegen der Exaktheit der Mayer-Vietoris-Sequenz gilt nun

ker 8" = 0,
was die Injektivitdat von §* bedeutet, und
im % = ker d”.

Nun ist
ker 6* = R,

denn ker 0* sind gerade die Kohomologieklassen konstanter Funktionen [(w,T)] €
HO(U) @ H°(V) mit w|yny = 7|uny. Die Isomorphie

H(S') = im B
( HO(SY) % im (3* ist ja ein Isomorphismus! ) liefert nun

HO(S') = ker 6*
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und schliefilich
HO(SY) = R.

Weiter ist aus Exaktheitsgriinden im d* = H'(S'), die Abbildung
d*:ROR — H'(SY)
also surjektiv, und nach dem Ersten Isomorphiesatz gilt

R&R RoR
kerd*  im &%

1

H'Y(Sh) = coker 0" = R.

Wegen H?(S') = 0 fiir ¢ > 1 ist damit die Kohomologie des Kreises vollstindig
bestimmt, namlich ist

H*(SYHY=RaoR.

Ergéinzung (Ein Erzeuger von H'(S1)). Sei a € Q°(UNV) eine geschlossene 0-
Form mit [o] ¢ im §*. Dann repriisentiert d*[a] einen Erzeuger von H!(S'). Wiihle
fiir o die Funktion, die auf dem oberen Teil von U NV den Wert 1 hat und auf dem
unteren Teil 0 ist:

Py Py —
U \'4 unyv
0
[a] ist so das Bild von [(—pyva, pra)], denn §*[(—pya, pra)] = [a]. Da —d(pya

und d(pya) auf U NV iibereinstimmen, reprisentieren sie eine globale Form auf
St die durch d*[a] gegeben ist. Es handelt sich dabei um eine Buckel-1-Form mit
supp(d*[a]) CUNV.
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6.2 Die Mayer-Vietoris-Sequenz fiir (2}

Der folgende Abschnitt behandelt die Mayer-Vietoris-Sequenz fiir kompakte Trager,
d.h. fiir den kovarianten Funktor 2.

Seien wie oben M eine Mannigfaltigkeit und U, V offene Mengen, die M iiberdecken,
also M = U U V. Ausgehend von der Sequenz von Inklusionen

0o
M<—UHV<8:UDV,
1

erhalt man durch Anwendung des kovarianten Funktors 2} eine Sequenz von Formen
mit kompaktem Trager

QX (M) <= QX (U) @ Q:(V) < U n V),

wobei die Homomorphismen 6 : QX (U NV) — Q5(U) & QA(V) und € : Q5(U) &
Q5(V) — Qf(M) definiert sind durch

5(&)) = (_j*W,j*CU)
und
e(w1,ws) 1= wy + we.
Satz 6.4. Die Mayer-Vietoris-Sequenz fir Formen mit kompaktem Trdger
0 QM) <= QNU) @ QI (V) < Q(UNV) «— 0

ist exakt.
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Beweis. Untersuche die drei wesentlichen Stellen auf Exaktheit: O]

1. Exaktheit bei Q}(M). Esist die Identitat im e = Qf(M), d.h. die Surjektivitét
von € zu zeigen. Sei dazu w € Q(M). Dann ist w das Bild von (pyw, pyw) €
QU) @ Q(V), denn €(pyw, pyw) = pyw + pyw = w. Da eine angeschlossene
Teilmenge einer kompakten Menge in einem Hausdorff-Raum stets kompakt
ist, hat pyw wegen supp(pyw) C supp(py) Nsupp(w) einen kompakten Tréger.
Damit folgt die Surjektivitit von e.

2. Exaktheit bei Q(U) @ Q(V). Zu zeigen ist dafiir ker e = im ¢.
7 C 7 Sei (wr,we) € kere, also e(wy,w2) =0 € Qf(M). Dann ist w; = —wsy auf
M. Somit gibt es eine Form w € Q(UNV) derart, dafl (w1,w2) = (—jsw, jw);
das bedeutet (w1,ws) € im 0.
7 D7 Sei (w1,ws) € im J, dann ist (w1, ws) = (—jww, jsw) fir ein geeignetes
we WU NV), und es gilt (w1, ws) = —juw + jow = 0, also (w1,w2) € kere.

3. Exaktheit bei Qf(U NV). Es gilt die Injektivitét von d zu zeigen, mit anderen
Worten: kerd = 0. Dies ist leicht zu sehen, denn es gilt §(w) = (—jsw, jsw) = 0
genau dann, wenn w = 0 ist.

Es folgt die Exaktheit der Mayer-Vietoris-Sequenz fiir Formen mit kompaktem Trager.

Wie oben liefert die Mayer-Vietoris-Sequenz eine lange exakte Sequenz von Ko-
homologiegruppen

. — HITY(M) — HIY ()@ HITY (V) — HITY(UNV) < HY(M) — H(U)SHI(V) — ...

Beispiel 6.5. (Die Kohomologie des Kreises S! mit kompaktem Triger).
Da die Sphire S! kompakt ist, ist zu erwarten, da8 die Kohomologie H*(S') mit
kompaktem Trager mit der gewijhnlichen de Rham-Kohomologie H*(S') iibereinstimmt.

f-‘\\
unyv
S

Mit

HZ(SY) = HX(U)® H;(V) = H;(UNV)=0
H U)o HNV) =2 H(UNV)ZRaR
HYU)® HY(V) HUNV)=0

12
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erhalte aus der Mayer-Vietoris-Sequenz die exakte Sequenz
0e— HY(SY) < ROR L ROR <& HOSY) — 0,
wobei §* hier gegeben ist durch
0" H,(UNV) — Hy(U) ® Ho(V), w = (wi,ws) = (=(ju)w, (jv)w)
und jy, jv die Inklusionen

ju: NV —=U
jv:UnNV =V
sind. Wegen der Exaktheit der Sequenz ist ker d* = 0, also ist d* injektiv, und somit

gilt
HO(S') =2 im d* = ker §*.

Da dim(im ¢*) = 1 ist nach der Dimensionsformel auch dim(ker 6*) = 1 und damit
HO(SY) ~R.

Die Exaktheit der Sequenz liefert nun die Identitit im €* = H}(S'), d.h. die Sur-

jektivitat von €*. Nach dem Ersten Isomorphiesatz ist dann

RGR ROR

= - = coker 0"
ker e* im o*

HY(S") =
und schlieflich
HY(SY) =R,

Aufgrund der Tatsache, daB HZ(S') = 0 fiir ¢ > 1 ist, ist die Kohomologie mit
kompakten Tragern des Kreisen nun vollstdndig bestimmt, und wie erwartet gilt

H*(SY) = H*(S)) =R@R.
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