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1 Kategorien

1 Kategorien

Die Kategorientheorie liefert eine allgemeine Begriffssprache, dhnlich wie die
Mengenlehre. In der Algebra dient sie unter anderem dazu, immer wieder auftre-
tende Begriffe und Konstruktionen auf ihre wesentliche Struktur zuriickzufiihren.
Fiir Beispiele verwenden wir Material aus spateren Kapiteln.

(1.1) Kategorie. Eine Kategorie C besteht aus den folgenden Daten:

(1) Einer Klasse (Menge) Ob(C) von Objekten.

(2) Einer Menge Mor(C, D) zu jedem geordneten Paar (C, D) von Objekten
C, D von C. Die Elemente von Mor(C, D) heiflen Morphismen der Ka-
tegorie von C' nach D. Ein Morphismus von C' nach D wird oft in der
Form f:C — D geschrieben und Pfeil der Kategorie genannt. In diesem
Fall heifit C' die Quelle und D das Ziel von f. Ein Morphismus bestimmt
Quelle und Ziel, d. h. aus Mor(C, D) N Mor(E, F) # ) folgt C' = E und
D=F.

(3) Einem Morphismus id(C) = ide = 1¢ € Mor(C, C) fiir jedes Objekt C,
genannt Identitit von C.

(4) Einer Abbildung

Mor(B,C') x Mor(A, B) — Mor(A,C), (g,f)—gof=gf

fiir jedes geordnete Tripel (A, B, C') von Objekten, genannt Komposition,
Verkniipfung oder Verkettung von Morphismen.
Diese Daten sollen die folgenden Axiome erfiillen:
(5) Die Komposition ist assoziativ, d. h. fiir Morphismen f: A — B, ¢: B — C
und h: C' — D gilt immer (hg)f = h(gf).
(6) Fiir jeden Morphismus f: A — B gilt f = foid(A) =id(B) o f.
Statt Mor(C, D) wird zur Verdeutlichung auch Morc(C, D) oder C(C, D) ge-
schrieben. Auch Hom(C, D) oder Hom¢(C, D) ist fiir diese Menge in Gebrauch,
in Anlehnung an die Homomorphismenmengen der Algebra. <&

Das Musterbeispiel einer Kategorie ist die Kategorie MEN der Mengen. Die
Objekte sind die Mengen. Die Morphismen sind die Mengenabbildungen. Die
Identitét ist die identische Abbildung. Die Komposition ist die Nacheinander-
ausfithrung von Abbildungen.

Viele weitere Kategorien werden aus Mengen mit zusétzlichen Strukturen ge-
wonnen. Wir geben einige Standardbeispiele.

Die Kategorie GRU der Gruppen (Objekte) und Gruppenhomomorphismen
(Morphismen). Die Kategorie K-Vek der Vektorrdume iiber einem Korper K
(Objekte) und K-linearen Abbildungen (Morphismen). Die Kategorie AB der
abelschen Gruppen und Homomorphismen.

In allen vorstehend genannten Kategorien und weiteren analogen, denen Men-
gen mit weiterer Struktur zugrundeliegen, ist, wenn nichts anderes gesagt wird,
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die Komposition diejenige der Mengenabbildungen. Die Axiome einer Kategorie
sind dann offenbar erfiillt.

Wir haben anfangs von einer Klasse von Objekten gesprochen, weil Bildungen
wie die Menge aller Mengen nicht erlaubt sind. Ist Ob(C) eine Menge, so spre-
chen wir von einer kleinen Kategorie. Wir gehen auf die mengentheoretischen
Grundlagenprobleme nicht ein.

Die Sprache der Kategorien dient dazu, die in vielen mathematischen Zweigen
auftretenden Begriffe in eine einheitliche Begriffssprache einzugliedern. Hierzu
gleich ein einfaches Beispiel.

Ein Morphismus f:C' — D einer Kategorie heifit Isomorphismus, wenn er
einen Umkehrmorphismus g: D — C' mit den Eigenschaften g o f = id(C') und
fog = id(D) besitzt. Dieser ist dann eindeutig durch f bestimmt (Beweis!)
und wird auch mit f~! bezeichnet. Gibt es einen Isomorphismus f:C — D,
so heiflen die Objekte C' und D isomorph. Ein Morphismus f:C' — C' heif}t
Endomorphismus von C'. Ein Isomorphismus f:C' — C heifit Automorphismus
von C.

Die Morphismen einer Kategorie sind nicht immer Mengenabbildungen, wie
die folgenden Beispiele zeigen.

(1.2) Monoide und Gruppen. Eine Kategorie mit einem einzigen Objekt
C' ist durch die Menge M = Mor(C, (') und eine assoziative Verkniipfung mit
neutralem Element auf M gegeben. Die Angabe eines Objektes ist in diesem
Falle iiberfliissig, es geniigt M zusammen mit der Verkniipfung. Eine Menge
M zusammen mit einer assoziativen Verkniipfung mit neutralem Element heif3t
Monoid.

Eine Kategorie mit einem Objekt C, in der jeder Morphismus ein Isomorphis-
mus ist, wird durch eine Gruppenstruktur auf M = Mor(C, C) gegeben, denn
die Existenz des Umkehrmorphismus besagt die Existenz des Inversen.

Eine Kategorie, in der jeder Morphismus ein Isomorphismus ist, heifit Grup-
poid.

Fiir jede Kategorie und jedes ihrer Objekte A ist Hom(A, A) mit der Kompo-
sition ein Monoid. &

(1.3) Teilweise geordnete Mengen. Sei C eine kleine Kategorie, in der zwi-
schen je zwei Objekten hochstens ein Morphismus existiert. Sei P die Menge der
Objekte. Wir definieren auf P eine Relation < durch

r<y < Mor(z,y)#0.
Diese Relation hat die Eigenschaft

r<y,y<z = <2
und heiflt deshalb Prdordnung auf P. Gilt auflerdem

r<y,ys<r = xT=yY,
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so sprechen wir von einer (teilweisen oder partiellen) Ordnung auf P.
Im Sinne der Kategorien bedeutet das gleichzeitige Bestehen von x < y und
y < x, daf} die Objekte x und y isomorph sind. <&

(1.4) Duale Kategorie. Sei C eine Kategorie. Die duale Kategorie C° entsteht
aus C durch ,,Umkehren der Pfeile“. Das bedeutet: Die Objektklassen beider Ka-
tegorien sind gleich. Es ist C°(C, D) = C(D, C'). Die Identitdten bleiben dieselben.
Die Komposition % in C° ist durch Umkehrung der Reihenfolge definiert: f * g
ist genau dann definiert, wenn g o f definiert ist, und gleich dem zu g o f in C°
gehorenden Morphismus. &

(1.5) Produktkategorie. Seien C und D Kategorien. Die Produktkategorie C x
D hat als Objekte die Paare (C, D) von Objekten C' aus C und D aus D. Die
Morphismen (Cy, D) — (Cq, D) sind die Paare von Morphismen f:C; — Cy,
g: Dy — Ds. &

Aus einer Kategorie kann man in vielerlei Weise neue Kategorien konstruieren.
Wir geben einige Beispiele.

(1.6) Kategorie der Pfeile. SeiC eine Kategorie. Die Kategorie PC der Pfeile
von C hat als Objekte die Morphismen von C. Ein Morphismus von f:C; — Cs
nach g: Dy — Dy ist ein Paar von Morphismen ¢;: C; — Dj, die gp = paof
erfiillen. &

(1.7) Kategorie der Endomorphismen. Die Objekte von END(C) sind die
Endomorphismen f:C' — C' in C. Ein Morphismus von f nach g: D — D ist ein
Morphismus ¢: C' — D, der gp = pf erfiillt. O

(1.8) Objekte iiber und unter B. Sei B ein Objekt aus C. Ein Morphismus
f: E — B heifit Objekt iber B. Die Kategorie Cg habe als Objekte die Objekte
iitber B. Ein Morphismus von f: £ — B nach ¢g: F — B ist ein Morphismus
p: E — F, der gp = f erfiillt. Ebenso fiir Objekte f: B — E unter B. &

Allgemein kann man in analoger Weise offenbar aus Diagrammen fester Form
Kategorien bilden.

2 Funktoren

Seien C und D Kategorien. Ein Funktor F:C — D von C nach D ist eine Vor-
schrift, die jedem Objekt C von C ein Objekt F'(C') von D und jedem Morphismus
f:C — D von C einen Morphismus F(f): F(C) — F(D) von D zuordnet. Diese
Daten sollen die folgenden Eigenschaft haben:

(2.1) FOd(C)) =1d(F(C)),  F(go f) = F(g)o F().

Ein kontravarianter Funktor U:C — D ist eine Vorschrift, die jedem Objekt C'
von C ein Objekt U(C') von D zuordnet und jedem Morphismus f: C' — D von C
einen Morphismus U(f):U(D) — U(C') von D. Diese Daten sollen die folgende
Eigenschaft haben:
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(2.2) Ud(C)) =id(U(C)),  Ulgo f) =U(f) o U(g).
Funktoren nennt man zur Unterscheidung auch kovariante Funktoren. &

Man sagt: Ein kontravarianter Funktor dreht die Richtung der Pfeile um. Eine
unmittelbare Folgerung aus den Axiomen (2.1) und (2.2) ist:

(2.3) Notiz. Ein (kontravarianter) Funktor bildet Isomorphismen auf Isomor-
phismen ab. O

Ein kontravarianter Funktor F:C — D ist im wesentlichen dasselbe wie ein
Funktor C — D° in die duale Kategorie oder wie ein Funktor C° — D. Ein
Funktor F':C x D — & von einer Produktkategorie wird auch als Funktor in zwei
Variablen angesehen. Wir geben einige Beispiele fiir Funktoren.

(2.4) Dualraum. Jedem Vektorraum V' iiber dem Kérper K werde der Dual-
raum V* = Homg (V, K) der K-linearen Abbildungen V' — K zugeordnet und je-
der linearen Abbildung f:V — W die duale Abbildung f*: W* — V* «a+ aof.
Dadurch wird ein kontravarianter Funktor Dualraum von der Kategorie K-Vek
in sich definiert. Zweimalige Anwendung liefert den Funktor Bidualraum. &

(2.5) Vergififunktoren. Die in Rede stehenden Funktoren lassen Struktur weg
(vergessen sie). Wird einer Gruppe G die ihr zugrundeliegende Menge G und
jedem Homomorphismus dieselbe Mengenabbildung zugeordnet, so erhalten wir
einen Vergififunktor GRU — MEN. <&

(2.6) Gruppen. Wir fassen eine Gruppe als Kategorie mit einem Objekt auf.
Ein Funktor G — H ist dann dasselbe wie ein Gruppenhomomorphismus f: G —
H. Durch g — ¢g~! wird ein kontravarianter Funktor G — G definiert. <&

(2.7) Hom-Funktoren. Jede Kategorie produziert durch ihre Morphismen-
mengen Funktoren. Sei D ein Objekt der Kategorie C. Der kontravariante Hom-
Funktor

Hom(—, D) = Hom(?,D):C — MEN

ordnet einem Objekt C' die Morphismenmenge Hom(C, D) zu und einem Mor-
phismus ¢: C} — Cy die Abbildung

Hom(p, D): Hom(Cy, D) — Hom(Cy, D), f+ fop.

Die Funktoraxiome sind leicht nachzurechnen. Analog gibt es zu jedem Objekt
C' den kovarianten Hom-Funktor Hom(C, —):C — MEN. Betrachtet man beide
Variablen gleichzeitig, so wird der Hom-Funktor ein Funktor

Hom(—,—):C° x C — MEN
in zwei Variablen. )

Sind F: A — B und G: B — C Funktoren, so ist die Komposition G o F' der
Funktor A — C, der durch
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(2.8) (Go F)(C)=G(F(C), (GeF)(f)=GF(f))

auf Objekten C' und Morphismen f definiert ist. Es gibt den identischen Funktor
Ide:C — C, der auf Objekten und Morphismen die Identitat ist. Komposition
von Funktoren ist assoziativ. Sind A und B kleine Kategorien, so bilden die
Funktoren von A nach B eine Menge, denn ein Funktor ist durch eine Abbildung
der Objektmengen und Morphismenmengen gegeben. Deshalb bilden die kleinen
Kategorien zusammen mit den Funktoren zwischen ihnen und der eben genannten
Komposition selbst wieder eine Kategorie KAT.

Die Komposition zweier kontravarianter Funktoren ist analog definiert und
liefert einen kovarianten Funktor. Auch lassen sich ko- und kontravariante Funk-
toren komponieren.

Da KAT eine Kategorie ist, haben wir den Begriff einer Isomorphie von (klei-
nen) Kategorien. Es stellt sich jedoch heraus, dafl dieser Begriff zum Vergleich
zweier Kategorien zu starr ist. Wir werden alsbald den Begriff einer Aquivalenz
von Kategorien erkldren.

(2.9) Natiirliche Transformation. Seien F,G:C — D Funktoren. Eine
natirliche Transformation ®: F — G von F nach G besteht aus einer Fami-
lie ®¢: F(C) — G(C) von Morphismen in D, indiziert durch die Objekte C' von
C, so daf fiir jeden Morphismus f:C'— D in C das Diagramm

FlO) 2% G(o)
o o
F(D) ®p G(C)

in D kommutativ ist. Sind alle ®¢ Isomorphismen in D, so heifit ® natirlicher
Isomorphismus, in Zeichen ®: F' ~ (. Analog wird eine natiirliche Transformati-
on und ein natiirlicher Isomorphismus zwischen kontravarianten Funktoren defi-
niert. Die Inversen @51 eines natiirlichen Isomorphismus bilden ebenfalls einen.<

(2.10) Beispiel. Seien D und E Objekte einer Kategorie, und sei f: D — E
ein Morphismus. Durch Komposition mit f erhalten wir eine natiirliche Trans-
formation f.: Hom(?, D) — Hom(?, F) zwischen Hom-Funktoren, indem

fsc:Hom(C, D) — Hom(C, E), g+~ fog

gesetzt wird, und eine natiirliche Transformation f*: Hom(F,?) — Hom(D,?),
indem

fé&Hom(E,C) — Hom(D,C), h+ hof
gesetzt wird. &

(2.11) Bidualraum. Zu jedem K-Vektorraum V und jedem v € V' gehort
Dy (v) € V**, wobei
Dy(v): V"= K, ¢~ p(v)
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ist. Die durch
Dy:V = V™ v Dy(v)

gegebenen linearen Abbildungen liefern eine natiirliche Transformation des iden-
tischen Funktors von K-Vek in den Funktor Bidualraum. Beschréinkt man diese
Konstruktion auf die Kategorie K-vek der endlichdimensionalen K-Vektorraume,
so wird D ein natiirlicher Isomorphismus. &

Sind &: ' — G und V¥: G — H natiirliche Transformationen zwischen Funk-
toren C — D, so wird durch

(2.12) (Vod)o =Veodo

eine natiirliche Transformation W o ®: F — H definiert. Diese Komposition von
natiirlichen Transformationen ist assoziativ. Es gibt immer die identische natiirli-
che Transformation Idy: FF — F.

Sind C und D kleine Kategorien, so bilden wir die Funktorkategorie [C,D]:
Deren Objekte sind die Funktoren C — D, und die Morphismen von F' nach G

sind die natiirlichen Transformationen ®: F' — G. Die Komposition haben wir
durch (2.12) definiert.

Ein Funktor F:C — D heifit Aquivalenz von diesen Kategorien, wenn es einen
Funktor G: D — C und natiirliche Isomorphismen GF ~ Ide; und FG ~ Idp
gibt. Es ist dann auch G eine Aquivalenz von Kategorien. Kategorien C und D
heiBen dquivalent, wenn es eine Aquivalenz zwischen ihnen gibt.

(2.13) Aufgaben und Erginzungen.

1. Eine Unterkategorie einer Kategorie C besteht aus einer Teilmenge von Ob-
jekten und Morphismen, so dafl mit der gegebenen Komposition diese Teilmen-
gen eine Kategorie bilden. Eine Unterkategorie heifit voll, wenn fiir je zwei ihrer
Objekte die Hom-Menge dieselbe ist wie in der groflen Kategorie. Eine volle Un-
terkategorie D ist genau dann dquivalent zur ganzen Kategorie C, wenn zu jedem
ihrer Objekte ein isomorphes in D existiert.

2. (Yoneda-Lemma) Sei C eine Kategorie. Eine natiirliche Transformation des
Hom-Funktors Hom(—, D) in einen kontravarianten Funktor G:C — MEN ist
durch den Wert auf id(C') € G(C) bestimmt und dieser Wert kann beliebig vor-
geschrieben werden. Die Funktoren Hom(—, D) und Hom(—, £) sind genau dann
natiirlich isomorph, wenn D und E isomorph sind.

3. Sind F:C — D und G: D — & Aquivalenzen von Kategorien, so ist auch Go F'
eine Aquivalenz.

3 Summen und Produkte

Wir kommen jetzt zu kategoriellen Begriffsbildungen, die in sdmtlichen algebra-
ischen Kategorien immer wieder eine wichtige Rolle spielen. Hier bewihrt sich
der Formalismus der allgemeinen Begriffssprache.
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Sei X = (X, | j € J) eine Familie von Objekten der Kategorie C. Eine Familie
(pj: X — X, | j € J) von Morphismen in C heifit Produkt der Familie X', wenn
fiir jedes Objekt Y von C die Abbildung

(3.1) Hom(Y, X) — [[Hom(Y, X;), f+ (pjoflj€)

jed
bijektiv ist. In (3.1) ist [] das mengentheoretische Produkt. Das Urbild von (f;)
bei (3.1) werde ebenfalls mit (f;) bezeichnet.

Ein Produkt ist, wenn es existiert, im wesentlichen eindeutig bestimmt. Sei
némlich (¢;: X’ — X, | j € J) ein weiteres Produkt von X'. Dann gibt es genau
einen Morphismus o: X’ — X mit p; oo = ¢; (indem wir (3.1) auf ¥ = X’
anwenden) und genau einen Morphismus §: X — X' mit ¢; o § = p;. Wegen
pjoao 3 = p; und der Bijektivitét in (3.1) ist o5 = id. Ebenso folgt foa = id.
Also sind o und 3 eindeutig bestimmte Isomorphismen.

Ein Produkt ist also bis auf die genannte Isomorphie eindeutig durch eine
Eigenschaft, ndmlich die Bijektivitdt von (3.1), bestimmt. Wir sprechen deshalb
von der universellen Figenschaft des Produktes.

Ein Produkt bezeichnen wir héufig wie in der Mengensprache durch das Sym-
bol

jeJ
nehmen also die p; nicht mit in die Notation auf, und nennen p; = pr; die
Projektion auf den Faktor X;. Ebenso wird ein Produkt der Objekte X, X,
durch X; x X, bezeichnet.

Ist Y = (Y; | j € J) eine weitere Familie, (¢;: Y — Yj) ein Produkt von ) und
(f;: X; — Y;) eine Familie von Morphismen, so gibt es genau einen Morphismus
f:X — Y mit der Eigenschaft ¢; o f = f; op;, j € J. Wir wihlen dafiir die
Bezeichung

(3.3) =11+

j€J
und nennen f das Produkt der Morphismen f;. Die eindeutige Existenz von f
folgt mit der universellen Eigenschaft von Y, angewendet auf die Familie (f;p;).
Universelle Eigenschaften liefern auch Rechenregeln wie

(3.4) (T ) e QL9 =TI 9)-
J j j
Wir bemerken, daf§ das iibliche cartesische Produkt von Mengen ein Produkt im
eben genannten Sinne in der Kategorie der Mengen MEN ist.
Wir sagen, eine Kategorie besitze (endliche) Produkte, wenn zu jeder (end-
lichen) Familie von Objekten ein Produkt existiert. Die Kategorie der endlichen
Mengen hat endliche Produkte aber nicht beliebige, denn das Produkt einer
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unendlichen Familie von Mengen mit mehr als zwei Elementen miifite eine un-
endliche Menge sein.

Haben je zwei Objekte ein Produkt, so auch je endlich viele. Die Produktbil-
dung ist assoziativ. Diese Aussagen folgen daraus, dafl Produkte von Produkten
wieder Produkte sind. Genauer:

(3.5) Satz. Sei (X, = (X; | j € J(k)) | k € K) eine Familie von Familien
von Objekten von C. Seien die J(k) paarweise disjunkt, und sei X = (X, | j €
Usex J(k)). Hat jede der Familien X, ein Produkt Yy = [];c ;) X; und haben
die (Yy | k € K) ein Produkt, so ist

PIyx, © Py, H Yi — H X;— X
kEK jEJI (k)

ein Produkt von X.
BEWEIS. Argumentation mit den universellen Eigenschaften. O

Insbesondere 1a8t sich ein Produkt von drei Objekten durch (X; x X3) x X3
und X; x (Xs X X3) gewinnen, und es gibt einen eindeutigen Isomorphismus zwi-
schen diesen Produkten, der mit den Projektionen auf die Faktoren vertraglich
ist. Das ist die Assoziativitdt (analog fiir beliebige Klammerungen). In fast allen
praktisch vorkommenden Kategorien weil man, wie man mit eventuellen Pro-
dukten umgehen muB. Deshalb wollen wir hier die formellen Uberlegungen, zum
Beispiel zur Assoziativitét, nicht vertiefen. Sie sind iibrigens komplizierter, als es
zundchst den Anschein hat.

Wird ein kategorientheoretischer Begriff nur durch Eigenschaften von Pfeilen
definiert, so erhilt man einen neuen Begriff, indem man die Richtungen aller
Pfeile umkehrt (Dualitéitsprinzip; Verwendung desselben Begriffs in der dualen
Kategorie). Der duale Begriff zum Produkt ist die Summe, zur Betonung der
Dualitdt auch Koprodukt genannt. (Ein dualer Begriff wird oft mit der Vorsilbe
Ko- gekennzeichnet.)

Eine Summe einer Familie X = (X | j € J) ist eine Familie (i;: X; — Z | j €
J) von Morphismen, so daf fiir alle Objekte Y die Abbildung

(386)  Hom(ZY)— [[Hom(X,,Y), frs(foi;|je )

jeJ
bijektiv ist (universelle Eigenschaft der Summe). Das Urbild von (f;) bei (3.6)
werde mit ( f;) bezeichnet. Wir schreiben

(3.7) z=1[x;

jeJ
und nennen 7; die Injektion des j-ten Summanden. Die Aussagen und Notatio-
nen (3.3), (3.4) und (3.5) iibertragen sich durch Dualisierung: Sind f;: X; — Y;

Morphismen, so wird der Summenmorphismus mit
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(3.8) Hr11x-11v

jed jed jed

bezeichnet. Er ist durch die Eigenschaft

(I ) eis=ijof

charakterisiert. Eine Summe von Summen ist eine Summe. Die Summenbildung
ist assoziativ.

Ist eine Menge X die disjunkte Vereinigung der Teilmengen (X, | j € J),
so bilden die Inklusionen i;: X; C X ein Summe in MEN. Um eine Summe in
MEN einer beliebigen Familie von Mengen (X; | j € J) zu erhalten, muff man
die Mengen kiinstlich disjunkt machen und sie dann vereinigen, etwa wie durch
Uje i}t x X angedeutet.

Mit den Begriffen Produkt und Summe eng zusammen héngen die Begriffe
Pullback (= cartesisches Quadrat) und Pushout (= kocartesisches Quadrat).

Seien f: X — B und ¢:Y — B Morphismen einer Kategorie C. Ein kommu-
tatives Diagramm in C

P r Y
- o |
X 4f> B

heiit Pullback von (f,g) (oder cartesisches Quadrat), wenn es die folgende uni-
verselle Eigenschaft hat: Zu jedem Paar von Morphismen F": Z — Y, G Z — X
mit gF’" = fG' gibt es genau einen Morphismus ¢: Z — P mit den Eigenschaften
Ge=G"und Fp =F’.

Durch die universelle Eigenschaft ist ein Pullback in der folgenden Weise bis
auf eindeutige Isomorphie bestimmt: Ist F,: P, — Y und G,: P — X eine weitere
Ergénzung von (f, g) zu einem Pullback, so gibt es genau einen Isomorphismus
®: P — P, mit F,® = F und G,® = G.

Die Definition eines Pushout ergibt sich durch Dualisierung (Umdrehen der
Pfeile): Das kommutative Quadrat (3.9) heifit Pushout (oder kocartesisches Qua-
drat) von (G, F'), wenn es die folgende universelle Eigenschaft hat: Zu jedem Paar
g:Y — T und f": X — T von Morphismen mit f'G = ¢'F gibt es genau einen
Morphismus V: B — T mit ¥V f = f' und Vg = ¢'.

Es ist denkbar, dafl ein Quadrat (3.9) sowohl Pushout als auch Pullback ist:
Es heifit dann bicartesisch.

(3.10) Beispiel. Ein Quadrat der Form

ANB
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ist ein Pushout in MEN. Seien f: X — B und ¢g:Y — B Mengenabbildungen.
Sei (Sprachmifibrauch)

P:=XxpY ={(zr,y) € X xY [ f(z) = g(y)}.
Wir haben Abbildungen
F:P—Y, (x,y)—uy, G:P— X, (z,y)— =z

Mit diesen Daten ist (3.9) ein Pullback in MEN. &

Noch ein Wort zur universellen Eigenschaft: Bei einem Produkt bestimmt sie
Abbildungen , hinein“, bei einer Summe Abbildungen , heraus“. Darin liegt auch
eine Beweismethode.

(3.11) Aufgaben und Erginzungen.

1. Ist (3.9) ein Pullback, so kann gF' = fG: P — B zusammen mit /' und G
als ein Produkt von f und ¢ in der Kategorie der Objekte iiber B angesehen
werden. Dual fiir Pushout und Summe in der Kategorie der Objekte unter P.

2. Die Pushoutbildung ist transitiv: Sind in einem kommutativen Diagramm

e — [ ] —_— [ )

RN

e — 0

die beiden Quadrate Pushouts, so auch das Rechteck. Dual fiir Pullbacks.
3. Beweis fiir (3.4) und (3.5).



2 Die ganzen Zahlen

1 Teilbarkeit

Wir bezeichnen die Menge der ganzen Zahlen {0,+1, £2, ...} mit Z. Die Teilbar-
keitseigenschaften der ganzen Zahlen sind fiir die gesamte Mathematik wichtig.
Wir stellen in diesem Abschnitt grundlegende Begriffe und Aussagen zur Teilbar-
keit zusammen. Sie werden uns spéter in vielen analogen Situationen begegnen.

Gewissen Teilmengen von Z geben wir einen eigenen Namen. Die Zahlen in
Z* = {£1} bezeichnen wir als Finheiten. Eine nichtleere Menge I C Z heifit
Ideal von Z, wenn mit je zwei Elementen z,y € I die Differenz x — y und jedes
skalare Vielfache Az fiir A € Z wieder in I liegt.!

Seien a und b ganze Zahlen. Wir sagen: a teilt b oder a ist ein Teiler von b oder
b ist Vielfaches von a (in Zeichen alb), wenn fiir ein ¢ € Z die Relation b = ac
besteht. Wir notieren einige einfache Eigenschaften.

(1.1) Regeln iiber Teilbarkeit.

(1) 1la, ala, al0.

(2) alb, blc = alc.

(3) alby, alby = a|riby + robs.

(4) alb, c|d = ac|bd.

Falls a das Element b nicht teilt, so schreiben wir dafir afb. a

Die Menge (a) := {ac | ¢ € Z} aller Zahlen, die a als Teiler haben, ist das von
a erzeugte Hauptideal. Wir stellen leicht fest:

(1.2) Notiz. Es gelten die Aquivalenzen:
(1) alb & (a) D (b).
(2) (a) = (b) < es gibt eine Einheit u € Z*, so daf$ a = ub ist.

BEwEIS. Wir zeigen nur (2). Sei (a) = (b). Dann gibt es Gleichheiten ac = b,
bd = a. Folglich gilt acd = a und a(1 — ¢d) = 0. Ist @ = 0, so ist auch b = 0,
und folglich ist wegen a = 0 = 1 - b die Behauptung richtig. Ist a # 0, so folgt
1 —cd = 0, und damit ist ¢ als Einheit erkannt. Ist umgekehrt a = ub und
u~'a = b, so gelten nach (1) die Inklusionen (a) C (b) C (a). O

Zahlen a und b heien assoziiert, wenn (a) = (b) ist. Assoziierte Zahlen haben
dieselben Teilbarkeitseigenschaften.

Theorie und Praxis der Teilbarkeit beruht auf der bekannten Division mit
Rest: Sind a, q € Z, und ist ¢ > 0, so gibt es ein eindeutig bestimmtes Paar (b, r)
ganzer Zahlen mit den Eigenschaften: a = bg+1r, 0 < r < ¢. Damit schlielen wir
leicht:

(1.3) Satz. Ein von {0} verschiedenes Ideal I C 7 besteht genau aus den Viel-
fachen der kleinsten positiven Zahl in I. Insbesondere ist jedes Ideal von Z ein
Hauptideal.

!Dieser Begriff ist der Gruppen- und Ringtheorie angepaft; die erste Bedingung besagt, dafl
I eine Untergruppe von Z ist; die zweite folgt in diesem Fall aus der ersten.
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BewEis. Hat I von Null verschiedene Elemente, so auch positive und genau ein
kleinstes q. Ist a € I, so dividieren wir durch ¢ mit Rest a = bg 4 r und erkennen
r=a—bq € I. Wegen der Minimalitdt von ¢ mufl » = 0 sein. O

Sei A C Z nicht leer. Ein grofiter gemeinsamer Teiler (= GGT) von A ist eine
Zahl d mit den Eigenschaften:

(1) d teilt jedes a € A.

(2) Teilt f jedes a € A, so teilt f auch d.
Aus dieser Definition folgt mittels (1.2) sofort, dafl ein Element d durch diese
beiden Eigenschaften bis auf Multiplikation mit einer Einheit eindeutig bestimmt
ist, da sich zwei Zahlen mit diesen Eigenschaften gegenseitig teilen.

Das von A erzeugte Ideal I(A) besteht aus allen endlichen Summen der Form
> iAja; mit \; € Z und a; € A (ganzzahlige Linearkombination). Nach (1.3)
ist I(A) ein Hauptideal (d(A)). Das von ay,...,a, erzeugte Ideal wird mit
(ay,...,a,) bezeichnet. Der Durchschnitt einer Menge von Idealen ist wieder
ein Ideal.

(1.4) Satz. Sei A C Z und I(A) = (d(A)). Dann ist d(A) ein GGT von A. Es

gibt insbesondere eine Darstellung als Linearkombination d(A) = 3. Aja;.

Beweis. Die Elemente von A liegen in /(A) und sind deshalb Vielfache von
d(A). Teilt f jedes Element von A, so auch jede Linearkombination, also auch

d(A). O

Hat eine Menge den GGT 1, so heiflt sie teilerfremd. Fiir ganze Zahlen
ai,...,a schreiben wir (aq,...,ax) = d, wenn d > 0 der GGT der Familie
ai,...,ay ist. Insbesondere heiflen zwei Zahlen a; und ay teilerfremd zueinander

oder relativ prim, wenn 1 ihr GGT ist.

Sei A C Z eine endliche nichtleere Teilmenge. Ein kleinstes gemeinsames Viel-
faches (= KGV) von A ist eine Zahl m mit den Eigenschaften:

(1) Jedes a € A teilt m.

(2) Teilt jedes a € A eine Zahl f, so teilt m auch f.
Wieder ist m durch diese Eigenschaften bis auf Multiplikation mit einer Einheit
eindeutig bestimmt.

(1.5) Satz. Sei A C Z eine endliche nichtleere Menge. Der Durchschnitt der
Ideale (a) fir a € A ist ein Ideal (m). Das Element m ist ein KGV von A und
teilt das Produkt [],., a.

BeEwEIS. Wegen (m) C (a) ist m ein Vielfaches von a. Ist f ein Vielfaches aller
a, so ist (f) im Durchschnitt der (a) enthalten. O

(1.6) Euklidischer Algorithmus. Er besteht in einer fortgesetzten Division
mit Rest bis die Teilung , aufgeht®, also a1 = qias + as, as = qaz + ay, .. ..
Das Verfahren mufl abbrechen, da die Reste as, a4, . .. immer kleiner werden. Der
kleinste von Null verschiedene Rest ist der GGT von a; und ay; das folgt induktiv
mit Hilfe von Relationen des Typs (a1,a2) = (ag,as) (Beweis?). Durch Riick-
wartsrechnen mit den Gleichungen des Algorithmus erhalten wir eine Darstellung
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des GGT zweier Zahlen als Linearkombination nach (1.4). Ein Beispiel geniigt
fiir das Versténdnis. &

Beispiel. 638 = 1-511+127, 511 = 4-127+3, 127 = 42-3+1, also (638, 511) =
(1). Durch Riickwértsrechnen im Euklidischen Algorithmus erhalten wir eine
Darstellung 1 = Ay - 638 + Xy - 511 wie in (1.4): 127 —-42-3 =1, 127 —42- (511 —
4-127) =169 - 127 —42-511 =1, 169 - 638 — 211 - 511 = 1. &

2 Primzahlen

Wir beweisen in diesem Abschnitt die eindeutige Zerlegbarkeit einer Zahl in
Primfaktoren. Dazu fixieren wir zwei Eigenschaften einer Zahl, die sich dann
alsbald als gleichwertig erweisen werden.

Eine Zahl p € Z heifle unzerlegbar, wenn p # 0 ist, p keine Einheit ist und aus
p = ab folgt, daB a oder b eine Einheit ist. Mit anderen Worten: Eine unzerlegbare
Zahl hat keine Produktzerlegung in Nichteinheiten.

Es heifle p € Z Primelement von Z, wenn p # 0 ist und keine Einheit und
wenn gilt: aus plab folgt p|a oder p|b. Die definierende Eigenschaft eines Primele-
mentes kann im allgemeinen nicht direkt dazu benutzt werden, um ein Element
als Primelement zu erkennen, denn dazu miiffiten unendlich viele Bedingungen
nachgepriift werden. Deshalb notieren wir zunéchst als wichtigstes Hilfsmittel:

(2.1) Satz. Fine ganze Zahl ist genau dann Primelement, wenn sie unzerlegbar
15t.

BEWEIS. Sei p Primelement und p = ab. Dann gilt also pla (oder p|b). Mit
pc = a schlieBen wir nacheinander a = pc = abe, 1 = be, b € Z*. Mithin ist p
unzerlegbar.

Sei p unzerlegbar. Es gelte plab, aber p teile nicht a. Es gilt immer (p) C (p, a).
Aus (p) = (p,a) folgt a € (p), also p|a, was ausgeschlossen war. Also ist (p) #
(p,a). Das Ideal (p,a) ist ein Hauptideal (d), und nach (1.2) besteht deshalb eine
Relation der Form p = dc. Da p unzerlegbar ist, gilt d € Z* oder ¢ € Z*. Ist
c € Z* soist (d) = (p), und das hatten wir ausgeschlossen. Also ist (d) = (1). Es
gibt deshalb eine Darstellung der Form 1 = ep + fa. Wir multiplizieren mit b.
In der Gleichung b = bep + fab sind wegen p|ab beide Summanden der rechten
Seite durch p teilbar; also folgt plb. O

Von nun an nennen wir die positiven Primelemente von Z wie iiblich Prim-
zahlen.

(2.2) Satz. Sei a € Z wvon Null verschieden und keine FEinheit. Dann ist a
Produkt von unzerlegbaren Elementen. Sind a = py...p, = q1 .. .qs Produktdar-
stellungen mit unzerlegbaren p; und g;, so ist r = s, und mit einer geeigneten
Permutation m von {1,...,7} gilt (p;) = (¢=())-

BEWEIS. Existenz einer Zerlegung. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis, der
zunéchst etwas umstandlich anmuten mag, der aber den Vorteil hat, spéater auf
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allgemeinere Situationen iibertragbar zu sein, weil er nur allgemeine Teilbar-
keitseigenschaften benutzt. Wir nehmen also an, a sei nicht Produkt unzer-
legbarer Elemente. Wir zeigen damit zunéchst durch Induktion: Es gibt eine
Folge ag, ai, as, ... von Nichteinheiten mit den Eigenschaften:

(ap) C (a1) C (ag) C ... C (ay),

(ai) # (ait1),

a; ist kein Produkt unzerlegbarer Elemente.

Als ag wéhlen wir das Element a. Seien ay,...,a, mit den genannten Eigen-
schaften gegeben. Da a, kein Produkt unzerlegbarer Elemente ist, besitzt a,
eine Zerlegung a, = a,11b,11 in Nichteinheiten, und mindestens einer der Fak-
toren, etwa a,.1, ist kein Produkt unzerlegbarer Elemente. Aus (a,) = (an41)
wiirde a,, = ua, 1 mit einer Einheit u folgen, was wir ausgeschlossen hatten.

Fir eine Folge der genannten Art ist J;-,(a;) ein Ideal, also ein Hauptideal
(d). Es gibt deshalb einen Index i, so daf d in (a;) liegt. Es folgt (d) C (a;) C
(ai+1) C (d). Damit haben wir einen Widerspruch deduziert.

Eindeutigkeit einer Zerlegung. Sei a = p;...p. = q1 ... ¢s. Da p; Primelement
ist, teilt p; entweder ¢; oder g5 . .. ¢s. Induktiv erkennt man: Es gibt ein j, so dafl
p1 das Element g; teilt. Da ¢; unzerlegbar ist, gilt (p;) = (¢;). Sei j = 1. Wir
dividieren durch p; und erhalten eine Gleichung ps...p,. = uqs ... q, mit u € Z*.
Induktion nach der Anzahl der Faktoren liefert die Behauptung. O

Eine Produktzerlegung a = up,ps - - - p, einer ganzen Zahl a mit einer Einheit
u und Primzahlen p; heifit ihre Primfaktorzerlegung in die Primfaktoren p;. Die
Primfaktorzerlegung regelt die Teilbarkeitseigenschaften. Am besten fafit man
dazu die gleichen Primfaktoren zu Primpotenzen zusammen und spricht dann
von der Primpotenzzerleqgung. Wir schreiben das in (2.3) formal auf.

(2.3) Teilbarkeit und Primfaktorzerlegung. Sei x € Z von Null verschie-
den und p eine Primzahl. Es gibt genau ein v € Ny, so daf$ gilt: p|z aber p*™/x.
Wir setzen v = v,(z).

(1) Fiir eine Einheit z gilt v,(z) = 0 fiir alle Primzahlen p.

(2) Es gilt |y genau dann, wenn fiir alle Primzahlen die Relation v,(z) <
vp(y) besteht.
(3) Der GGT der Familie (a; | j € J) ist eine Zahl d, die durch die Bedin-
gungen
v

p(d) = Min{v,(ay) | 7 € J}

bis auf Assoziierte bestimmt ist.
(4) Das KGV der endlichen Familie (a; | j € J) ist eine Zahl m, die durch
die Bedingungen
vp(m) = Maz{v,(a;) | j € J}

bis auf Assoziierte bestimmt ist. &
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3 Ganzzahlige Matrizen

Sei M (m,n;Z) die Menge der (m,n)-Matrizen (a;; | 1 <i<m, 1 <j < n) mit
Eintragungen a;; € Z. Zwei solche Matrizen werden komponentenweise addiert,

und das Produkt von Matrizen wird nach der bekannten Formel definiert. Wir
setzten M, (Z) = M(n,n;Z).

(3.1) Notiz. FEine Matriz A € M,(Z) hat genau dann ein Inverses in M,(Z),
wenn det(A) € Z* ist.

BEWEIS. Ist AB = [ die Einheitsmatrix, so ist nach dem Produktsatz 1 =
det(AB) = det(A)det(B), also det(A) € Z*. Ist det(A) € Z*, so lafit sich eine
inverse Matrix B = (b;;) durch die Formel der Cramerschen Regel

bij = (-1)i+j det(AU) det(A)_l

gewinnen (A;; ist die durch Streichung der i-ten Zeile und j-ten Spalte entstehen-
de Untermatrix, wie iiblich). Da det(A) eine Einheit ist, wird durch die Formel
wirklich ein Element b;; € Z definiert. O

Die Menge der ganzzahlig invertierbaren Matrizen in M,,(Z) bezeichnen wir
mit GL(n,Z) und mit SL(n,Z) darin die Teilmenge der Matrizen mit der De-
terminante 1. Diese Mengen bilden beziiglich der Matrizenmultiplikation eine
Gruppe.

Wir wollen im folgenden das grobe Normalformenproblem fiir Matrizen aus
M (m,n;Z) behandeln. Dazu definieren wir: U,V € M(m,n;Z) heiflen dquiva-
lent, wenn mit geeigneten A € GL(m,Z) und B € GL(n,Z) eine Gleichung
U = AV B gilt. Dadurch wird eine Aquivalenzrelation definiert, wie eine leichte
Uberlegung lehrt. Wir bezeichnen eine Matrix aus M (m, n; Z) als Diagonalmatrix
Dia(ay, as, . ..), wenn a; der Eintrag an der Stelle (7, j) ist und alle anderen Ein-
trage Null sind.

(3.2) Satz. FEine ganzzahlige Matriz U € M(m,n;Z) ist zu einer Diagonalma-
triz Dia(dy, ..., d,,0,...,0) dquivalent, in der d; # 0 ist und d;|d; 41 firl <i<r.

BEWEIS. Wir geben zwei Beweise. Zunichst einen etwas theoretischen, der sich
aber auf allgemeinere Fille iibertragen 1a8t, weil er nur allgemeine Teilbarkeits-
eigenschaften benutzt. Spéter einen, der sogar ein Rechenverfahren liefert. Ein
Element 0 # x € Z besitzt eine Darstellung = upips...p,, worin u eine
Einheit und jedes p; unzerlegbar ist. Die Zahl r ist durch z eindeutig bestimmt.
Wir setzen L(z) = r und nennen r die Ldnge von x (mit L(u) = 0 fiir eine
Einheit u). Ist d ein Teiler von x und gilt L(d) = L(x), so sind d und z assoziiert;
fiir jeden Teiler d von z gilt L(d) < L(x).

Wir bemerken, dafl Vertauschung von Zeilen oder Spalten und Addition des
Vielfachen einer Zeile (Spalte) zu einer anderen Zeile (Spalte) durch Multipli-
kation von links (rechts) mit einer invertierbaren Matrix bewirkt wird, also zu
einer aquivalenten Matrix fithrt (elementare Zeilen- und Spaltenumformungen).
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Wir betrachten die Linge L(a),) aller Elemente, die in zu A dquivalenten
Matrizen A" = (a;;) auftreten. Wir wéhlen ein A’ aus, fiir das diese Linge minimal
ist, und nennen A’ wieder A. Falls ay; die Elemente aqs, ..., a1, und as1,. .., a1
teilt, konnen wir aus A durch elementare Zeilen- und Spaltenumformungen eine

Matrix der folgenden Form gewinnen:
(3.3) Bis auf die Stelle (1,1) stehen in der ersten Zeile und Spalte nur Nullen.

Falls aj; etwa aj2 nicht teilt, so sei (d) = (a11, ajz). Dann ist d ein Teiler von
aj;; und hat kleinere Lénge als aq1, da aus L(d) = L(aq;) folgt, daBl d zu ayy
assoziiert und deshalb ay; ein Teiler von ay ist. Sei d = Aayy + paqa, a;p = daly,
a2 = da),. Dann ist die Matrix

invertierbar, denn sie hat die Determinante 1, und AV hat an der Stelle (1, 1)
das Element d.

Das widerspricht der Minimaleigenschaft von a;;. Also konnen wir in jedem
Fall die Form (3.3) erreichen. Addieren wir dann eine andere Zeile zur ersten,
so sehen wir, dafl a;; auch alle anderen Elemente teilt. Man behandelt jetzt die
durch Streichen der ersten Zeile und Spalte entstehende Matrix analog. Man
beachte dabei, dafl ein Element, welches alle Elemente einer Matrix teilt, auch
alle Elemente jeder dquivalenten Matrix teilt. O

Der néchste Satz zeigt, wie man die Groflen dy, . .., d, aus A berechnen kann.
Er zeigt aulerdem, dafl diese Elemente bis auf Multiplikation mit Einheiten durch
A und die im Satz (3.2) genannten Teilbarkeitseigenschaften eindeutig bestimmt

sind. Wir nennen die in (3.2) gewonnene Diagonalmatrix eine Normalform von
U.

(3.4) Satz. Sei U eine Matriz wie in (3.2) mit der dort angegebenen Normal-
form. Sei 6 = dyds . ..dg. Dann ist 0 ein GGT aller Determinanten von (k, k)-
Untermatrizen von U.

BEWEIS. Die Behauptung ist offenbar richtig, wenn U eine Matrix in Nor-
malform ist. Wie verdndert sich der GGT der Determinanten aller (k,k)-
Untermatrizen, wenn man von einer Matrix U zu einer dquivalenten iibergeht?
Gar nicht! Sei némlich U = (w;;) und B = (b;;). Dann ist UB eine Ma-
trix, deren Spalten Linearkombinationen der Spalten von U sind. Wegen der
multilinearen Eigenschaft der Determinante sind die (k, k)-Unterdeterminanten
von UB also Linearkombinationen derjenigen von U. Diese Tatsache impliziert
0x(U) | 0x(UB). Ist B invertierbar, so gilt deshalb auch 0,(UB) | 0x(U), d. h. in
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diesem Fall gilt (0x(UB)) = (0x(U)). Entsprechendes gilt bei Linksmultiplikation
von U mit einer invertierbaren Matrix. O

Die durch (3.2) gegebenen Ideale (dy), . . ., (d,) heilen die Aquivalenz-Faktoren
oder Aquivalenz-Ideale der Matrix U.

Zweiter Beweis von (3.2). Der Beweis von (3.2) ist nicht konstruktiv. Wir geben
jetzt ein Rechenverfahren an, das auf der Division mit Rest beruht. Falls alle
a;; = 0 sind, ist nichts zu beweisen. Andernfalls kénnen wir durch elementare
Umformungen bewirken, da8 an die Stelle (1,1) das Element mit dem kleinsten
von Null verschiedenen absoluten Betrag kommt. Wir nennen die neue Matrix
wieder A. Die Elemente aqo, ..., ay, dividieren wir mit Rest durch a;

arr = qiar + 1, 0 <|ri| <lan

Wir subtrahieren das ¢;-fache der ersten Spalte von der i-ten fiir ¢ = 2,...,n und
erhalten eine Matrix mit der ersten Zeile a1, 19, ..., r,. Ebenso verfahren wir mit
der ersten Spalte. Sind danach nicht alle Elemente (auler a;;) der ersten Zeile
und Spalte gleich Null, so wiederholen wir die Prozedur (kleinstes Element an
die Stelle (1, 1), Division mit Rest, ...). Da bei diesem Verfahren die Elemente
der ersten Zeile und Spalte absolut kleiner werden, bricht das Verfahren dadurch
ab, dafl wir bei einer Matrix der Form

T11 0 oo 0
0 e Con
0 Cm2 Cmn

ankommen. Wir wiederholen mit dem Block (¢;;) dieses Verfahren. Schliefilich
erhalten wir eine Diagonalmatrix mit Diagonale (cy,...,¢.,0,...,0). Gilt ¢; =
gic1 + 13, 0 < r; < |eyl, so formen wir um zu

1 & 1 T
und dann zu

C; &

Mit dieser Matrix wiederholen wir den oben beschriebenen Prozel und erhalten
eine Diagonalmatrix mit Diagonale (e, e, ...) und |e;| < |c1|. Dieses Verfahren
bricht ab, wenn die im Satz genannten Teilbarkeitsbedingungen erfiillt sind.

4 Gitter

Wir wollen die im letzten Abschnitt beschriebene Transformation auf Normal-
form als Basiswechsel interpretieren. Dazu brauchen wir ganzzahlige Basen. Das
fithrt auf den Begriff eines Gitters.
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Wir betrachten die Menge Z" der ganzzahligen n-Tupel mit komponenten-
weiser Addition und Multiplikation mit ganzzahligen Skalaren. Eine Teilmenge
N C Z" heifit Gitter, wenn mit z,y € N auch x—y € N und Az € N ist (A € Z).
2 Ein System ey, ..., e, von Elementen in N heifit Basis des Gitters, wenn je-
des x in N eine eindeutige Linearkombination x = 2;”21 Aje; mit ganzzahligen
Koeffizienten \; ist. Der Schnitt zweier Gitter ist wieder eines. Das nur aus dem
Nullelement bestehende Gitter ist das Nullgitter 0.

(4.1) Notiz. Seien eq,... e und fi,..., f; Basen eines Gitters N C Z. Dann
st k=1.

BEWEIS. Wir betrachten alles im Vektorraum Q". Der von ey, ..., e, erzeugte
Unterraum hat die Dimension k. Gédbe es ndmlich eine echte lineare Relation
> ;1rj¢; = 0 zwischen diesen Elementen, so konnten wir durch Multiplikation
mit dem Hauptnenner der r; € Q daraus eine echte ganzzahlige Relation ma-
chen, im Widerspruch zur Basiseigenschaft. Die Behauptung folgt jetzt aus der
Wohldefiniertheit der Vektorraumdimension. O

(4.2) Notiz. Sei eq,...,e; Basis eines Gitters N C Z und fi,..., fr ein Sy-
stem von Elementen aus N. Dann ist dieses System genau dann eine Basis des
Gitters, wenn die durch f; =, apey bestimmte Matriz (ay) in GL(k,Z) liegt.

BeEwEIs. Nach den Regeln der linearen Algebra und der Definition einer Gitter-
basis ist f1,..., fr genau dann eine Basis, wenn die Matrix ganzzahlige Eintrige
hat und als ganzzahlige Matrix invertierbar ist. O

(4.3) Satz. Jedes Gitter hat eine Basis.

BEWEIS. Sei N C Z" ein Gitter und zq,...,z, eine beliebige Basis von Z",
zum Beispiel die Standardbasis aus den Einheitsvektoren. Sei [z1,...,z,] das
von {xy,...,x.} erzeugte Gitter, das definitionsgemafi aus allen ganzzahligen
Linearkombinationen dieser Elemente besteht, und N, = N N [xq,...,z,]. Wir
zeigen, dafl N, eine Basis hat. Sei dazu

I, ={a, | esgibt ¢ =a1x; + - -+ a,x,. € N,;; a; € Z}.

Dann ist I, C Z ein Ideal, etwa I, = (\,).

Wir wihlen ein Element der Form b, = a1zq + -+ + \x,. € N, falls A\, #0
ist; andernfalls sei b, = 0 gesetzt. Als Zwischenbehauptung zeigen wir durch
Induktion nach r die Gleichheit N, = [by,...,b,]. Fiir r = 1 ist entweder b; = 0,
also N7 = 0, oder by = A\;x; und dann jedes y = Ax; € N; ein Vielfaches von by,
da A ein Vielfaches von A, ist. Ist £ € N, gegeben, so gibt es nach Wahl von b,
ein u € Z mit x — pb, € N,_;. Damit ist die Zwischenbehauptung gezeigt.

Wir beenden den Beweis, indem wir zeigen, dafl die von Null verschiedenen
unter den b; linear unabhéngig sind. Sei also ) «;b; = 0, sei k¥ maximal mit

2Diese Definition ist der Gruppen- und Modultheorie angepafit. Wird Z™ als additive Gruppe
aufgefafit, so besagt die erste Bedingung, dafl IV eine Untergruppe ist. Die zweite folgt in diesem
Fall aus der ersten und besagt, dafli N ein Z-Untermodul von Z™" ist.
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ar # 0 und by # 0. Dann ist der Koeffizient von x; in dieser Summe gleich
ai ;. Da die z; eine Basis bilden, ist folglich a;Ar = 0, im Widerspruch zu den
Annahmen iiber oy, und \j. O

(4.4) Satz. Sei M ein Gitter und N C M ein Teilgitter. Dann gibt es eine
Basis ey, . .., e, von M und Elemente dy, ... ,dy mitdy|...|dy aus Z derart, daf
fi=dyer, ..., fr = drpep eine Basis von N ist.

BEWEIS. Nach (4.3) haben M und N eine Basis. Wir schreiben die Basis von N
Basis als Linearkombination einer Basis von M und bringen die resultierende Ma-
trix nach (3.2) auf Normalform. Die Transformationsmatrizen werden wie in der
Vektorraumtheorie als Basiswechselmatrizen interpretiert, wobei (4.2) verwendet
wird. a

Basen mit den in (4.4) genannten Eigenschaften heifien der Inklusion N € M
angepafst.

In der ebenen Geometrie lassen sich Gitter wie folgt veranschaulichen. Man
betrachte zwei verschiedene Geraden durch den Nullpunkt und zu beiden jeweils
eine Schar paralleler Geraden mit jeweils gleichem Abstand. Dadurch wird die
Ebene in Parallelogramme aufgeteilt. Die Eckpunkte der Parallelogramme, d. h.
die Schnittpunkte der Parallelenscharen bilden ein sogenanntes Gitter in R?. Ha-
ben alle Gitterpunkte ganzzahlige Koordinaten, so ist die Menge der Gitterpunk-
te ein Gitter im hier betrachteten Sinne. Nach (4.2) gibt es viele verschiedene
Parallelogrammaufteilungen des rechtwinkligen Gitters aus Einheitsquadraten.
Die Geraden der Scharen durch den Nullpunkt sind die von den Basisvekto-
ren aufgespannten. Angepafite Basen bedeuten in dieser Veranschaulichung, dafl
die Parallelogramme des kleinen Gitters sich aus Parallelogrammen des groflen
zusammensetzen. Es empfiehlt sich, einige Beispiele zu zeichnen. Im Dreidimen-
sionalen kann man entsprechende Schnitte dreier Ebenenscharen betrachten.



3 Gruppen

1 Grundbegriffe

Eine Verkniipfung auf einer Menge G ist eine Abbildung m:G x G — G.
Sie heift assoziativ, wenn fiir je drei Elemente a,b,c aus G die Gleichheit
m(a, m(b,c)) = m(m(a,b),c) besteht. Ist m assoziativ, so sagen wir auch, m
erfiillt das Assoziativgesetz. Der besseren Lesbarkeit halber notieren wir eine
Verkniipfung abgekiirzt meist als Multiplikation: m(a,b) = a - b = ab. Statt ver-
kniipfen sagen wir bei dieser Bezeichnungsweise auch multiplizieren. Das Asso-
ziativgesetz lautet dann einfach a(bc) = (ab)c. Ist eine Verkniipfung assoziativ, so

ist das Resultat einer Multiplikation von beliebig vielen Elementen (a,...,a,)
in dieser Reihenfolge unabhéingig von der Auswahl der Klammerung, und wir
schreiben dafiir a;...a, oder aj-as-...-a,.

Eine Verkniipfung m heifit kommutativ oder abelsch, wenn fiir je zwei Elemente
a,b aus G die Gleichheit ab = ba besteht, wenn also das Kommutativgesetz
fiir m gilt. Ist eine Verkniipfung sowohl assoziativ als auch kommutativ, so ist
das Resultat einer Verkniipfung von beliebig vielen Elementen sowohl von der
Klammerung als auch von der Reihenfolge der Elemente unabhéngig.

Ein Element e € G heifit linksneutrales Element einer Verkniipfung m auf G,
wenn fiir alle z € G die Gleichung m(e,z) = ex = x gilt, und rechtsneutrales
FElement, wenn immer m(z,e) = xe = x gilt. Ist ein Element sowohl rechts-
als auch linksneutral, so heifit es neutrales Element. Ist e linksneutral und f
rechtsneutral, so folgt e = ef = f. Insbesondere hat eine Verkniipfung hochstens
ein neutrales Element. Gilt ab = e, so heifit a linksinvers zu b und b rechtsinvers
zu a. Aus ab = e und be = e folgt a = a(bc) = (ab)e = ¢; in diesem Fall
nennt man a ein Inverses von b und schreibt a = b=!. Es ist dann b ein Inverses
von b1, d. h. es gilt (b71)~! = b. Ein Paar (G, m) aus einer Menge G und einer
assoziativen Verkniipfung m auf G mit neutralem Element heifit ein Monoid oder
eine Halbgruppe.

Der Begriff einer Verkniipfung 148t viele Verallgemeinerungen zu. So wird jede
Abbildung m: A x B — C eine zweistellige Verkniipfung genannt und allgemein
Ay x --- x A, — B eine n-stellige Verkniipfung.

(1.1) Gruppe. Eine Gruppe besteht aus einer Menge G und einer Verkniipfung
m auf G, so daf die folgenden Axiome gelten:

(1) Die Verkniipfung ist assoziativ.

(2) Die Verkniipfung besitzt ein linksneutrales Element e € G.

(3) Jedes a € G hat ein Linksinverses.
Ist (G,m) eine Gruppe, so heifit m eine Gruppenstruktur auf der Menge G.
Wenn die Verkniipfung als Multiplikation geschrieben wird, so nennen wir m
auch Gruppenmultiplikation. Eine Gruppe mit einer kommutativen Multiplikati-
on wird kommutative Gruppe oder abelsche Gruppe genannt. In einer kommutati-
ven Gruppe wird die Verkniipfung oft als Addition geschrieben, m(a,b) = a+b; in
diesem Fall sprechen wir natiirlich von der Gruppenaddition. Wir unterscheiden
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diese beiden Notationen auch dadurch, dafl wir von additiven und multiplika-
tiven Gruppen reden. Es ist iiblich, eine Gruppe (G, m) nur durch die zugrunde-
liegende Menge G zu bezeichnen, insbesondere dann, wenn man nicht mehrere
Verkniipfungen unterscheiden mu#. O

Wir leiten einige Folgerungen aus den Gruppenaxiomen her. Sie werden im
weiteren stillschweigend verwendet.

(1.2) Satz. Sei G eine multiplikative Gruppe. Dann gelten:
(1) Linkskiirzung. Aus ax = ay folgt x = y.
(2) e rechtsneutral. Fir alle x € G gilt xe = x.
(3) Rechtsinvers=Linksinvers. Aus ba = e folgt ab = e.
(4) Rechtskiirzung. Aus xa = ya folgt v = y.
(5) Inverses eindeutig. Aus ba = ca = e folgt b = c.

BEWEIS. (1) Sei ba = e. Wir schliefien der Reihe nach ax = ay, b(ax) = b(ay),
(ba)x = (ba)y, ex = ey, x =y.

(2) Wir wihlen ein y, so dafl yx = e gilt. Dann folgt y(xe) = (yx)e = ee = e = xy,
und wegen (1) gilt deshalb ze = z.

(3) Wir schlieffen der Reihe nach b(ab) = (ba)b = eb = b = be, und mit (1) folgt
dann ab = e.

(4) Mit (3) wie fur (1).

(5) folgt schlieBlich unmittelbar aus (4). O

In einer multiplikativen Gruppe schreiben wir das neutrale Element oft als 1
und nennen es das Finselement der Gruppe. Das bei gegebenem a € G eindeutig

bestimmte Element b mit der Eigenschaft ab = 1 = ba nennen wir das Inverse
von a und bezeichnen es mit a=!. Mit diesen Bezeichnungen gelten dann die
Rechenregeln 1-a=a=a-1und a™'-a=a-a"! = 1. Ferner ist (a™')™! = q,

und es gilt (a-b)"' =b"1-a!. In einer additiv geschriebenen abelschen Gruppe
bezeichnen wir das neutrale Element mit 0 und nennen es das Nullelement der
Gruppe. In einer additiv geschriebenen Gruppe ist das Inverse b von a durch die
Gleichung a + b = 0 bestimmt; wir schreiben in diesem Fall b = —a und a — ¢
statt a + (—c).

(1.3) Die symmetrische Gruppe. Eine bijektive Abbildung s: M — M einer
Menge M auf sich wird Permutation von M genannt. Sei S(M) die Menge aller
Permutationen von M. Verkettung von Abbildungen liefert eine Verkniipfung

0:S(M) x S(M)— S(M), (s,t)— sot,

da die Verkettung bijektiver Abbildungen wieder bijektiv ist. Verkettung von
Abbildungen ist assoziativ. Die identische Abbildung von M ist ein neutrales
Element. Das Inverse von s ist die Umkehrabbildung s~!. Damit haben wir auf
S(M) eine Gruppenstruktur gewonnen. Wir nennen diese Gruppe die symme-
trische Gruppe von M. Enthélt M mehr als zwei Elemente, so ist S(M) nicht
kommutativ.
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Ist M = {1,2,...,n} =: [n], so schreiben wir S(n) oder S, statt S(M).
Bekanntlich hat S(n) n! =1-2-3-...-n (gelesen: n-Fakultét) Elemente.

Eine Transposition von [n] ist eine Permutation, die zwei benachbarte Elemen-
te vertauscht und die anderen festldfit. (Manchmal auch: Vertauschung zweier
beliebiger Elemente, da dann der Begriff von der Anordnung unabhéngig ist.)
Jedes Element von S(n) ist ein Produkt von Transpositionen; steht nédmlich die
1 nicht an der ersten Stelle, so kann man sie so oft mit ihrem linken Nachbarn
vertauschen, bis sie dort steht; sodann bringt man, ohne die 1 noch weiter zu
behelligen, die 2 durch ebensolche Transpositionen an die zweite Stelle; und so
weiter (vollstdndige Induktion nach n). &

Fiir das Rechnen in Gruppen verwenden wir die folgenden Bezeichnungen.
Ist S C G, sosei ST = {s' | s € S} Sind H und K Teilmengen einer
Gruppe G, so sei HK = {hk | h € H,k € K}. Ist a € G, so setzen wir
aKK = {ak | k € K}. Sinngeméafl verwenden wir analoge Bezeichungen; so ist
etwa HaK~' = {hak™ | h € H k € K} und H> = HH. Fiir additive Gruppen
verwenden wir Bezeichnungen wie H + K = {h+k | h € H .k € K} und
a+H={a+h|heH}

Eine nichtleere Teilmenge H einer Gruppe G heifit Untergruppe von G (echte
Untergruppe, falls H # G), in Zeichen H < G, wenn aus x,y € H immer xy € H
und z~! € H folgt. Dann ist nimlich die Einschrinkung H x H — H, (x,y) — zy
definiert und eine Gruppenstruktur auf H. Der Durchschnitt einer beliebigen
Menge von Untergruppen von G ist wieder eine Untergruppe von G. Ist S eine
Teilmenge von G, so wird der Durchschnitt (S) aller S enthaltenden Untergrup-
pen die von S erzeugte Untergruppe genannt; wegen S C G gibt es jedenfalls S
umfassende Untergruppen. Es besteht (S) aus dem Einselement von G und allen
Elementen, die sich als Produkt s; -...-s, von Elementen s; € SUS™! schreiben
lassen, denn die Menge dieser Elemente ist eine Untergruppe und in jeder .S um-
fassenden Untergruppe enthalten. Zum Beispiel erzeugen die Transpositionen die
symmetrische Gruppe. Eine von einem Element erzeugte Gruppe heiflt zyklische
Gruppe. Jede Gruppe hat die nur aus dem neutralen Element bestehende triviale
Untergruppe, die im Falle multiplikativer (oder additiver) Gruppen auch mit 1
(oder 0) bezeichnet wird.

Wir betrachten die additive Gruppe Z der ganzen Zahlen. Ist n € Z, so ist
die Menge nZ = {kn | k € Z} =: (n) aller ganzzahligen Vielfachen von n eine
Untergruppe.

(1.4) Satz. Sei H eine Untergruppe von Z, die nicht nur die Null enthdlt. Dann
gibt es in H positive Zahlen. Ist n die kleinste positive Zahl in H, so ist H = (n).

BEWEIS. Ist z € H gegeben, so dividieren wir  durch n mit Rest x = gn + r,
0 < r < n.Da H eine Untergruppe ist, folgt x —gn € H. Wegen der Minimalitét
von n ist r = 0. O

Seien (G, m) und (H,n) Verkniipfungen. Eine Abbildung f: G — H heifit Ho-
momorphismus von (G, m) nach (H,n), wenn fir alle x,y € G die Gleichung
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f(m(z,y)) = n(f(z), f(y)) gilt. Schreiben wir beide Verkniipfungen als Multi-
plikation, so lautet diese Gleichung f(x -y) = f(z) - f(y). Wir sagen fiir diesen
Sachverhalt: f ist mit den beiden Verkniipfungen vertrdiglich oder vertauschbar
(erst multiplizieren dann abbilden = erst abbilden dann multiplizieren). Sind
f: L — M und g: M — N Homomorphismen, so ist auch go f ein Homomorphis-
mus. Ein Homomorphismus f: M — M heifit Endomorphismus der Verkniipfung.
Ein bijektiver Homomorphismus heifit Isomorphismus; und Automorphismus,
wenn er auflerdem ein Endomorphismus ist. Ein injektiver Homomorphismus
heiflit Monomorphismus, ein surjektiver Epimorphismus. Die Umkehrabbildung
eines bijektiven Homomorphismus ist selbst wieder einer. Zwei Verkniipfungen
heiflen isomorph, wenn es einen Isomorphismus zwischen ihnen gibt. Isomorphe
Verkniipfungen sind algebraisch (d. h. von ihren Recheneigenschaften her) als
gleich anzusehen.

(1.5) Notiz. Sei f:G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt:
(1) f)=1, f(z7') = flz)~".
(2) Ist Gy Untergruppe von G, so ist f(G1) Untergruppe von H. Ist Hy Un-
tergruppe von H, so ist ffl(Hl) Untergruppe von G.

Bewers. f(1) = f(1-1) = f(1) - f(1). Es folgt f(1) = 1; wir sagen dafiir:
ein Homomorphismus von Gruppen respektiert die Einselemente. Damit er-
gibt sich 1 = f(1) = f(zz™') = f(z)f(z™1), und das ist nur moglich, wenn
f(x™h) = f(x)~! ist; wir sagen dafiir: ein Gruppenhomomorphismus respektiert
die Inversen. (2) folgt unmittelbar aus den Definitionen. O

Sei f:G — H ein Homomorphismus. Das Urbild der trivialen Untergruppe
{1}, also die Menge aller Elemente von G, die auf das neutrale Element von
H abgebildet werden, heifit der Kern von f. Eine Sequenz von Gruppen und
Homomorphismen f;: G; — G;11, m < i < n, heilt ezakt, wenn das Bild eines
Homomorphismus f; gleich dem Kern des néchsten f;,; ist. Eine exakte Sequenz
der Form

1 A%, g b ¢ -1

heiBt kurze exakte Sequenz; darin ist dann insbesondere a injektiv (siehe (2.5.))
und b surjektiv.

Ist a € G ein beliebiges Element einer Gruppe G, so definieren wir induk-
tiva’ = 1,a' = a,a®> =a-a,a" = a"-a fir n € N. Ferner setzen wir
a™™ = (a")™! fiir n € N. In kommutativen Gruppen verwenden wir eine ent-
sprechende additive Notation: Wir haben dann fiir n € Z das n-fache na eines

Gruppenelementes a zur Verfiigung. Wir notieren ohne Beweis:

(1.6) Notiz. Fiir beliebige ganze Zahlen m,n gilt a™a™ = a™™. Mit anderen
Worten: m: 7 — G, n+— a™ ist ein Homomorphismus der additiven Gruppe Z in
die multiplikative Gruppe G. Analog fiir die additive Notation. O

Die Ordnung der Gruppe ist als ihre Elementanzahl definiert. Erzeugt ein Ele-
ment a eine Untergruppe der Ordnung n, so heifit n die Ordnung des Elementes
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a (n = oo erlaubt). Das Bild von 7 in der letzten Notiz ist die von a erzeugte
zyklische Untergruppe.

(1.7) Lineare Gruppen. Wichtige Gruppen sind die aus der linearen Algebra
bekannten Matrizengruppen. Sei K ein Korper. Dann bezeichnen wir die Gruppe
der invertierbaren (n,n)-Matrizen mit Eintragen aus K beziiglich Matrizenmulti-
plikation als Verkniipfung mit GL(n, K') oder G L, (K ) und nennen sie allgemeine
lineare Gruppe iiber K.

Die Determinante det: GL(n, K) — K* ist ein Homomorphismus. Der Kern
ist die spezielle lineare Gruppe SL(n, K). Wichtige Untergruppen von GL(n, R)
sind die orthogonale Gruppe O(n) der orthogonalen (n,n)-Matrizen und die spe-
zielle orthogonale Gruppe SO(n) = O(n) N SL(n,R). Analog gibt es die unitdire
Gruppe U(n) der unitdren Matrizen in GL(n, C) und die spezielle unitare Gruppe
SU(n) =U(n)NSL(n,C). <&

Sei GG eine Gruppe und ¢: G — H eine bijektive Abbildungen zwischen Men-
gen. Dann gibt es auf H genau eine Gruppenstruktur, beziiglich der ¢ ein Iso-
morphismus ist. Wir sagen, die so auf H gewonnene Struktur entstehe durch
Strukturtransport vermoge . In analogen Situationen verwenden wir diese men-
gentheoretische Bemerkung meist stillschweigend. Eine Anwendung besteht in
der folgenden Konstruktion: Sei i: U — G ein injektiver Homomorphismus. Wir
wihlen eine Menge V', die U als Teilmenge enthélt, und eine bijektive Abbildung
1V — G, die auf U mit ¢ {ibereinstimmt. Wir transportieren mit I die Struktur
und erhalten eine zu G isomorphe Gruppe, die U als Untergruppe enthélt.

Sei (G,m) eine Gruppe. Dazu gibt es die Gegengruppe G° = (G, m°) mit
der Multiplikation m°(a,b) = m(b,a). Ein Antihomomorphismus f:G — H
zwischen Gruppen erfilllt f(gh) = f(h)f(g); das ist dasselbe wie ein Homomor-
phismus in die Gegengruppe.

Sei (G; | j € J) eine Familie von Gruppen. Auf dem mengentheoretischen
Produkt G =[] ; G definieren wir durch komponentenweise Multiplikation eine
Gruppenstruktur. Die Projektionen auf die Faktoren pr;:G — G; sind dann
Homomorphismen. Die Gruppe G heifit Produkt der Familie der GG;. Das ist ein
Produkt im Sinne der Kategorientheorie. Sind f;: G; — H; Homomorphismen, so
ist das mengentheoretische Produkt [] i f; ein Homomorphismus. Die Elemente,
die auflerhalb der Stelle j das neutrale Element haben, bilden in G eine zu G;
isomorphe Untergruppe. Das Produkt zweier Gruppen G, Gy bezeichnen wir
durch G x G9; analog fiir endlich viele Faktoren. Produkte werden auch direkte
Produkte genannt.

(1.8) Aufgaben und Erginzungen.

1. Haben alle Elemente einer Gruppe hochstens die Ordnung zwei, so ist die
Gruppe kommutativ.

2. Die invertierbaren Elemente in einem Monoid M bilden mit der induzierten
Verkniipfung eine Gruppe M*.

3. Seien A, B und C Untergruppen von G und gelte A < C'. Dann ist ABNC =
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ABNCQC).

4. Ist f: M — N ein Monoidhomomorphismus, so gilt nicht notwendig f(1) = 1.
Ist f surjektiv und M eine Gruppe, so ist auch N eine Gruppe.

5. Wieviele sinnvolle Klammerungen gibt es fiir ein Produkt von n Faktoren?
6. Die additive Gruppe R und die multiplikative Gruppe der positiven reellen
Zahlen sind isomorph (Logarithmus und Exponentialfunktion).

7. Sei eine assoziative multiplikative Verkniipfung auf der Menge M gegeben.
Seien aq,...,a, Elemente aus M. Ein Produkt H;."Zl a; wird induktiv durch

n+1

n
H aj = (H ;)41
j=1 j=1

definiert. Durch Induktion nach n beweise man mit dem Assoziativgesetz

m+n

m n
{1 Tlones T v
'u,:l =1 o

Damit zeige man dann (1.6). Ist die Verkniipfung aulerdem kommutativ, so zeige
man induktiv nach n fiir jede Permutation ¢ die Gleichheit

H aw(y) = H a,.
v=1 v=1

8. Eine Permutation in S,, ist ein Produkt von Transpositionen. Ein Element
148t sich im allgemeinen in verschiedener Weise als ein solches Produkt schreiben;
nicht einmal die Anzahl der gebrauchten Transpositionen ist eindeutig. Dagegen
ist fiir jedes Element festgelegt, ob man eine gerade oder ungerade Anzahl von
Transpositionen braucht. Es gibt nédmlich den Vorzeichenhomomorphismus Si-
gnum e: S, — {£1}, der dieses festlegt. Eine Permutation heifit gerade, wenn ihr
Vorzeichen gleich 1 ist, andernfalls ungerade. Die geraden Permutationen bilden
als Kern von ¢ eine Untergruppe von S, die alternierende Gruppe A,.

9. Sei ein Diagramm

A B C
L p U

von Gruppen und Homomorphismen mit den folgenden Eigenschaften gegeben:
Bild A=Kern b, b ist surjektiv, fa = d’a, b'a’ ist der triviale Homomorphismus.
Dann gibt es genau einen Homomorphismus v: C' — C’; der vb = V'3 erfiillt. Ist
b’ surjektiv, so ist v surjektiv. Ist a surjektiv, § injektiv und Bild a’= Kern ¥,
so ist ~ injektiv.
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2 Faktorgruppen
Fiir jede Untergruppe H von G ist die Relation

a~b & aH=0H <& esgbtheHmitah=b <« a'beH

eine Aquivalenzrelation auf G. Der linke Doppelpfeil dient dabei zur Definition
und die beiden anderen werden leicht als gleichwertig erkannt. Die Aquivalenz-
klassen sind die Mengen der Form aH, a € G. Die Menge aH heifit die Rechts-
nebenklasse von a beziiglich H. Ebenso hat man die Linksnebenklassen Ha zur
Verfiigung. Wir bezeichnen mit G/H die Menge der Rechtsnebenklassen von G
beziiglich H und mit H\G die Menge der Linksnebenklassen. Wir nennen die
Restklassenabbildung p:G — G/H, g +— ¢gH die kanonische Faktorabbildung
oder Quotientabbildung. Da wegen der Kiirzungseigenschaft einer Gruppe jede
Rechtsnebenklasse die Méachtigkeit von H hat, gilt die Gleichung

(2.1) G| = [H|-|G/H]|,

die hauptséchlich fiir endliches G interessant ist. Die Méchtigkeit |G/H| heifit
Indez von H in G und wird auch mit [G : H] bezeichnet. Insbesondere liefert
(2.1) den Satz von Lagrange:

(2.2) Notiz. Die Ordnung eines Elementes einer endlichen Gruppe teilt die
Gruppenordnung. Die Ordnung einer Untergruppe teilt die Gruppenordnung. O

Aus (2.2) folgt leicht: Eine Gruppe von Primzahlordnung ist zyklisch, denn ein
vom neutralen Element verschiedenes kann keine echte Untergruppe erzeugen.

Sei G eine Gruppe und H eine Untergruppe. Dann ist fiir jedes ¢ € G die
Menge gHg™' := {ghg™' | h € H} wieder eine Untergruppe. Untergruppen der
Form K = gHg ! heiflen zu H konjugiert. Wir schreiben H ~ K, falls K zu H
konjugiert ist. Konjugation von Untergruppen ist eine Aquivalenzrelation. Die
Gesamtheit der Elemente

N(H):=Ng(H) :={g€ G |gHg™" = H}

ist wiederum eine, H enthaltende, Untergruppe, die Normalisator von H in G
genannt wird.

(2.3) Satz. Sei H eine Untergruppe von G. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) Ng(H)=aG.
(2) Jede Rechtsnebenklasse gH ist eine Linksnebenklasse HE.
(3) Jede Linksnebenklasse ist eine Rechtsnebenklasse.
(4) Fir alle g € G gilt gH = Hg.
BEWEIS. (1) = (4). Sei gv € gH. Da g"'Hg = H ist, gibt es ein y € H mit
r = g tyg. Also ist gr = yg € Hg, und folglich gilt gH C Hg. Analog folgt
gH D Hg und damit insgesamt (4).
(4) = (2) und (3). Klar.
(2) = (4). Sei gH = Hk, also g = hk fiir ein h € H. Es folgt Hg = H(hk) =
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(Hh)k = Hk und damit (4).
(4) = (1). Aus gH = Hg folgt (9H)g~"' = (Hg)g~' = H(gg™') = H. O

Gilt fiir eine Untergruppe H von G eine der Aussagen des letzten Satzes, so
heifit H ein Normalteiler von G. Wir schreiben dafiir H <1 G.

(2.4) Satz. Sei H < G. Es gibt genau eine Gruppenstruktur auf G/H, so dafs
p:G— G/H, g — gH ein Homomorphismus wird.

BEWEIS. Da p surjektiv ist, gibt es jedenfalls hochstens eine Gruppenstruk-
tur auf G/H mit der genannten FEigenschaft. Falls es eine gibt, so muf sie
(91H)(g92H) = (g192)H erfiillen. Damit durch die Vorschrift (g1 H, goH) — g1g2H
eine wohldefinierte Verkniipfung gegeben wird, muf§ folgendes gezeigt werden:
Aus g;H = f;H folgt g1goH = f1 foH. Zunéchst gibt es h; € H, so dafl g; = f;h;
ist. Da H Normalteiler ist, also H fo = foH gilt, besteht fiir ein geeignetes k € H
die Gleichung h, fo = fok. Insgesamt folgt g19o = f1hi1 foho = f1f2kho und, wegen
khy € H, also g1goH = f1foH. ]

Wir nennen G/H mit der durch (2.4) gegebenen Gruppenstruktur die Fak-
torgruppe oder Quotientgruppe von G nach dem Normalteiler H und lesen G/H
als G modulo H. Ist von der Gruppe G/H die Rede, so ist damit immer die
Faktorgruppe gemeint. Der Kern der Faktorabbbildung p: G — G/H ist H. Man
bestétigt sofort, dafl der Kern eines beliebigen Homomorphismus ein Normaltei-
ler ist. Wir notieren noch:

(2.5) Notiz. FEin Gruppenhomomorphismus ist genau dann injektiv, wenn sein
Kern nur aus dem neutralen Element besteht.

BEWEIS. Die Urbilder eines Elementes sind genau die Nebenklassen nach dem
Kern des Homomorphismus. O

(2.6) Satz. Sei H Normalteiler von G. Sei f:G — L ein Gruppenhomo-
morphismus mit dem Kern K. FEs gibt genau dann einen Homomorphismus
F:G/H — L, der die Gleichung Fp = [ erfillt, wenn H C K ist. Genau
dann st F' injektiv, wenn H = K 1ist.

BEWEIS. Es gelte Fp = f. Dann ist K = f~'(1) = p }(F~!(1)) D p~'(1) = H.
Sei umgekehrt H C K. Wir wollen F' durch (gH) := f(g) definieren und miissen
zeigen, dafl dadurch eine wohldefinierte Abbildung gegeben wird. Sei g1 H = g2 H,
also g1 = goh fiir ein h € H. Weil h im Kern von f liegt, folgt f(g1) = f(g2h) =

f(g2) f(h) = f(g2)- U

Fiir viele Uberlegungen ist der folgende einfache Entsprechungssatz niitzlich.

(2.7) Satz. Sei p:G — L ein surjektiver Homomorphismus mit dem Kern K.
Die Zuordnung H — p~t(H) liefert eine Bijektion zwischen den Untergruppen
von L und denjenigen Untergruppen von G, die K enthalten. Bei dieser Zuord-
nung entsprechen sich auch die jeweiligen Normalteiler.

BeEwEIS. Die Umkehrabbildung wird durch A — p(A) geliefert. O
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(2.8) Notiz. (2.6) hat die folgende Konsequenz: In einer exakten Sequenz
1-H-'+ G . L—1

von Gruppen und Homomorphismen induziert j einen Isomorphismus G /K
L, gK — j(g), wobei K = i(H) gesetzt wurde.

0 IR

Die Automorphismen einer Gruppe G bilden beziiglich Verkettung eine Grup-
pe, die Automorphismengruppe Aut(G) von G. Fiir jedes g € G ist

cg:G— G, T+ grg

ein Automorphismus, genannt Konjugation mit g. Elemente h und ghg~! heiflen
konjugiert. Konjugiertheit ist eine Aquivalenzrelation auf G. Die Automorphis-
men der Form ¢, heiflen innere Automorphismen von G. Die inneren Automor-
phismen bilden einen Normalteiler In(G) von Aut(G) (Beweis!). Die Faktorgrup-
pe Aut(G)/In(G) =: Out(G) heiit Gruppe der dufferen Automorphismen von
G. Die Normalteiler von G sind die Untergruppen, die bei allen inneren Auto-
morphismen in sich abgebildet werden. Eine Untergruppe, die sogar bei allen
Automorphismen in sich abgebildet wird, heifit charakteristische Untergruppe.

(2.9) Zyklische Gruppen. Sei m > 0 eine natiirliche Zahl. Die Faktorgruppe
Z/mZ = Z/m = 7Z/(m) ist eine zyklische Gruppe der Ordnung m, genannt die
Gruppe der Restklassen modulo m, weil zwei ganze Zahlen genau dann dasselbe
Element in dieser Gruppe représentieren, wenn sie bei Division mit m denselben
Rest ergeben. Man schreibt fiir a — b € (m) auch ¢ = bmodm und sagt dazu,
a ist kongruent zu b modulo m. In dieser Schreibweise besagt a = 0 mod m, dafl
a durch m teilbar ist. Ist C' eine von a € C erzeugte Gruppe der Ordnung m,
so ist m:Z — C, k — a* ein surjektiver Homomorphismus. Der Kern hat nach
(1.7) die Form (n), und nach (2.8) ist Z/(n) = C. Also ist n = m. Eine zyklische
Gruppe der Ordnung n ist zu Z/n isomorph. Eine Untergrupe einer zyklischen
Gruppe ist zyklisch, ebenso eine Faktorgruppe. Zu jedem Teiler m von n gibt es
genau eine Untergruppe (Faktorgruppe) der Ordnung m von Z/n.

Sei S! die multiplikative Gruppe der komplexen Zahlen vom Betrag eins. Sie
kann mit U(1) identifiziert werden und ist zu SO(2) isomorph. Ist m € N, so
besteht die von exp(2mi/m) = (,, erzeugte Untergruppe C,, von S' aus den
Elementen 1, ,,, . ..,(™ !, ist also eine zyklische Gruppe der Ordnung m. Durch
k +— ¢* wird ein Isomorphismus Z/m — C,, vermittelt. Eine komplexe Zahl, die
die Gleichung ™ = 1 erfiillt, heifit m-te Einheitswurzel. Die Gruppe C,, ist die
Gruppe der m-ten Einheitswurzeln. &

Eine zyklische Gruppe hat im allgemeinen verschiedene Erzeuger. Eine m-te
Einheitswurzel heif3t primitiv, wenn sie C,, erzeugt.

(2.10) Satz. Die Restklasse von k € Z erzeugt genau dann Z/m, wenn k zu m
teilerfremd ist.

BEWEIS. Sei k zu m teilerfremd. Dann gibt es ganze Zahlen a, b, die der Glei-
chung ak = 14 bm geniigen, und folglich ist das a-fache der Klasse von k die
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Klasse von 1. Haben andererseits £ und m einen gemeinsamen Teiler d > 1, so
ist das m/d-fache von kmodm = k + mZ das neutrale Element von Z/m, so
da kmodm eine Untergruppe kleinerer Ordnung als m erzeugt. Analog ist ¢*
genau dann eine primitive m-te Einheitswurzel, wenn k zu m teilerfremd ist. O

(2.11) Kommutatorgruppe. Sind g, h Elemente einer Gruppe G, so heifit
lg,h] := ghg~'h~! ihr Kommutator. Die von allen Kommutatoren erzeugte Un-
tergruppe [G, G| ist ein Normalteiler von G, genannt die Kommutatorgruppe von
G. Die Kommutatorgruppe ist sogar eine charakteristische Untergruppe. Der
Quotient G* = G/[G, G] ist abelsch und heifit die abelsch gemachte Gruppe G.
Die Faktorabbildung p: G — G hat die folgende universelle Eigenschaft: Zu
jedem Homomorphismus ¢: G — A in eine abelsche Gruppe gibt es genau einen
Homomorphismus ®: G® — A mit ®op = . Ein Beweis wird mit (2.6) gefiihrt.<

Wir benutzen im folgenden meist stillschweigend den Entsprechungssatz (2.7)
sowie (2.8). Ist H Normalteiler von G und gilt H C K C G fiir eine Untergruppe
K, so ist H auch Normalteiler in K. Wir erhalten eine Untergruppe K/H C
G/H. Ist auch K Normalteiler von G, so liefert (2.6) einen Homomorphismus
G/H — G/K, gH — gK. Dieser hat den Kern K/H. Insgesamt erhalten wir
den ersten Isomorphiesatz:

(2.12) Satz. Seien H und K Normalteiler von G und sei H C K. Dann ist
K/H Normalteiler von G/H, und es gibt einen kanonischen Isomorphismus
(G/H)/(K/H) = G/K, der auf Reprdsentanten die Identitdt ist. O

(2.13) Notiz. Seien H und K Untergruppen von G. Dann gilt: Genau dann ist
HK eine Untergruppe, wenn HK = KH ist. Ist K < Ng(H), so gilt HK = KH,
und H ist Normalteiler in HK.

BEWEIS. Sei hiky, hoks € HK. Dann ist k1hy = hk, da HK = KH. Folglich
ist hikihoky = hihkks € HK. Ebenso sieht man (hik;)™" € HK. Also ist HK
Untergruppe von G. Die Inklusion K < Ng(H) besagt, daf fiir jedes k € K die
Gleichung kH = Hk gilt; somit gilt HK = KH. Ferner gilt hkH = hHk =

Hk = Hhk, und deshalb ist H << HK. O
(2.14) Notiz. Sei H <K <G und L < G. Dann ist HNL < K N L.
BewEIs. Die Abbildung K N L — K/H, x — xH hat den Kern H N L. O

Wir beweisen den zweiten Isomorphiesatz.

(2.15) Satz. Seien H und K Untergruppen von G und gelte K < Ng(H). Dann
induziert die Inklusion K C HK induziert Isomorphismus K/(HNK) = HK/H.

Bewers. Wir verwenden (2.13). Der Kern von K — (HK)/H, k — kH besteht
aus den k mit kH = H, ist also gleich H N K. Also wird nach (2.6) eine Injektion
K/(HNK) — HK/H induziert. Nach Konstruktion ist die Abbildung auch
surjektiv. O

Als kleine Verallgemeinerung des Satzes von Lagrange haben wir:
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(2.16) Notiz. Seien H und K Untergruppen von G. Dann gilt | HK|-|HNK| =
|H| - |K].

BEwEIs. Auf H x K wird durch (h, k) ~ (hu, u'k), u € HN K eine Aquiva-
lenzrelation definiert. Die Aquivalenzklassen sind genau die Urbilder der Abbil-
dung H x K — HK, (h,k) — hk. O

Sind H und K vertauschbare Untergruppen von G, d. h. gilt hk = kh fiir
alle h € H'k € K, soist ppH x K — HK, (h,k) — hk ein surjektiver Ho-
momorphismus. Der Kern besteht aus den Paaren (h,k) mit k& = h~'. Durch
itHNK — H x K, x — (z,27!) wird eine Injektion auf den Kern von p gege-
ben. Man beachte, dafl wegen der Vertauschbarkeit H N K abelsch ist. Wir haben
also fiir vertauschbare H, K ein exakte Sequenz:

(2.17) | HAK — Hx K L
(2.18) Satz. Sei H <G und K QG. Dann ist HK QG. Wir haben eine exakte
Sequenz

HK — 1.

l1—-HK/H —-G/H - G/HK — 1,

in der die zweite und dritte Abbildung auf Reprdsentanten durch die Identitdit
gegeben ist.

BeEwEIs. Nach (2.13) ist HK < G. Sei hk € HK und g € G. Dann ist wegen
ghkg™! = ghg 'gkg~' und der Voraussetzung ghkg~—! € HK. Das zeigt HK <.
Der Kern der surjektiven Abbildung G/H — G/HK ist offenbar gleich HK/H.O

(2.19) Satz. Seien A, B,C Untergruppen von G und gelte A << B und B <
Nea(C). Dann ist AC' <1 BC.

BEWEIS. Wegen A < B < Ng(C) sind nach (2.15) AC und BC' Untergruppen
von G. Sei be € BC und ac; € AC. Fiir a € A gilt aC = Ca. Also hat caci;c™t
die Form acy mit ¢ € C. Es folgt

Y= (bc)(acl)(bc)_l = bacob™' = bab beb ™

Nach den Voraussetzungen ist bab™' € A und beyb~! € C. Folglich ist y € AC.
Das zeigt die Behauptung. O

(2.20) Satz. Sei U,u,V,v Untergruppen von G und sei w<<U,v <V. Dann ist
w(UNv)su(UNV).

BEWEIS. Sei A=UnNv, B=UNV und C = u. Nach (7?7.3) ist A<t B und nach
Voraussetzung B = U NV < U < Ng(u) = Ng(C). Die Behauptung folgt nun
aus (2.19). O

(2.21) Satz. Die Inklusion UNV — uw(U NV) induziert einen Isomorphismus

wUNV)/u(UNv)Z2UNV/(unV)(UNo).
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Indem wir die Rolle von U und V' wvertauschen erhalten wir insgesamt den Iso-
morphismus von Zassenhaus

w(UNV)/u(Unv)=ZUNV)v/(unV).

BEWEIS. Die Zusammensetzung der genannten Inklusion und der Quotientab-
bildung liefert UNV — w(U N'V)/u(U Nv) mit dem Kern (UN V) Nu(U No).
Diese letztere Gruppe ist aber gleich (uNV)(U Nwv), wie eine leichte Umrechnung
zeigt. O

3 Produkte

Sei (G; | j € J) eine Familie von Gruppen. Das Produkt G = [[;G; haben
wir schon im ersten Abschnitt definiert. Der folgende Satz zeigt, unter welchen
Umsténden eine Gruppe das Produkt von Untergruppen ist.

(3.1) Satz. Seien Gy,...,G, Untergruppen der Gruppe G. Folgende Aussagen
sind dquivalent:

(1) Die Abbildung
W:HGj_)Ga (ghagn)'_)glgn
j=1

15t ewn Isomorphismus.

(2) Die G; sind Normalteiler, G wird von Uj G, erzeugt und fir alle j gilt:
G hat mit dem Erzeugnis der G;, i # j den Schnitt 1.

(3) Die G; sind Normalteiler, und die Abbildung m aus (1) ist bijektiv.

BEwEISs. Offenbar impliziert (1) die Aussagen (2) und (3). Und offenbar im-
pliziert (3) die Aussage (2). Gelte also (2). Da die G; Normalteiler sind, gilt
G,G; = G,;G;, und damit sieht man, dafl m surjektiv ist. Aus 7(g1,...,9,) =
m(uq, ..., u,) folgt nach (2) zundchst g3 = uy und dann induktiv g; = ;. Also
ist 7 bijektiv. Ist i # j, x € G; und y € G}, so folgt zyx~ly™' € G; N G;, weil
beide Gruppen Normalteiler sind. Also sind Elemente in verschiedenen Gruppen
miteinander vertauschbar, und deshalb ist 7 ein Homomorphismus. O

Ist eine der Aussagen in (3.1) erfiillt, so sagen wir, G sei das interne (direkte)
Produkt der Untergruppen Gy, ..., G,.

(3.2) Satz. Seien H und G Gruppen, und sei 7:G — Aut(H), g — 7, ein
Homomorphismus. Auf der Menge H X G wird durch die Vorschrift

(z,9) - (y, h) = (2 - 74(y), gh)

eine Gruppenstruktur mit dem Inversen (x, g)~" = (1,-1(z71), ¢~ ") und dem neu-
tralen Element (1,1) definiert.
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BEWEIS. Es ist die Assoziativitdt nachzurechnen, das neutrale Element und die
Formel fiir das Inverse. O

Die so konstruierte Gruppe wird mit H x, G bezeichnet und semidirektes
Produkt von H mit G vermoge 7 genannt. Durch (z, g) — ¢ wird ein surjektiver
Homomorphismus H x, G — G gegeben. Der Kern {(x,1) | x € H} ist ein zu
H isomorpher Normalteiler. Die Menge {(1,g) | ¢ € G} ist eine zu G isomorphe
Untergruppe, aber im allgemeinen kein Normalteiler (3.3). Es gilt

(L, 9) (@, 1)(1,9)" = (ry(2), 1).

Damit werden die Automorphismen 7, in der gréfleren Gruppe H X, G durch
innere Automorphismen induziert.

(3.3) Notiz. Sei G Untergruppe und H Normalteiler einer Gruppe K. Die Ab-

bildung
wHxG— K, (h,g)— hg

sei byektiv. Konjugation mit Elementen aus G liefert einen Homomorphis-
mus 7:G — Aut(H). Dann ist p, aufgefafst als Abbildung von H X, G, ein
Isomorphismus. O

Die vorstehende Notiz liefert eine interne Beschreibung von semidirekten Pro-
dukten.

(3.4) Die affine Gruppe. Sei K ein Korper. Wir betrachten die Gesamtheit
der Abbildungen K" — K" der Form ¢, 4: ¢ — Az +a mit A € GL(n, K) und
a € K". Es gilt

¥b,B © Pa,A = PBa+b,BA-

Durch die Abbildung ¢, 4 sind a und A bestimmt. Die Menge dieser Abbildungen
ist mit der Verkettung eine Gruppe, die affine Gruppe A(n, K). Die Untergrup-
pe der Abbildungen z — z + a ist zur additiven Gruppe K" isomorph. Sie ist
ein Normalteiler in A(n, K), und ihre Elemente heilen Translationen. Wir ha-
ben einen surjektiven Homomorphismus A(n, K) — GL(n, K), ¢,4 +— A. Die
Gruppe GL(n, K) ist eine Automorphismengruppe der additiven Gruppe K™,
und zwar ist 7(A) der Automorphismus a — Aa. Die Abbildung

K" x; GL(n,K) = A(n, K), (a,A)— g2

ist ein Isomorphismus. <&

(3.5) Kranzprodukt. Sei G eine Gruppe und G" ihr n-faches Produkt Ist
m € S,, so erhalten wir einen Automorphismus 7, von G" durch Vertauschung
der Faktoren

Tei (915 9n) = (Gr1(1)s -+, Gn1(n))-
Es gilt 7, = 7.7,. Das zugehérige semidirekte Produkt G™ x; S,, wird das Kranz-

produkt G [ S, von G mit S, genannt. Fiir eine Untergruppe H von S, wird
analog G [ H gebildet. <&
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Manchmal ist es zweckméfig, das semidirekte Produkt etwas anders zu definie-
ren. Sei 7: G — Aut(H) ein Antihomomorphismus. Damit wird das semidirekte
Produkt G , x H mit der Multiplikation

(9, h)(u,v) = (gu, 7u(h)v)
definiert.

(3.6) Diedergruppen. Die Gruppe Z/2 ist eine Automorphismengruppe von
Z/n, indem das nichttriviale Element durch 7:2 +— —x wirkt. Das semidirekte
Produkt Dy, := Z/n x, Z/2 heifit Diedergruppe der Ordnung 2n. Die Gruppe
Ds,, ist isomorph zur Symmetriegruppe eines regelméfligen n-Ecks, d. h. zur
Untergruppe der orthogonalen Gruppe O(2), die ein regelméfiges n-Eck in der
Ebene mit dem Nullpunkt als Zentrum in sich abbildet. Wird Z/n durch Z
ersetzt, so entsteht die unendliche Diedergruppe Do, := Z %, Z/2. Die Gruppe
D4 ist isomorph zu einer Untergruppe der affinen Gruppe A(1,R). O

(3.7) Notiz. Seien (G, | 7 € J) Gruppen und H; < G; Normalteiler. Das
Produkt der Faktorabbildungen p;: G; — G/ H; hat den Kern []; H;. Also besteht
nach (2.8) ein kanonischer Isomorphismus (I1; G;)/(11; H;) = 11;(G;/H;). O

(3.8) Aufgaben und Erginzungen.

1. Die orthogonale Gruppe O(n) ist fiir ungerades n isomorph zu einem Produkt
von SO(n) und Z/2 und fiir gerades n isomorph zu einem semidirekten Produkt
dieser Gruppen.

2. Sei By(K) die Gruppe der invertierbaren oberen Dreiecksmatrizen mit Ein-
tragen aus dem Korper K, Dy(K) die Untergruppe der Diagonalmatrizen und
Us(K) die Untergruppe mit Einsen auf der Diagonale. Dann gibt es ein semidi-
rektes Produkt

1 - Uy(K) — By(K) — Do(K) — 1.

Die Gruppe Us(K) ist isomorph zur additiven Gruppe K. Wie wirkt in diesem
Kontext ein Element von Dy(K) als Automorphismus auf K7

3. In einer exakten Sequenz von Gruppen

p

1- H—-( K—1

ist G genau dann das semidirekte Produkt von H und einer zu K isomorphen
Untergruppe, wenn p einen Schnitt s: K — G hat, welchletzteres ein Homomor-
phismus mit der Eigenschaft ps = id ist.

4. Die Homomorphismen H X, G — A entsprechen bijektiv den Paaren von
Homomorphismen ¢: H — A, ¢:G — A mit der Eigenschaft o(7,(h)) =
¥(g)e(h)(g)~'. Dem Paar ¢, wird dabei (h, g) — ¢(h)1(g) zugeordnet.

5. Verifikation von (3.3).
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4 Gruppenoperationen

Gruppen wurden dazu erfunden, Symmetrien zu beschreiben. Der Symmetriebe-
griff wird im Begriff der Transformationsgruppe formalisiert.

(4.1) Transformationsgruppe. Eine Operation der Gruppe G auf der Menge
X ist eine Abbildung p: G x X — X mit den folgenden Eigenschaften:

(1) Fiir alle g,h € G und x € X gilt p(g, p(h,x)) = p(gh, x).

(2) Fiir das neutrale Element e € G und z € X gilt p(e,z) = x.

Oft schreiben wir statt p(g,x) einfach gz. Dann nehmen die Eigenschaften (1)
und (2) die vertrautere Form g(hx) = (gh)x und ex = z an.

Eine Transformationsgruppe ist ein Tripel (G, p, ), das aus einer Gruppe G,
einer Menge X und einer Operation p von G auf X besteht. Wir sagen kurz, X
ist eine G-Menge, wenn die Operation von G auf X gegeben ist oder unterstellt
wird. O

Fiir jedes g € G wird die Abbildung Ly,: X — X, x +— gx als Linkstranslation
mittels g bezeichnet. Die Eigenschaften (1) und (2) besagen dann L,L, = Ly,
und L, = id(X). Wegen LyL,1 = Lg-1 = L, = id(X) ist L, bijektiv. Die
Zuordnung g — L, ist ein Homomorphismus von G in die symmetrische Gruppe
von X.

Sei (G, p, X) eine G-Menge. Ist x € X gegeben, so heifit Gz := {gx | g € G}
die Bahn der Operation durch x. Die Menge X zerfillt in Bahnen: Durch

rxr~y & x=gy flirein geG

wird eine Aquivalenzrelation auf X gegeben, deren Aquivalenzklassen die Bahnen
sind. Die Menge der Aquivalenzklassen wird mit G\ X, gelesen X modulo G, be-
zeichnet und Bahnenmenge (= Bahnenraum, Orbitmenge, Orbitraum) genannt.
Statt Bahn sagen wir auch Orbit. Die Méchtigkeit einer Bahn heifit auch ihre
Lénge.

Wir kénnen Gruppenoperationen auch durch Abbildungen X x G — X,
(z,g9) — xg mit den Eigenschaften z(g192) = (291)g2, xe = x definieren. Wir
sprechen dann von einer Rechtsoperation, im Gegensatz zur anfangs definierten
Linksoperation. Den Orbitraum bezeichnen wir in diesem Fall mit X/G. Diesel-
be Bezeichnung wird allerdings oft auch fiir den Orbitraum einer Linksoperation
verwendet.

(4.2) Beispiel. Ist H eine Untergruppe von G, so haben wir eine Linksopera-
tion H x G — G, (h,g) — hg von H auf GG. Die Bahnenmenge ist die schon
frither definierte Menge von Linksnebenklassen. Indem wir jedem Element g € G
die Permutation [/, der Menge G zuordnen, erhalten wir einen injektiven Homo-
morphismus von G in die symmetrische Gruppe von G (Satz von Cayley). <&

Eine Operation von G auf X heifit transitiv, wenn X nur aus einer einzigen
Bahn besteht. Eine Operation heifit effektiv, wenn aus L, = id folgt, dal g = e
ist. Eine Operation heifit trivial, wenn fiir g € G immer gxr = z gilt.



T. tom Dieck 4 Gruppenoperationen 39

Fiir jedes x € X ist G, := {g € G | gr = x} eine Untergruppe von G,
die Standgruppe oder Isotropiegruppe oder Stabilisator der Operation im Punkt
x genannt wird. Es gilt Gy, = ¢gG,g~'. Eine Operation heifit frei, wenn alle
Standgruppen nur aus dem neutralen Element bestehen.

(4.3) Beispiel. Die Gruppe GL(n, K) operiert durch Matrizenmultiplikation
auf dem Vektorraum K™ von links

GL(n,K)x K" — K", (A,z)— Ax.

Alle Linkstranslationen sind sogar lineare Abbildungen.

Die Gruppe SO(n) operiert in dieser Weise transitiv auf der Finheitssphdre
Sn=t = {(z;) e R"| >, 27 = 1}. Die Standgruppe eines Punktes ist zu SO(n—1)
isomorph. O

Ist X eine G-Menge und H C G eine Untergruppe, so heifit
X" ={rc X |firalle h € H ist hx = z}

die H-Fizpunktmenge von X.

Sind X und Y G-Mengen, so bezeichnen wir eine Abbildung f: X — Y als
G-Abbildung oder als G-dquivariant, wenn fir g € G und x € X immer f(gx) =
gf(z) gilt. Eine bijektive dquivariante Abbildung ist ein Isomorphismus von G-
Mengen. Fiir eine dquivariante Abbildung f gilt f(X*) C Y¥ und G, C Gy ().

Sind (X | j € J) G-Mengen, so definieren wir auf dem mengentheoretischen
Produkt Hje ;X eine G-Operation durch komponentenweise Operation (auch
Diagonaloperation genannt) g(z;) := (gx;).

Ist X eine G-Menge, Y eine Teilmenge von X und gilt fiir ¢ € G und y € Y
immer gy € Y, so wird durch G x Y — Y (g,y) — gy eine G-Operation auf YV’
definiert. In diesem Fall heifit Y eine G-invariante oder G-stabile Teilmenge von
X.

Jede Bahn ist eine G-invariante Teilmenge und jede G-invariante Teilmenge
ist disjunkte Vereinigung von Bahnen.

Die Gruppe G operiert in natiirlicher Weise auf G/H vermoge

GxG/H — G/H, (u,gH) — ugH.

Die Menge G/H mit dieser Operation heiit homogener Raum von G beziiglich
H oder homogene G-Menge.

Sei (G, s, X) eine transitive Operation. Fiir x € X betrachten wir die Abbil-
dung F:G — X, g — gx, die nach Voraussetzung surjektiv ist. Sei H = G,
die Standgruppe im Punkt z. Fiir h € H gilt dann F(g) = F'(gh). Also gibt es
eine Abbildung f:G/H — X, die mit der Restklassenabbildung p:G — G/H
die Gleichung fp = F erfiillt. Wir verifizieren:

(4.4) Lemma. Die Abbildung f ist ein Isomorphismus von G-Mengen.

BEWEIS. Da F' surjektiv ist, so auch f. Nach Konstruktion ist f dquivariant. Sei
flgiH) = f(g2H), also g1w = go, g5 ' 1w = @, g3 ' g1 =: g € H. Wegen g1 = goh
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gilt g1 H = goH. Folglich ist f bijektiv und damit ein G-Isomorphismus, da die
Umkehrabbildung wiederum eine G-Abbildung ist. O

Wir haben damit transitive G-Mengen, also Bahnen, als homogene Rdume
erkannt.

(4.5) Beispiel. Sei G endlich und X eine endliche G-Menge. Sei A C X eine
Teilmenge, die aus jeder Bahn genau ein Element enthélt. Da X Vereinigung von
Bahnen ist, gilt wegen (8.2) die Bahngleichung

XI=) _1G/G.| =) |G|/|G,]

T€A T€A
fiir die Kardinalitat von X. &

(4.6) Satz. Seien H und K Untergruppen von G. Dann gilt:
(1) Es gibt genau dann eine G-Abbildung G/H — G/K, wenn H zu einer
Untergruppe von K konjugiert ist.
(2) Ista€ G und gilt a'Ha C K, so ist R,: G/H — G/K, gh — gaK eine
G-Abbildung. Jede G-Abbildung G/H — G/K hat diese Form.

BEWEIS. Sei f:G/H — G/K eine G-Abbildung und gelte f(eH) = aK. Aus
der Aquivarianz von f folgt haK = aK fiir alle h € H, und letzteres ist zu
a'Ha C K Aquivalent. Ferner zeigt die Aquivarianz, da f = R, ist. Umgekehrt
wird R, leicht als wohldefinierte dquivariante Abbildung verifiziert. O

(4.7) Beispiel. Eine Gruppe operiert auf sich selbst durch Konjugation
GxG—G, (g,h)— ghg™".

Gruppenelemente heiflen konjugiert, wenn sie in derselben Bahn beziiglich dieser
Operation liegen. Ist G = GL(n,C), so werden die Konjugationsklassen durch
die Jordansche Normalform beschrieben.
Ist P(G) die Menge aller Teilmengen von G, so operiert G durch Konjugation
auf P(G)
G x P(G) — P(GQ), (g,A)w gAg™".

Ist H eine Untergruppe von G, so auch gHg~'. Wir nennen H und gHg ' kon-
jugierte Untergruppen von G. Die Isotropiegruppe von H bei dieser Operation
ist der Normalisator N H. Also gibt es |G/NH| zu H konjugierte Untergruppen.
Eine Untergruppe K € P(G) ist genau dann Fixpunkt unter dieser Operation,
wenn sie Normalteiler ist. Die Konjugationsklasse von H werde mit (H) be-
zeichnet. Auf der Menge Kon(G) der Konjugationsklassen von Untergruppen
wird eine teilweise Ordnung gegeben durch die Festlegung: (H) < (K) <=
H ist konjugiert zu einer Untergruppe von K (= H ist subkonjugiert zu K). <&

Ist X eine rechte und Y eine linke H-Menge, so wird durch die Orbitmenge
der Operation

Hx(XxY)—=XxY, (h(z,9)+— (zh™* hy)
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die Menge X Xy Y definiert. Ist H eine Untergruppe von G, und wird G' mit der
H-Operation durch Rechtsmultiplikation versehen, so haben wir G x5 Y. Durch
Linksmultiplikation auf dem linken Faktor wird G xg Y eine G-Menge. Ist Y
eine G-Menge, so ist

GxyY = G/HXY, (9,9)— (9,9Y)

ein Isomorphismus von G-Mengen. Die G-Bahnen von G Xy Y entsprechen den
H-Bahnen von Y. Aus den letzten beiden Aussagen erhalten wir, da} die G-
Bahnen von G/H x G/K den Doppelnebenklassen HgK entsprechen, also der
Menge H\G/K.

Sei X eine G-Menge. Die Standgruppen der Punkte einer Bahn bilden eine
Konjugationsklasse von Untergruppen. Zwei Bahnen sind genau dann isomorph,
wenn die zugehdrigen Konjugationsklassen gleich sind. Sei

X(H) ={r e X [(Gs) = (H)}.

Zwei G-Mengen X und Y sind genau dann isomorph, wenn fiir alle H < G die
Mengen X (H)/G und Y (H)/G gleichméchtig sind. Einen Isomorphismus erhélt
man némlich dadurch, dafl isomorphe Bahnen aufeinander abgebildet werden.
Isomorphie 148t sich auch durch Fixpunktdaten feststellen.

(4.8) Satz. Endliche G-Mengen S und T einer endlichen Gruppe G sind genau
dann isomorph, wenn fir alle H < G die Gleichheit |SH| = |TH| besteht.

BEWEIS. Die genannte Fixpunktbedingung ist offenbar notwendig. Sei sie erfiillt.
Wir verwenden Induktion iiber die Anzahl der Konjugationsklassen von Isotro-
piegruppen. Sind A C S und B C T isomorphe G-Teilmengen, so sind S und
T genau dann isomorph, wenn S\ A und 7"\ B isomorph sind. Aus der Gleich-
heit der H-Fixpunktdaten fiir S und 7' folgt diejenige fiir die Differenzmengen.
Sei (K) maximal mit der Bedingung |S¥| # 0. Dann ist |SX| = |[S(K)X| =
|S(K)/G||G/K¥|. Also gibt es gleichviele Bahnen vom Typ G/K in S und T.
Wir betrachten deshalb S\ S(K) und 7'\ T'(K) und haben damit die Anzahl der
Konjugationsklassen von Isotropiegruppen reduziert. O

(4.9) Satz. Fir eine G-Menge S gilt |G||S/G| = 3_ 4 |57].

BeEwEeIs. Wir betrachten U = {(g, s) | gs = s}. Sortieren wir die Menge nach g,
so erhalten wir | J {9} xS?. Sortieren wir nach s, so erhalten wir als Méchtigkeit
> scs |Gs|- Da aber |G| nur von der Bahn von s abhéngt und diese die Lange
|G|/|Gs| hat, ergibt sich >~ g/ |G| wie gewlinscht. O

Ist A Teilmenge von B, so fassen wir die symmetrische Gruppe S(A) als Unter-
gruppe von S(B) auf, indem wir eine Permutation von A aulerhalb von A durch
die Identitét fortsetzen. Ist A die disjunkte Vereinigung nichtleerer Teilmengen
A, ..., A, und bezeichnet S(A; Ay, ..., A,) C S(A) die Untergruppe derjenigen
Permutationen, die jedes A; in sich abbilden, so ist in diesem Sinne
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(4.10) S(A; Ay, .. A) = ﬁsmj).

Jj=1

Sei m € S,. Die von 7 erzeugte zyklische Untergruppe habe die Ordnung m =
m(m). Die Operation von Z/m auf [n], = {1,...,n}, bei der 1 modm durch 7
wirkt, habe die Bahnen A;,..., A,. Eine Bahn hat die Form einer geordneten
Menge

(4.11) Aj = (z,7(x),..., 7 (x)), (1) =z,

wenn ¢ ihre (von j abhédngige) Lénge ist. Dabei kann fiir  irgendein Element der
Bahn gewihlt werden. (Siehe dazu auch Aufgabe 6.) Die Permutation zerfallt
geméB (5.10) in Permutationen m; von A;, die die Zyklen von m heiflen. Die
Schreibweise (5.11) als geordnete Menge sagt, um welche Permutation es sich
handelt: Ein Element wird auf das rechts danebenstehende und das letzte auf
das erste abgebildet. Beispielsweise hat

123456789
3184967527
die Zyklen (1,3,8,2), (4), (5,9,7).

(4.12) Notiz. Permutationen w,p € S, sind genau dann konjugiert, wenn sie
fiir jedes k € N dieselbe Anzahl von Zyklen der Linge k haben.

BEWEIS. Seien 7w und p konjugiert durch h € S, in der Form mh = hp. Dann ist
m(m) = m = m(p) und h ein Isomorphismus von Z/m-Mengen [n], — [n],.
Seien umgekehrt Ay, ..., A, und By,..., B, die geordneten Bahnen von [n],
und [n], so aufgeschrieben, da8 A; und B; gleichméchtig sind. Die Konjugation
von 7 und p wird dann durch die Bijektion bewirkt, die die Elemente von B; der
Reihe nach auf die Elemente von A; abbildet. a

5 Sylow-Gruppen

Sein € Nund p € N ein Primteiler von n. Dann gibt es eine Zerlegung der Form
n = p°m mit zu p teilerfremdem m € N. Wir nennen p® den p-priméren Anteil
von n und n = p®m die p-primére Zerlegung von n.

Wir betrachten in diesem Abschnitt nur endliche Gruppen. Ist G eine Gruppe
der Ordnung |G| = n, so heifit eine Untergruppe P der Ordnung p¢ von G eine
p-Sylowgruppe von G. Die Sitze (5.1), (5.3) und (5.4) heiflen die Sylow-Sditze der
Gruppentheorie.

(5.1) Satz. FEine Gruppe G besitzt zu jedem Primteiler ihrer Ordnung eine p-
Sylowgruppe.

BEWEIS. Sei X die Menge aller Teilmengen von G, die p¢ Elemente haben. Auf
X operiert G durch Linksmultiplikation (g, U) — gU. Wir zerlegen X in Bahnen
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beziiglich dieser Operation. Die Menge X hat

(n> G VR G s RS

p° pe(pe—1)---1

Elemente. Diese Zahl ist zu p teilerfremd (Aufgabe). Es gibt deshalb eine Bahn,
deren Machtigkeit nicht durch p teilbar ist, etwa die Bahn By der Menge U € X.
Es gilt die Bahngleichung |G| = |Gy| - |By| = p®m. Die Ordnung der Standgrup-
pe Gy teilt |U|, da allgemein fiir eine Untergruppe H und eine Teilmenge U
genau dann HU C U ist, wenn U aus Linksnebenklassen von H besteht. Da also
demnach |Gy| die Anzahl |U| = p°© teilt und |By| teilerfremd zu p ist, folgt aus
der Bahngleichung |Gy| = p®, d. h. Gy ist eine p-Sylowgruppe. O

Als leichte Folgerung erhalten wir den folgenden Satz von Cauchy

(5.2) Folgerung. Ist p ein Primteiler der Gruppenordnung |G|, so enthdilt G
ein Element der Ordnung p.

BEWEIS. Ein Element x # 1 einer p-Sylowgruppe hat eine Ordnung p*, k& > 0.
Die p*~!-te Potenz von z hat dann die Ordnung p. O

(5.3) Satz. Sei K eine Untergruppe von G, deren Ordnung durch p teilbar ist,
und sei H eine p-Sylowgruppe von G. Dann gibt es g € G, so daff KNgHg™! eine
Sylowgruppe von K ist. Insbesondere sind alle p-Sylowgruppen von G konjugiert.

BEWEIS. Wir betrachten die G-Menge G/H durch Einschrénkung als K-Menge.
Da |G/H]| teilerfremd zu p ist, so gibt es auch eine K-Bahn KgH mit dieser
Eigenschaft. Die Standgruppe von gH ist K N gHg™'. Also ist die Bahnenlinge
|K/K N gH g™ teilerfremd zu p. Folglich ist K N gHg™! eine Sylowgruppe von
K. Ist K selbst eine Sylowgruppe, so ist also KNgHg™' = K C gHg™ ', und aus
Anzahlgriinden besteht Gleichheit. O

Wegen des letzten Satzes ist eine p-Sylowgruppe in einer abelschen Gruppe
eindeutig bestimmt. Es folgt dann leicht, daf§ die Gruppe direktes Produkt ihrer
Sylowgruppen ist.

(5.4) Satz. Sei s die Anzahl der p-Sylowgruppen einer Gruppe G mit p-
primdrer Zerlegung |G| = p*m. Dann gilt sjm und s = 1 mod p.

Da alle p-Sylowgruppen konjugiert zu einer festen H sind, ist s = |G/NH|.
Wegen m = |G/H| = |G/NH||NH/H| ist s ein Teiler von m. Auf der Menge S
der p-Sylowgruppen operiert H durch Konjugation. Sei K € S¥. Das bedeutet
H C NK. Also sind H und K Sylowgruppen von NK und deshalb in NK
konjugiert. Da K Normalteiler von NK ist, ist H = K. Also ist [S¥| = 1. Mit
|S| = |SH| mod p folgt s = 1mod p. O

(5.5) Beispiel. Sei |G| = p°q,e > 1, mit Primzahlen p > ¢. Nach (5.4) ist
s ein Teiler von ¢, und wegen s = Imodp und p > ¢ ist s = 1. Folglich ist
die p-Sylowgruppe H von G ein Normalteiler. Es gibt in G ein Element der
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Ordnung ¢. Die davon erzeugte Untergruppe sei K. Nach Abschnitt 3 ist G ein
semidirektes Produkt H x. K, wobei ¢: K — Aut(H) das Element k auf den
inneren Automorphismus ¢, abbildet. Ist e = 1, so ist H zyklisch und Aut(H) =
(Z/p)*. Diese Gruppe hat die Ordnung p — 1. Wir werden spéter sehen, dafl diese
Gruppe zyklisch ist. Wenn ¢ kein Teiler von p—1 ist, so ist « trivial und damit G
zyklisch. Andernfalls erhalten wir eine nichtabelsche Gruppe. Damit haben wir
einen Uberblick iiber Gruppen der Ordnung pq fiir verschiedene Primzahlen p
und ¢ gewonnen. &

Das Zentrum einer Gruppe besteht aus den Elementen, die mit allen Grup-
penelementen vertauschbar sind. Jede Untergruppe des Zentrums ist ein Normal-
teiler. Allgemeiner ist der Zentralisator einer Menge X in einer Gruppe G die
Menge

Z(X)={ge G| firalle z € X gilt gz = zg}.

Eine Gruppe der Ordnung p° fiir eine Primzahl p heifit p- Gruppe.

(5.6) Satz. Sei G eine nichttriviale p-Gruppe. Dann hat G ein nichtriviales
Zentrum.

BEWEIS. Wir betrachten die Operation von G auf X = G durch Konjugation.
Dann ist X¢ das Zentrum. Wegen | X¢| = | X| mod p, | X| = 0mod p und X # ()
ist | X¢] > 1. O

(5.7) Satz. Sei G eine p-Gruppe. Dann gibt es eine Sequenz 1 = Gy C Gy C
. C G, = G von Normalteilern G; von G, so daff G;/G;—y zyklisch von der
Ordnung p ist.

BeEweris. Induktion nach |G|. Ist |G| > 1, so gibt es im Zentrum eine Unter-
gruppe G der Ordnung p. Man wende die Induktionsvoraussetzung auf G/G4
an, erhalt dadurch eine Sequenz von Normalteilern 1 = H; C Hy C ... C H,, =
(G /G1 mit sukzessiven Quotienten der Ordnung p darin und betrachte die Urbil-
der G; von H; bei der Quotientabbildung G — G/H. a

(5.8) Beispiel. Eine Gruppe G der Ordnung p? ist abelsch. Hat sie némlich ein
Element der Ordnung p?, so ist sie zyklisch. Andernfalls haben alle nichtneutralen
Elemente die Ordnung p. Es gibt eine zentrale Untergruppe H der Ordnung p,
und jedes Element im Komplement von H erzeugt eine Untergruppe K, mit der
G = H x K gilt. &

6 Abelsche Gruppen

In diesem Abschnitt stellen wir einige Aussagen iiber abelsche Gruppen zusam-
men. Insbesondere klassifizieren wir die endlich erzeugten abelschen Gruppen.

Eine Basis einer (additiven) abelschen Gruppe A ist eine Teilmenge C' mit der
folgenden Eigenschaft: Jedes Element a € A besitzt eine eindeutige Darstellung
als ganzzahlige Linearkombination
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(6.1) a= chc, Ne € 2.

ceC

Zum Beispiel bilden die Einheitsvektoren e; = (0,...,1,...,0) mit einer 1 an
der i-ten Stelle eine Basis von Z". Eine abelsche Gruppe hat genau dann eine
Basis der Machtigkeit n, wenn sie zu Z" isomorph ist. Ein Isomorphismus wird
dadurch gegeben, dafl die Basiselemente bijektiv auf die Standardbasis abgebildet
werden. Besitzt A eine Basis, so heifit A eine freie abelsche Gruppe. Ist B eine
weitere abelsche Gruppe, so ist ein Homomorphismus f: A — B einer freien
abelschen Gruppe A durch die Werte auf einer Basis bestimmt, und diese Werte
kénnen beliebig vorgegeben werden. Homomorphismen zwischen freien abelschen
Gruppen werden deshalb in Analogie zur Vektorraumtheorie durch ganzzahlige
Matrizen beschrieben.

(6.2) Notiz. Die Gruppe A habe eine Basis der Mdichtigkeit n. Dann hat jede
andere Basis ebenfalls die Mdchtigkeit n.

BEwEIS. Wir verwenden die bekannte lineare Algebra iiber dem Korper Q. Wir
kénnen ohne wesentliche Einschrénkung A = Z" annehmen. Dann sind fiir £ >
n jeweils k Elemente yq,...,y, tiber Q linear abhéngig. Nach Multiplikation
einer linearen Relation mit dem Hauptnenner der Koeffizienten erhalten wir eine
lineare Relation iiber Z. Deshalb kénnen die y; keine Basis bilden. O

Die Méachtigkeit einer Basis heifit der Rang der Gruppe. Wir formalisieren im
weiteren noch den Begriff einer freien abelschen Gruppe. Sei S eine Menge. Eine
freie abelsche Gruppe tiber S ist eine Mengenabbildung i: S — F' in eine abelsche
Gruppe F' mit der folgenden universellen Eigenschaft: Zu jeder Mengenabbil-
dung ¢: S — A in eine abelsche Gruppe A gibt es genau einen Homomorphismus
®:F — A mit ® oi = . Durch die universelle Eigenschaft ist i: S — F bis
auf eindeutige Isomorphie bestimmt: Hat j: S — G ebenfalls die universelle Ei-
genschaft, so gibt es genau einen Isomorphismus a: F' — G mit ai = j. Ist C
eine Basis von A, so ist i:C' C A eine freie abelsche Gruppe iiber C. Zu jeder
Menge S gibt es eine freie abelsche Gruppe: Sei F/(S) die Menge aller Funktionen
f:S — Z, die nur an endlich vielen Stellen von Null verschiedene Werte anneh-
men. Durch Addition von Funktionswerten wird F'(S) eine Gruppe. Fiir s € S
sei 5 die Funktion i4(t) = 0+ (Kronecker-Symbol). Dann ist i: S — F(S), s + i
eine freie abelsche Gruppe iiber S. In einer solchen Gruppe ist ndmlich das Bild
i(S) eine Basis von F'.

Ist A eine abelsche Gruppe, so bilden die Elemente endlicher Ordnung von A
eine Untergruppe T'(A), genannt die Torsionsuntergruppe von A. Ein Homomor-
phismus f: A — B bildet TA nach T'B ab, induziert also Tf:TA — TB, a —
f(a). Ist A =TA so heifit A Torsionsgruppe, ist TA = 0, so heiBBt A torsionsfrei.
Eine endliche abelsche Gruppe ist eine Torsionsgruppe.

(6.3) Satz. Fiir jedes A ist A/T A torsionsfrei.

BEWEIS. Sei x € A/TA ein Element der Ordnung n und y € A ein Urbild von
x. Dann liegt ny in T'A. Folglich hat auch y endliche Ordnung und liegt in T'A,
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was x = 0 zur Folge hat. O

Der folgende Satz wurde in 1.4 bewiesen, und zwar fiir den Standardfall A =
7"

(6.4) Satz. Sei A eine freie abelsche Gruppe vom Rang n und B eine Unter-

gruppe. Dann gibt es ein Paar (aq,...,a,) und (by, ..., bg) von Basen von A und
B mit der Eigenschaft: Es gibt natiirliche Zahlen ny, ..., n, mit nja; = b;. Diese
Zahlen kénnen dberdies so gewdhlt werden, daf$ n; ein Teiler von n;yq ist. O

Ein Paar von Basen mit den in (6.4) genannten Eigenschaften heifit der In-
klusion B C A angepafst.

Aus dem voranstehenden Satz folgt jetzt leicht der Struktursatz fiir endlich
erzeugte abelsche Gruppen:

(6.5) Satz. FEine endlich erzeugte abelsche Gruppe G ist isomorph zu einem
Produkt der Form

7" X Z[(ny) x -+ X ZJ(ng)

mit von Null verschiedenen n;, die der Teilbarkeitsbedingung nq|ns| - - - |ny geni-
gen.

BEWEIS. Da die Gruppe G endlich erzeugt ist, gibt es einen surjektiven Homo-
morphismus ¢: Z" — G, der die Standardbasis von A = Z" auf ein Erzeugen-
densystem abbildet. Sei B sein Kern. Wir wihlen angepafite Basen fiir B C A
wie im letzten Satz. Wir benutzen diese Basen, um ¢ durch eine ganzzahlige
Diagonalmatrix zu beschreiben, d. h. wir erhalten ein Diagramm

C g

B A G

ZF ¢ VAR
in dem ® durch (z1,...,x5) — (21, ..., N2, 0. .., 0) gegeben ist. Die Faktor-
gruppe nach dem Bild von ® hat aber die behauptete Form. Die Zahl r ist der
Rang von G/T'(G). O

(6.6) Notiz. Sei a € N. Der Kern der Multiplikation l,:Z/n — Z/n, © — ax
hat die Ordnung (a,n).

BEWEIS. Wir setzten a = dm mit d = (a,n). Da m zu n teilerfremd ist, so ist I,
ein Automorphismus, siehe (2.10). Es geniigt also die Aussage fiir [ zu zeigen.
Im Kern liegen dann aber genau die Vielfachen von n/d. O

(6.7) Folgerung. Der Endomorphismus l, von Z/ny X - -+ X Z/n, hat die Ord-
nung [T;_, (a,n;). O



T. tom Dieck 7 Universelle Gruppen 47

(6.8) Satz. Sei A eine endliche abelsche Gruppe der Ordnung n. Die Zahl n
besitze die Primzahlzerlequng

n(l) n(2
”:P1()p2()

n(r)

N

mit paarweise verschiedenen Primzahlen p; und n(j) > 0. Dann gibt es in A

eine eindeutig bestimmte Untergruppe A(p;) der Ordnung p?(j) firg=1,...r.
Sie wird der pj-priméare Anteil von A genannt. Es gilt

(6.9) A=TTAw)

(internes Produkt).

BEWEIS. Sei A(j) ={x € A| p?(j)a: = 0}. Die Untergruppe A(j) hat nach der

letzten Folgerung die Ordnung p?(j ). Jede Untergruppe H dieser Ordnung mufl
n(j)
) J
teilt. Wir setzten ¢; = [],; p?(z). Die Menge dieser Zahlen ist teilerfremd. Es
gibt deshalb eine Darstellung 1 = Zj m;q;. Fiir jedes z € A liegt ¢z in A(j).
Wegen z = ). m;q;x ist die Abbildung

aber in A(j) enthalten sein, da jedes Element von H eine Ordnung hat, die p

HA(])HA, (al,...,ar)|—>a1+...+%
J

surjektiv und aus Anzahlgriinden bijektiv. O

(6.10) Satz. Eine endliche abelsche Gruppe A ist Produkt zyklischer Gruppen
von Primzahlpotenzordnung. Die Anzahl der zu Z/p' isomorphen Faktoren einer
Produktdarstellung ist durch A eindeutig bestimmt (p Primzahl).

Bewers. Die Existenz folgt aus (6.5) und (6.8). Sei eine Zerlegung mit a(y)
Faktoren Z/p’ gegeben. Sei b(k) = >, a(j). Wir setzen Uy(A) = {z € A |
p'z = 0}. Nach (6.7) hat U;(A) die Ordnung p*V). Wir bilden A/U;(A). Dann
hat Uy (A/U(A)) = Uy(A)/UL(A) die Ordnung p*®. Induktiv sieht man, daf
Ur(A)/Ux_1(A) die Ordnung p*® hat. Die Zahlen b(k) — und damit auch die
Zahlen a(k) — sind also durch die Gruppenstruktur bestimmt. O

Eine zu (Z/p)™ isomorphe abelsche Gruppe heifit elementar abelsche p-Gruppe
vom Rang n. Die Gruppe Z/2 x 7Z/2 wird manchmal Kleinsche Vierergruppe
genannt.

7 Universelle Gruppen

Ein abelsches Monoid ist eine Menge H zusammen mit einer assoziativen und
kommutativen Verkniipfung H x H — H, (a,b) — a + b mit neutralem Element
0. Ein Homomorphismus o: H — K zwischen Monoiden ist eine Abbildung mit
den Eigenschaften a(hy + hy) = a(h1) + a(hy) und a(0) = 0. Ein Untermonoid
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U eines Monoids H ist eine Teilmenge, die die Null enthélt und mit ¢ und b auch
deren Summe. Sind H und K Monoide, so ist H x K mit komponentenweiser
Verkniipfung das Produktmonoid. Sei U C H ein Untermonoid. Durch

r~y <& esgibta,belUmitr+a=y+0b

wird auf H eine Aquivalenzrelation definiert. Sei H /U die Menge der Aquivalenz-
klassen und p: H — H/U, x — [z] die Faktorabbildung. Durch [z] + [y] = [z + ]
wird auf H/U eine wohldefinierte Verkniipfung gegeben; sie macht p zu einem
Homomorphismus. Die Abbildung p auf das Faktormonoid H/U hat die folgende
universelle Eigenschaft: Ist f: H — K ein Monoidhomomorphismus, der U im
Kern f~1(0) enthilt, so gibt es genau einen Homomorphismus F: H/U — K mit
Fp = f. Ist H eine abelsche Gruppe und U eine Untergruppe, so ist H/U die
iibliche Faktorgruppe. Die Teilmenge H* eines Monoids H der Elemente, die ein
Inverses haben, ist eine Untergruppe.

(7.1) Definition. Eine universelle Gruppe eines abelschen Monoids H ist ein
Homomorphismus i: H — K(H) in eine abelsche Gruppe K(H) mit der fol-
genden universellen Eigenschaft: Zu jedem Homomorphismus ¢: H — A in eine
abelsche Gruppe A gibt es genau einen Homomorphismus ®: K (H) — A mit der
Eigenschaft ® o7 = . <&

Wie iiblich bestimmt die universelle Eigenschaft das Objekt eindeutig. Ist
i": H — K'(H) eine zweite universelle Gruppe, so gibt es ndmlcih Homomorphis-
men a: K(H) — K'(H) und §: K'(H) — K(H) mit ai =i’ und fi’ = i. Wegen
Bai =1 und afi’ =i’ sind dann Sa und of Identititen.

Ist S C H ein Untermonoid, so ist D(S) = {(s,s) | s € S} ein Untermonoid
von H x S. Wir setzen

istH — H x S/D(S) = Ks(H), x— |[z,0].

(7.2) Satz. Der Homomorphismus ig hat die folgenden Eigenschaften:
(1) Zu jedem Homomorphismus p: H — A in ein Monoid A mit p(S) C A*
gibt es genau einen Homomorphismus ®: Ks(H) — A mit ®ig = .
(2) Die Klasse von (s,t) € S* in Kg(H) hat das Inverse (t,s). Insbesondere
besteht is(S) aus invertierbaren Elementen.
(3) Im Fall H =S ist iy eine universelle Gruppe fir H.

BEWEIS. Wegen ¢(S) C A* ist
O:H x SA, (,5) — ¢(z) —¢(s)

definiert und ein Homomorphismus. Er enthélt D(S) im Kern und induziert
deshalb einen Homomorphismus ® mit i = ¢.

Das Element (s,t) + (t,s) = (s +t,t+s) € D(S) ist fiir (s,t) € S? dquivalent
zur Nullklasse. Das belegt (2). Auflerdem liefert [x,s] = [z,0] — [s,0], dal &
eindeutig durch die angegebenen eigenschaften bestimmt ist.
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Die Aussage (3) ist ein Spezialfall von (1). O

(7.3) Beispiel. Die Inklusion i: Ny C Z ist eine universelle Gruppe. Die Kon-
struktion in (1.2) verallgemeinert die Konstruktion von Z aus Ny als Klassen von
Paaren. O

Sei f: A — B ein Monoidhomomorphismus. Es gibt genau einen Gruppenho-
momorphismus K (f), der das Diagramm

A T B

K(A) it K(B)

kommutativ macht. Die Existenz folgt aus der universellen Eigenschaft von 74,
angewendet auf ig o f. Es gilt K(fg) = K(f)K(g) und K (id) = id. Damit wird
K zu einem Funktor von abelschen Monoiden zu abelschen Gruppen. Ferner gilt
K(fi + f2) = K(f1) + K(fy) fur fi, fo: A — B. Auch diese Regeln sind fast

unmittelbare Konsequenzen aus der universellen Eigenschaft.

(7.4) Satz. Sei f: A x B — C eine biadditive Abbildung fiir abelsche Monoide
A, B,C. Es gibt genau eine biadditive Abbildung K(f), die das Diagramm

AxB L. ¢

ic

\iA X 1ip

K(A) x K(B) K, K(C)

kommutativ macht.

BEWwEIS. Daf} f biadditiv ist, besagt: Fiir jedes b € B ist fy:a — f(a,b) ein
Homomorphismus; ebenso fiir die andere Variable. Wegen des universellen Ei-
genschaft von i4 gibt es K(f;). Die Zuordnung

B — Hom(K(A), K(C)), b~ K(f)

ist ein Homomorphismus, der nach der universellen Eigenschaft von ig einen
Homomorphismus

K(f): K(B) — Hom(KA), K(C))

liefert. Die adjungierte biadditive Abbildung K (f) zu K (f) hat die gewiinschten
Eigenschaften. O

Die universelle Gruppe K (H) zu H wird manchmal auch Grothendieck-Gruppe
von H genannt.

(7.5) Aufgaben und Erginzungen.

1. Die Aquivalenzrelation auf H x S zur Definition von KS(X) lautet: (z,s) ~
(y,t) genau dann wenn es ein u € S mit z +t+u =y + s + v gibt.



50 3. Gruppen T. tom Dieck

2. Es gilt genau dann ig(a) = ig(b), wenn ein u € S mit a +u = b+ u existiert.
3. Ist i: H — K(H), x — [z] eine universelle Gruppe, so hat jedes Element von
K(H) die Form [z] — [y].

4. Was ist K(H), wenn H selbst schon eine Gruppe ist?

8 Prisentation von Gruppen
Sei M ein Monoid und ~ eine Aquivalenzrelation auf M mit der Eigenschaft
(8.1) reEM, y~z = 1Yy~ ITZ YT ~ 2T

Dann wird auf der Menge M = M/ ~ der Aquivalenzklassen Z durch 7 - Z =
yz die Struktur eines Monoids erklirt (Quotientmonoid), da (8.1) gerade die
Unabhéngigkeit vom Repréasentanten liefert. Die Quotientabbildung p: M —
M, z +— 7 ist ein Monoidhomomorphismus.

Sei S eine Menge. Ein Wort der Liange n € Ny iiber S ist eine Sequenz
(1,...,2,) von Elementen x; € S (leere Sequenz fiir n = 0). Sei M(S) die
Menge aller Worte iiber S. Durch die Verkniipfung

(5E17--~7$m)'(?/17---7yn) = (:E17"'7xm7y1a"'7yn)

wird auf M (S) die Struktur eines Monoids definiert. Die leere Sequenz ist das
neutrale Element. Die Abbildung ¢: S — M (S), die jedem z € S die Sequenz (x)
zuordnet, hat die folgende universelle Eigenschaft: Ist a: S — M eine beliebige
Abbildung in ein Monoid M, so gibt es genau einen Monoidhomomorphismus
A: M(S) — M mit Aor = a, und zwar ist A(zy,...,x,) = a(z1)a(zs) - - - az,),
A() = 1. Aus diesem Grunde heifit M (S) (genauer ¢: S — M(S)) das freie
Monoid iiber S.

Eine Involution auf einer Menge S ist eine Abbildung *:.S — S, x + x* mit
x** = g fiir alle . Die Involution heiBt frei, wenn immer z # z* ist. Sei (.5, *) eine
Menge mit freier Involution. Auf M (S) betrachten wir die Aquivalenzrelation,
die von

(8.2) u-x-xtv o~ u-v

erzeugt wird (u,v Worte iiber S und = € S). Zwei Worte x, y iiber S sind genau
dann &quivalent, wenn es eine Sequenz r = xg, r1,..., T, = y von Worten gibt,
so daB ;1 und x; in einer Beziehung (8.2) stehen. Diese Aquivalenzrelation hat
die Eigenschaft (8.1), die zur Bildung des Quotientmonoids gebraucht wird. Sei
F(S,*) das Quotientmonoid und

05— sy L

F(S, %)
die kanonische Abbildung. Wegen (8.2) gilt

p(:cl,.__,xm)«p(:z::l,-u,f{):p(wl,...,xm,x;“n,...,x’{) :P() =1

Deshalb gibt es in F'(S, x) Inverse, es handelt sich also um eine Gruppe. Ist = € S,
so bezeichnen wir i(z) auch einfach mit z. Jedes Element von F'(S, %) hat dann
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die Form eines Produktes z; - - - x,, mit z; € S. Es gilt dann {ibrigens z* = 27!,
was in diesem Zusammenhang der Sinn der freien Involution ist.

(8.3) Satz. Die Abbildung i:S — F(S,%) hat die folgende universelle Eigen-
schaft: Zu jeder Mengenabbildung a:S — G in eine Gruppe G mit a(x*) =
a(x)™! gibt es genau einen Gruppenhomomorphismus A: F(S,x) — G mit
Aoi=a. Firxy -, =x wi eben gilt A(z) = a(xy) - a(zy).

BEWEIS. Sei A;: M(S) — G der Monoidhomomorphismus mit A; o ¢ = ;. Die
Abbildung A; faktorisiert iiber die Quotientabbildung p: M(S) — F(S,*) und
liefert einen Gruppenhomomorphismus A mit Aop = A;. Es gilt dann Aoi = a.
Da das Bild von i die Gruppe F'(S, %) erzeugt, ist A eindeutig bestimmt und hat
die angegebene Form. O

Wie immer ist i:.S — F(S, %) durch die universelle Eigenschaft bis auf ein-
deutige Isomorphie bestimmt. Ist S die disjunkte Vereinigung von X und Y und
liefert * eine Bijektion X — Y, x — x*, so setzen wir F'(X) = F(S, %) und nen-
nen die Einschrankung i: X — F(X) die freie Gruppe tiber X. Die Gruppe F(X)
heifit einfach freie Gruppe. Der Grund ist die folgende universelle Eigenschaft,
die sich unmittelbar aus dem vorigen Satz ergibt.

(8.4) Satz. Zu jeder Mengenabbildung c: X — G in eine Gruppe G gibt es
genau einen Homomorphismus A: F(X) — G mit Aoi = a. O

Indem wir als X ein Erzeugendensystem von G nehmen, sehen wir, dafl jede
Gruppe Faktorgruppe einer freien ist (bis auf Isomorphie).

Da i: X — F(X) injektiv ist (Aufgabe 1), betrachten wir i als Inklusion. Ein
Element von F(X) ist dann Produkt von Elementen aus X und deren Inversen.
Im folgenden wollen wir wegen der gruppentheoretischen Bedeutung die freie
Involution meist mit der Menge S = X II X ! verwenden und die Involution als
Ubergang zum Inversen X — X', 2+ 2! mit (z~1)~' = z ansehen.

Sei R eine Menge von Worten in S = X IT X! und R das Bild dieser Menge
in F(X). Sei N(R) der Normalteiler in F(X), der von R erzeugt wird. Die Grup-
pe G = F(X)/N(R) heiit die von X mit den Relationen R erzeugte Gruppe.
Sie wird durch ( X|R) bezeichnet. Das Paar X, R heifit eine Prasentation von
G durch Erzeugende X und Relationen R. Das Bild eines Wortes (z1,...,x,)
iiber X IT X! schreiben wir als Produkt z; - - - z,,, obgleich X — ( X|R) nicht
notwendig injektiv ist.

(8.5) Satz. Die Gruppe ( X|R) = G hat die folgende universelle Eigenschaft:
Sei a: X — H eine Mengenabbildung in eine Gruppe H. Fiir jedes Wort
(x1,...,2,) € R gelte a(xy)---a(z,) = 1. Dann gibt es genau einen Grup-
penhomomorphismus A:G — H mit A(z) = a(zx) fir xz € X.

BEWEIS. Zunéchst erhalten wir einen Homomorphismus aus der universellen Ei-
genschaft der freien Gruppe. Die Voraussetzung besagt, dafl die Elemente aus R
im Kern dieses Homomorphismus liegen. Dann liegt aber der ganze Normalteiler
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N(R) im Kern (Aufgabe 2), und der auf der Faktorgruppe induzierte Homomor-
phismus ist der gesuchte. O

(8.6) Notiz. Jede Gruppe besitzt eine Prdsentation, d. h. ist isomorph zu einer
Gruppe der Form ( X|R).

BEWEIS. Sei (G, m) ein Gruppe. Wir setzen X = G. Die Menge R bestehe aus
den Worten {(z,y, (zy)™') | 2,y € X}. Die Mengenabbildung a: X — G sei die
Identitéit. Dann gilt a(x)a(y)a((xy)~t) = 1, und folglich gibt es einen Homomor-
phismus j: (X|R) — G mit j(z) = a(xr) = x fir v € X. Nach Konstruktion von
( X|R) ist die kanonische Abbildung i: G = X — ( X|R) ein Homomorphismus.
Nach Konstruktion ist 5 die Identitat, und ji ist auf einem Erzeugendensystem
die Identitét. O

In praktischen Fillen verwenden wir fiir die Présentationen auch weniger for-
male Bezeichnungen. Ein Beispiel macht die Handhabe klar. Sei X = {z,y}.
Wir betrachten das Wort (z,z,y~ 1,y 1,y !). Fiir die Gruppe ( X|R) schreiben
wir in diesem Fall {z, y|z?y~3) oder (z,y|z? = y?), weil die universelle Eigen-
schaft besagt, dal die Homomorphismen nach G' genau den Mengenabbildungen
a:{x,y} — G mit a(z)? = a(y)? entsprechen.

(8.7) Diedergruppen. Die Diedergruppe D, war im dritten Abschnitt als das
semidirekte Produkt Z/n x, Z/2 definiert worden. Diese Gruppe hat die beiden
Préasentationen

G = (A B|A", B> BAB™' = A™Y), H=(S,T|S* T (ST)").

Um das einzusehen, zeigen wir zunéchst, dafl die beiden Présentationen isomor-
phe Gruppen liefern. Isomorphismen werden durch die folgenden Zuordnungen
induziert:

A— ST, B— S, S— B, Tw— BA.

Man hat nach der universellen Eigenschaft der Présentationen zu verifizieren,
daf} diese Vorschriften Homomorphismen induzieren, was eine leichte Rechnung
ist; sie sind dann offenbar invers zueinander. Man erhélt inverse Isomorphismen

G — Dy, durch A+ (1,0), B+ (0,1) und Dy, — G durch (a,b) — A*B®. <&

(8.8) Satz. Die symmetrische Gruppe S,, wird durch x(n—1) = {z1,...,T,_1}
mit den Relationen

EQ% IL‘Z.I'jI'Qz = l‘jl‘ifbj, |Z — ]| =

erzeugt.

BEWEIS. Sei G,, die Gruppe mit dieser Présentation. Wegen der Relationen (3)
ist jedes Element von G,, ein Produkt der Form ayas - - - a,, wobei a; € z(n — 1)
ist. Wir nennen ein formales Wort dieser Art ein Produkt tiber z(n — 1). Wir
zeigen zunéchst durch Induktion nach n:
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(8.9) Lemma. Jedes Wort iiber x(n—1) kann auf Grund der Relationen in die
Form ax,_1---x;, 1 < j < n gebracht werden, wobei a ein Wort iber x(n — 2)
1st und im Fall j = n rechts von a nichts steht.

BEWEIS. Zunichst iiberlegen wir, daf} es geniigt, hochstens ein x,,_; zu verwen-
den. Angenommen, das Wort habe die Form z = ax,,_1bx,,_1c, worin b kein x,,_{
enthélt. Nach Induktionsvoraussetzung kénnen wir annehmen, dafl b hochstens
ein z,,_o enthélt. Da jedes Wort iiber z(n—3) mit x,_; vertauschbar ist, 1a8t sich
z in die Form uz,,_12, 2%, 1v oder uz?_,v bringen. Mittels (2) und (3) erhalten
wir die gewiinschte Form.

Wir gehen nun von einem Wort der Form ax,,_1b aus, worin ¢ und b Worte iiber
z(n — 2) sind. Auf b wenden wir die Induktionsvoraussetzung an und gelangen
mittels (1) zum behaupteten Ergebnis. O

Aus dem Lemma schlieflen wir |G| < n|G,_1], also |G,, < n!. Wir haben einen
Homomorphismus p: G,, — S, der z; auf die Transposition (j,j + 1) abbildet.
Eine leichte Uberlegung zeigt die Relationen (1) — (3) fiir diese Transpositionen.
Damit ist p wohldefiniert. Aulerdem ist p surjektiv, da die Transpositionen S,
erzeugen. Wegen |G,,| < n! mufl p ein Isomorphismus sein. a

Wir bemerken, dafl auf Grund des letzten Lemmas jedes Element von S,, eine
Normalformendarstellung durch die x; hat.

(8.10) Satz. Zu jeder Familie von Gruppen gibt es eine Summe.

BEWEIS. Sei (( X;|R;) | j € J) eine Familie von Gruppen, die durch eine Présen-
tation gegeben sind. Wir setzen die X als disjunkt voraus und nennen X ihre
Vereinigung. Die R; sind dann Worte iiber X IT X', Sei R = Uj R;. Wir ha-
ben Homomorphismen i;: ( X;|R;) — (X|R), die durch die Inkusion X; C X
induziert sind. Diese ¢; bilden eine Summe. Das folgt aus den universellen Eigen-
schaften der beteiligten Gruppen. O

Aus historischen Griinden wird die Summe in GRU auch das freie Produkt der
beteiligten Gruppen genannt. Fiir das freie Produkt von G und H wird dabei
G * H geschrieben. Aus der Summe erhélt man auch ein Pushout in GRU. Seien
11:G — G x H und j;: H — G % H die kanonischen Inklusionen in die Summe.
Seien J: P — G und I: P — H Homomorphismen. Sei N der Normalteiler von
G * H, der von den Elementen {i,.J(x)-ji1I(x) | x € P} erzeugt wird. Wir setzen
Q) = (G H)/N und bezeichnen die Komposition von i; und j; mit der Quotien-
tabbildung durch i: G — @, j: H — @. Dann bildet (i, j) ein Pushout von (J, I).
Die universelle Eigenschaft wird unmittelbar mit der universellen Eigenschaft der
Summe hergeleitet (Aufgabe).

Sind 7 und J Inklusionen von Untergruppen, so wird der Pushout mit G *p H
bezeichnet und freies Produkt mit amalgamierter Untergruppe P genannt.

Wir behandeln zu diesen Begriffen ein Beispiel.
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(8.11) Beispiel. Sei SL(2,Z) die Gruppe der (2, 2)-Matrizen mit ganzzahligen
Eintrdgen und der Determinante 1. Darin gibt es die Elemente

(1) A=)

32:(_(1) _?):A?’.

Wir betrachten die von A und B erzeugten zyklischen Untergruppen. Dadurch
wird ein Homomorphismus

mit

K:Z[6 %79 Z]4 — SL(2,7)

gegeben. Man kann zeigen, dal x ein Isomorphismus ist. Das liefert also die
Présentation

SL(2,Z) = (A, B|A* = B*, A°, B*).
Elementare Zeilen und Spaltenumformungen zeigen, dafl s surjektiv ist. &

(8.12) Aufgaben und Erginzungen.

1. Die kanonische Abbildung i: X — F(X) ist injektiv, weil die analoge Abbil-
dung in die freie abelsche Gruppe injektiv ist. Die abelsch gemachte freie Gruppe
F(X) ist die freie abelsche Gruppe iiber X. Die Gruppe Z ist die freie Gruppe
iiber einer einelementigen Menge.

2. Sei C eine Teilmenge einer Gruppe G. Sei C* die Menge, die aus C und C'~!
und allen Konjugierten dieser Elemente besteht. Dann ist der von C' erzeugte
Normalteiler N die von C* erzeugte Untergruppe. Damit folgt: Liegt C' im Kern
eines Homomorphismus, so auch V.

3. Die unendliche Diedergruppe D, hat die Prisentation (S, T|S? T?). Diese
Gruppe ist also das freie Produkt Z/2 x Z/2.

4. Esgilt Z/n = ( A|A™).

5. Die Quaternionengruppe ()4, wird durch die Prasentation

(A, B|A" = B2, BAB™ = A™")

definiert. Aus den Relationen folgere man: BA"B™! = A" B* =1, A" = 1.
Demnach erzeugt A einen zyklischen Normalteiler der Ordnung 2n, und die Fak-
torgruppe hat die Ordnung 2. Also hat (4, die Ordnung 4n. Durch die Zuordnung
A — exp(2mi/2n), B — j wird ein injektiver Homomorphismus von @y, in die
Gruppe der Quaternionen der Norm 1 definiert. Die Gruppe Qs ist die durch die
Standardeinheiten {1, i, +7, £k} in H gegebene Gruppe.

6. Wird ein Element von z € S, als ein Produkt von méglichst wenig Faktoren
x; dargestellt, so nennt man die Darstellung reduziert und die Anzahl der Fak-
toren die Ldnge [(z) von z. Die Lénge der Permutation z ist gleich der Anzahl
der Fehlstinde

1(2) = {(i4) |i <34, 2(0) > 2(j)}-
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Die maximale Lénge eine Elementes von S, ist n(n — 1)/2. Es gibt genau ein
Element w, dieser Lénge, ndmlich die Permutation ¢ — n — ¢ 4+ 1. Das Element
wo hat viele reduzierte Darstellungen. Eine davon ist

ajag - - - Ap—1, Qj = Tjlj_1"""T1.

Die Anzahl der reduzierten Darstellungen von wg € Sy ist 12. Die im Beweis von
(8.9) gewonnene Normalform ist reduziert. Damit zeigt man induktiv, daf§ das

sogenannte Poincaré-Polynom P,(t) = %, ¢ #'*) die Form

|
P,(t) =
() Hx—l
Jj=1
hat.

7. Verifikation, dafl die im Text beschriebene Konstruktion ein Pushout in GRU
liefert.



4 Ringe

1 Grundbegriffe

Ein Ring ist ein Tripel (R, a,m), das aus einer Menge R und zwei Verkniipfungen
aR xR — R, (r,s) — a(r,s) == r+sund m:Rx R — R, (r,s) —
m(r,s) =: rs auf R besteht. Die Verkniipfung a heiit Addition, die Verkniipfung
m Multiplikation des Ringes. Diese Daten sollen den folgenden Axiomen geniigen:

(1) (R,a) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0.

(2) (R,m) ist ein Monoid mit neutralem Element 1.

(3) Es gelten die beiden Distributivgesetze a(b+ ¢) = ab+ ac und (b+ ¢)d =

bd + cd.

Wir nennen (R, a) die additive Gruppe und (R, m) das multiplikative Monoid des
Ringes. Das neutrale Element der Addition (Multiplikation) heiBt Nullelement
(Einselement) des Ringes. Das Distributivgesetz besagt in anderen Worten: Die
Multiplikation m: R x R — R ist eine biadditive (oder bilineare) Abbildung. Ist
die Multiplikation kommutativ, so heifit der Ring kommutativ. Meist wird der
Ring (R, a,m) nur durch R bezeichnet.

Firre Rgiltz-0=2-(040) =2-0+2-0, also -0 = 0. Gibt es ein x # 0,
so ist auch 1 # 0, da andernfalls x = x -1 = x - 0 = 0 folgen wiirde. Der triviale
Ring R = {0} soll ausgeschlossen werden; dennoch betonen wir gelegentlich die
Bedingung 0 # 1.

Beispiele. (1) Ein Korper ist ein kommutativer Ring R, in dem jedes von Null
verschiedene Element ein Inverses beziiglich der Multiplikation hat (und fiir den
1 # 0 ist). Verzichtet man auf die Bedingung der Kommutativitét, so spricht
man von einem Divisionsring oder von einem Schiefkorper. Die Quaternionen H
bilden einen Schiefkorper.

(2) Der Ring Z der ganzen Zahlen mit der iiblichen Addition und Multiplikati-
on. Die Teilmenge der geraden Zahlen trégt auch Verkniipfungen Addition und
Multiplikation; da es aber kein Einselement gibt, liegt kein Ring vor.

(3) Die (n,n)-Matrizen M(n,n; K) = M,(K) iiber einem Koérper K bilden
beziiglich Addition und Multiplikation von Matrizen einen Ring. Fiir n > 2
ist dieser Ring nicht kommutativ.

(4) Fiir jeden Ring R wird die Menge der (n,n)-Matrizen mit Eintrdgen aus R
durch die iiblichen Regeln der Addition und Multiplikation von Matrizen wie in
(3) einen Matrizenring M, (R). <&

Im allgemeinen hat ein Element eines Ringes R beziiglich der Multiplikati-
on kein Inverses. Wir betrachten die Teilmenge der Elemente mit Inversem. Ein
x € R heilt Einheit des Ringes R, wenn fiir geeignete y,z € R die Relatio-
nen xy = 1 = zx gelten. Durch Multiplikation mit z folgt dann z = zzy = y.
Natiirlich schreiben wir meist 27! fiir das Inverse der Einheit x. Sei R* die Men-
ge der Einheiten von R. Beziiglich der Multiplikation ist R* eine Gruppe, die
Einheitengruppe von R. Beispiele: Z* = {£1}. M(n,n; K)* = GL(n, K).
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Das Produkt zweier von Null verschiedener Elemente eines Ringes kann Null
sein. Dieses Phdnomen tritt zum Beispiel bei Matrizen auf. Wir definieren des-
halb: Ein Element a # 0 eines Ringes R heifit rechter (linker) Nullteiler, wenn
es ein b # 0 so gibt, dafl ba = 0 (ab = 0) ist. Der Ring heiit nullteilerfrei, wenn
er weder rechte noch linke Nullteiler enthélt, wenn also aus ab = 0 folgt, dafl
a oder b Null ist. Ein kommutativer, nullteilerfreier Ring heif3t Intergrititsring
oder Integritdtsbereich.

Eine Abbildung f:R — S zwischen Ringen R und S heiit (Ring)-
Homomorphismus, wenn fiir alle z,y € R die Relationen f(x+vy) = f(z)+ f(y),
flzy) = f(x)f(y), f(1) = 1 gelten. Damit haben wir die Kategorie der Ringe.
Die Menge f~1(0) heifit Kern des Homomorphismus f. Ein Ringhomomorphis-
mus bildet Einheiten in Einheiten ab.

Ein Kern [ ist sicherlich eine Untergruppe der additiven Gruppe des Ringes.
Ferner gelten fiir alle »r € R und = € I die Relationen rx € [ und zr € I.
Eine Teilmenge I C R heifit Ideal von R, wenn [ eine additive Untergruppe ist
und mit r € R, z € I auch immer rz € I, zr € [ gilt. Verlangt man nur, dafl
immer rx € [ fiir die additive Untergruppe I gilt, so heifit I Linksideal; analog
Rechtsideal. Zur Betonung heifit ein Ideal auch zweiseitig. Fiir kommutative Ringe
ist diese Unterscheidung unnétig; wir sprechen dann nur von Idealen eines Ringes.

Sind ay,...,a, Elemente eines Ringes, so ist die Gesamtheit aller Summen
(Linearkombinationen) der Form )" r;a; mit ; € R ein Linksideal: das von
ai,...,a, erzeugte oder aufgespannte Linksideal; ist R kommutativ, so bezeich-
nen wir es mit (ay,...,a,). Wir nennen (a) das von a € R erzeugte Hauptideal
des kommutativen Ringes. Analog bilden die Summen der Form Y " | a;r; das
von ay, ..., a, aufgespannte Rechtsideal. Es sind {0}, das Nullideal, und R selbst
immer Ideale von R. Der Durchschnitt einer Familie von (linken, rechten, zwei-
seitigen) Idealen ist wieder ein (linkes, rechtes, zweiseitiges) Ideal. Ist S eine
Teilmenge von R, so ist das von S erzeugte Linksideal der Durchschnitt aller .S
umfassenden Linksideale; es besteht aus allen linken Linearkombinationen von
Elementen aus S. Analog fiir rechte und zweiseitige Ideale.

Ist R ein Ring, so heiflt eine Teilmenge S von R ein Unterring von R, wenn
S eine Untergruppe der additiven Gruppe ist, mit a,b € S auch ab € S gilt,
und wenn das Einselement von R in S liegt. Die Inklusionsabbildung S C R
ist dann ein Ringhomomorphismus. Wir nennen in einer solchen Situation auch
R einen FErweiterungsring von S. Ein Durchschnitt von Unterringen ist wieder
einer. Deshalb 1&8t sich wie iiblich der von einer Teilmenge X C R erzeugte
Unterring als der Durchschnitt aller X umfassenden Unterringe definieren.

Beispiel. Der Ring Z x Z bestehe aus allen Paaren ganzer Zahlen mit komponen-
tenweiser Addition und Multiplikation. Das Einselement ist (1, 1). Die Abbildung
7 — ZXZ,nw— (n,0)erfilllt f(m+n)= f(m)+f(n)und f(mn) = f(m)f(n),
ist aber kein Ringhomomorphismus, da das Bild des Einselementes nicht das
Einselement ist. Das Bild S von f ist beziiglich Addition und Multiplikation
selbst ein Ring mit seinem eigenen Einselement (1,0). Weil (1, 1) nicht in S liegt,
ist jedoch S kein Unterring von Z x Z. &
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Ist (R; | j € J) eine Familie von Ringen, so wird auf dem mengentheoreti-
schen Produkt Hje ; Rj durch komponentenweise Addition und Multiplikation
eine Ringstruktur definiert. Die Projektionen auf die Faktoren sind Ringhomo-
morphismen.

(1.1) Satz. Ist R ein Ring und I ein Ideal, so gibt es auf der abelschen Grup-
pe R/I genau eine Multiplikation, mit der R/I ein Ring und die kanonische
Abbildung p: R — R/I ein Ringhomomorphismus wird.

BEWwEIS. Die Eindeutigkeit ist klar, da p surjektiv ist. Die Multiplikation soll
durch (ry + I) - (ro + I) = rira + I definiert werden. Es ist die Unabhéngigkeit
von den Représentanten zu zeigen. Sei r; + 1 = s; + I, also r; = s; + a; mit
a; € 1. Es folgt mry = s159 + (S1a2 + a152 + ajaz). Da I ein Ideal ist, liegt die
umklammerte Summe in I, und deshalb ist riry + I = 5189 + 1. O

Der durch (1.1) gelieferte Ring R/ heifit Faktorring oder Restklassenring der
Restklassen r + I modulo I. Es ist r + I = s+ I genau dann, wenn r — s € [ ist;
in diesem Fall nennen wir » und s kongruent modulo I, in Zeichen r = s mod I.
Ist I = (p) ein Hauptideal, so schreibt man stattdessen auch modp. Satz (1.1)
liefert in dieser Schreibweise die Rechenregeln: Aus x = y mod I und ¢ = bmod [
folgt z+a = y+bmod I und xa = ybmod I. Insbesondere fiir das Zahlenrechnen
ist die Kongruenzschreibweise gang und gébe.

Die kanonische Abbildung p: R — R/ hat die folgende universelle Eigenschaft
(siehe 11(2.6)):

(1.2) Satz. Sei f: R — S ein Ringhomomorphismus. Es gibt genau dann einen
Ringhomomorphismus F: R/I — S, der die Relation Fp = f erfillt, wenn I im
Kern von f liegt. Fs ist F' genau dann injektiv, wenn [ = Kern f ist. O

Fast selbstverstandlich und héufig niitzlich ist der folgende Entsprechungssatz:

(1.3) Satz. Sei R ein Ring, I # R ein Ideal und p: R — R/I die kanoni-
sche Faktorabbildung. Dann gilt: Vermége J — p~'(J) entsprechen die (rechten,
linken, zweiseitigen) Ideale von R/I umkehrbar eindeutig den (rechten, linken,
zweiseitigen) Idealen J von R, die I enthalten.

BEWEIS. Ist J ein Ideal, so wird die Teilmenge p~1(J) leicht als Ideal nachge-
wiesen. Sei J ein Ideal und gelte I C J. Dann haben wir die Untergruppe J/I
von R/I zur Verfiigung; sie wird leicht als Ideal nachgewiesen. O

Sei M eine abelsche Gruppe und End(M) die Menge ihrer Endomorphismen.
Die folgenden beiden Verkniipfungen auf End(M) definieren eine Ringstruktur.
Addition: (f+g)(m) := f(m)+ g(m); Multiplikation: Verkettung von Abbildun-
gen. Dieser Ring heif3t der Endomorphismenring von M.

Zu jedem Ring R gibt es den Gegenring R°, der dieselbe Addition wie R hat,
jedoch die umgekehrte Multiplikation (a, b) — ba.
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2 Produkte

Sind I und J Linksideale von R, so wird mit I + J das von I U J erzeugte
Linksideal bezeichnet Summe genannt. Es besteht aus allen Summen = + y mit
x € I und y € J. Entsprechend fiir eine beliebige Familie von Linksidealen. Die
Summenbildung von Linksidealen ist assoziativ und kommutativ.

Mit IJ wird das von allen Produkten zy aufgespannte Linksideal bezeichnet
und Produkt genannt. Es besteht aus allen Summen der Form ) x,ys mit z, € 1
und y, € J. Fiir diese Produktbildung gilt das Assoziativgesetz I(JK) = I(JK).

Entsprechend haben wir Summe und Produkt von rechten und zweiseitigen
Idealen.

Fiir Ideale wirkt der Ring R bei dieser Produktbildung als neutrales Element.
Die Ideale von R bilden mit diesem Produkt ein Monoid. Fiir Ideale I und J gilt
immer IJ C I NJ, was direkt aus der Idealeigenschaft folgt; entsprechend fiir
mehrfache Produkte. Ideale I und J heiflen teilerfremd, wenn I + J = R ist. Fiir
Hauptideale in Z etwa entspricht dies dem bekannten Begriff.

(2.1) Notiz. Seien I und J Ideale von R. Die Abbildung
a:R/(I+J)—=R/IxR/J, z+INJ— (x+I1,x+J)

15t ein injektiver Ringhomomorphismus. Das Bild besteht genau aus den Paaren
(x+I,y+ J) mit x = ymodI + J. Insbesondere ist o genau dann surjektiv,
wenn I und J teilerfremd sind.

BeEwEIS. Nach Konstruktion ist « ein injektiver Ringhomomorphismus, dessen
Bild in der angegebenen Menge von Paaren liegt. Sei x = ymod I + J, also
r—y=a+bmita €l und b € J. Dann ist z =z — a = y + b ein Element mit
r = zmod [ und y = zmod J. Also liegt (z,y) im Bild von a. O

Der folgende Satz iiber die Losbarkeit simultaner Kongruenzen ist unter dem
Namen chinesischer Restsatz bekannt.

(2.2) Satz. Seien I,..., I, Ideale von R. Der Ringhomomorphismus
R—>HR/I]~, z—(x+1;|j=1,...,n)
j=1

ist genau dann surjektiv, wenn fir k # 1 die Ideale Ij, und I; immer teilerfremd
sind.

BEWEIS. Die Notwendigkeit der Teilerfremdheit folgt aus der vorstehenden No-
tiz. Fiir j # k gelte I; + I, = R. Die Behauptung ist &dquivalent zu der Aussage:
Zu jedem n-Tupel x4, . .., z, von Elementen von R gibt es ein x € R, das die Kon-
gruenzen x = x;mod I; fiir alle j erfiillt (Losbarkeit simultaner Kongruenzen).
Wir zeigen diese Aussage durch Induktion nach n. Der Fall n = 2 ist die vorige
Notiz. Im Fall n > 2 wihlen wir zunéchst eine Darstellung 1 = a;+b; mit a; € I;
und b; € I; fiir jedes j > 2. Wenn wir das Produkt 1 = (ay + b2) - - - (an, + by)
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ausmultiplizieren, sind alle Summanden, die einen Faktor a; haben, in I; enthal-
ten, und der Summand by ... b, in I, N---I,. Da also diese Summe die 1 enthélt,
ist sie als Ideal gleich R. Nach dem Satz fiir n = 2 gibt es also ein Element e;
mit e; = 1mod [; und e; = Omod ﬂ?zz I;. Ebenso finden wir Elemente e; mit
e; = 1mod I;, die in ﬂk# I, enthalten sind. Das Element © = x1e1 + - - + 2,65
hat dann die gewiinschte Eigenschaft. O

Der chinesische Restsatz fiithrt in natiirlicher Weise zu Produkten von Ringen.
Wir untersuchen die Situation abstrakt. Seien Aq,..., A, Ringe. Auf dem car-
tesischen Produkt A = A; x --- x A,, wird durch komponentenweise Addition
und Multiplikation die Struktur eines Ringes definiert. Dieser Ring zusammen
mit den Projektionen auf die Faktoren ist das Produkt der Ringe Aq,..., A, im
Sinne der Kategorientheorie. Sei I; € A die Menge der n-Tupel, die auflerhalb
der Stelle j gleich Null sind. Dann gilt offenbar:

(1) I; ist eine Untergruppe der additiven Gruppe von A, und diese ist die

interne direkte Summe der I;.

(2) Fiir alle j ist I;1; C 1.

(3) Fiiri#jist [;1; =0.

Fiir den Begriff der internen direkten Summe siehe IV.2. Es handelt sich um die
additive Form von II(3.1). Der néchste Satz untersucht eine Umkehrung dieser
Situation.

(2.3) Satz. Sei A ein Ring. Sei (I; | j € J) eine Familie von nichttrivialen
Untergruppen der additiven Gruppe von A. Es gelte:

(1) Die additive Gruppe von A ist die interne direkte Summe der I;.

(2) Fir alle j ist I;1; C 1.
Dann gilt: Die I; sind zweiseitige Ideale von A. Mit der von A induzierten Additi-
on und Multiplikation sind die I; Ringe. Die Menge J ist endlich. Die Abbildung

O’:H[j — A, (zj) »—>ij

jeJ
st ein Isomorphismus von Ringen.

BEWEIS. Da A die interne direkte Summe der I; ist, hat jedes x € A die Form
T =) icgTj, wobei S C J endlich ist und x; € I; ist. Sei u € I. Wegen (2) und
(3) ist zu = zpu € Ij. Also ist I}, ein Linksideal.

Es gibt eine endliche Menge S C J und eine Darstellung 1 = ZjeS e; mit
ej € I;. Seik ¢ Sund x € Iy. Dannist v = -1 =3, ze; = 0 nach (3). Also ist
S=J.

Die Abbildung o ist ein additiver Isomorphismus, weil A die interne direkte
Summe der [; ist. Wegen (3) ist ¢ mit der Multiplikation vertréglich. Aus der
Gleichung x, =z -1 = Zj xre; = xje; folgt, dal e; € I; ein Einselement von [;
ist. Wegen 1 = > ;€5 ist 0 mit Einselementen vertréglich und damit insgesamt
ein Isomorphismus von Ringen. O
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Wir sagen unter der Voraussetzung von (2.3): Die I; bilden eine interne Pro-
duktzerlegung von A. Eine interne Produktzerlegung wird vollstdndig durch die
zugehorige Zerlegung des Einselementes bestimmt.

(2.4) Satz. Sei A ein Ring. Seien ey, ..., e, Ringelemente mit den folgenden
Figenschaften:

(1) 1=e+---+ey,.

(2) ef=¢; #0.

(3) ejer =0, falls j # k.

(4) Fir allex € A gilt xe; = e;x.

Dann bilden die Mengen I; = Ae; eine interne Produktzerlegung von A.

BEWEIS. Nach Konstruktion ist /; eine additive Untergruppe. Wegen der Vor-
aussetzungen (2) und (3) gelten die Bedingungen (2) und (3) des letzten Satzes.
Wegen (1) ist die Abbildung o aus dem letzten Satz surjektiv. Aus (3) folgt
I; 0 4z Ix = 0. Deshalb ist die Summe direkt. O

Ein System e, ..., e, mit den Eigenschaften (1) — (4) des letzten Satzes nen-
nen wir eine zentrale Einszerleqgung des Ringes A.

Wir verallgemeinern die vorstehenden Betrachtungen auf andere Zerlegun-
gen. Sei A ein Ring. Eine Familie ([y,...,1,) von (nichtrivialen) Linksidealen
von A heifit Linksidealzerlegung von A, wenn A als additive Gruppe (= als A-
Linksmodul) die direkte Summe A = I} @& --- & [, ist. Ebenso werden Rechts-
idealzerlegungen und Idealzerlegungen definiert. Eine (n,n)-Matrizzerlegung von
A ist eine Familie (A;; | 1 <4,j < n) von additiven Untergruppen von A, so daf
A= @” A;; ist und ferner gilt: A;; Ay = 0 fiir j # k und A;;Ajp C Ajk. In einer
Matrixzerlegung diirfen einige der Gruppen A;; Null sein.

Wir werden zeigen, dafl Zerlegungen der genannten Art Zerlegungen des Eins-

elementes entsprechen. Dazu definieren wir:

Ein Element e € A heiit idempotent, wenn e? = e ist. Ein Idempotent heifit

zentral, wenn es im Zentrum von A liegt. Idempotente e, f heiflen orthogonal,
wenn ef = fe = 0 ist. Eine (zentrale) Zerlequng der Fins oder Einszerlegung
des Ringes A ist eine Familie (eq, ..., e,) von paarweise orthogonalen, von Null
verschiedenen (zentralen) Idempotenten e; mit der Summe 1 = e; + -+ + e,.
Ein Idempotent heiflit primitiv, wenn es nicht die Summe zweier orthogonaler
Idempotenter ist.

(2.5) Satz. Die Zuordnung (e1,...,e,) — (Aey,...,Ae,) ist eine Bijekti-
on zwischen Finszerlequngen und Linksidealzerlegungen von A. Die Zuord-
nung (e1,...,e,) — (14, ..., e, A) ist eine Bijektion zwischen Einszerlegungen
und Rechtsidealzerlegungen von A. Die zu (ey,...,e,) gehorenden Zerlegungen
stimmen genau dann tberein, wenn die Zerlegung zentral ist. Die Zuordnung
(e1,...,€,) — (Aeq,...,Ae,) ist eine Bijektion zwischen zentralen FEinszerle-
gungen und Idealzerlegungen von A.
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BEWEIS. Sei A= L; @ --- & L, eine Linksidealzerlegung und 1 =e; +---+ ¢,
mit e; € L;. Aus

€j:€j'1:€j€1+“‘+€j€n€Lj, ejeiGLi

folgt eje; = 0 fiir j # ¢ und e? =e;. Aus e; = 0 wiirde wegen z = z-1 = Z#j xe;
folgen, dafl x in der Summe der L;,7 # j, enthalten wire, was nicht fiir alle x
gelten kann, da L; # 0 vorausgesetzt war. Also ist (ey, ..., e,) eine Einszerlegung.

Sei umgekehrt (eq,...,e,) eine Einszerlegung. Dann ist Ae; ein Linksideal.
Wegen = = 3 xe; ist > Ae; = A. Sei v € Ae; N (3_,,; Ae;). Da x in der
Summe liegt, ist ze; = 0. Da z in Ae; liegt, ist ze; = x. Also ist z = 0.
Das zeigt A = @ ; Aej. Die beiden Prozesse sind zueinander invers. Analog fiir
Rechtsidealzerlegungen.

Sei nun Ae; = e;A fiir alle j. Dann folgt zunéchst e;a; = 0 fiir 7 # j und alle
a€ A Ausa=3;ae; =) ejafolgt dann eja = ejae; = ae;. Also liegt e; im
Zentrum von A. Liegt es im Zentrum, so gilt natiirlich Ae; = ¢e;A.

Ist (eq,...,ey,) eine zentrale Einszerlegung, so sind die Ae; = e;A zweiseitige
Ideale. Seien die Ae; zweiseitige Ideale. Dann bilden die Ae; eine Rechtsideal-
zerlegung mit (eq,...,e,) als zugehoriger Einszerlegung, so dafi Ae; = e; A ist
und somit die e; zentral sind. O

(2.6) Satz. Die Zuordnung (e1,...,e,) — (e;Ae; | 1 <i,5 < n) ist eine Bijek-
tion zwischen Einszerlegungen der Linge n und (n,n)-Matrizzerlegungen von A.
Eine Matrizzerlequng (A;;) stammt dabei genau dann von einer zentralen Eins-
zerlegung, wenn fiir ¢ # j immer A;; = 0 ist.

BEWEIS. Sei (A;;) eine (n, n)-Matrixzerlegung. Wir setzen 1 = 3, . e;; mit e;; €
A;;. Wir zeigen:

(2) (e11,-..,e6nn) ist eine Einszerlegung.

3) eidej; = Ay
Aus A;j Ay = 0 fiir j # k folgt e;jep = 0 fiir j # k. Damit ergibt sich

e =1-ey = E €aBCrl = E CakChi
af «

und durch Vergleich der Seiten e,rey, = 0 fir a # k und eprer; = eg. Die-
se Relationen zeigen (D, exr)eas = €ap fiir alle o, 3. Ebenso sieht man, daf
eas(D 1 €rk) = eap ist. Folglich ist )", exy das Einselement des Ringes A und
deshalb e;;, = 0 fiir j # k. Mittels egzey = 0 fiir k # [ folgt

Zekk: 1=1-1= (Zekk)(Ze”) =Zezk

k k l k

und deshalb e, = eg. Damit liegt liegt die behauptete Einszerlegung vor. Die
Inklusion e;; Aej; C A;; folgt aus der Definition einer Matrixzerlegung. Sei x €
Aij- Wegen r=1-x2-1 fOlgt T = €4T€E 5 S SZ‘Z‘AGJ‘]‘.
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Sei umgekehrt (ey,...,e,) eine Einszerlegung. Sei A;; = e;Ae;. Dann gilt
sicherlich A;; A, C A und A;j Ay = 0 fiir j # k. Ferner ist wegen a = Zw e;ae;
der Ring A die Summe der A;;. Sei x € Ay;(32, ;) # (k,1)Aw). Dann folgt
eive; = x = 0. Also ist die Summe direkt.

Ist die Zerlegung zentral, so folgt e;Ae; = e;e;A = 0 fiir ¢ # j. Ist umgekehrt
A;; = 0 fiir © # j, so hat jedes z die Gestalt z = Zj ejre;, woraus sich sofort
ergibt, daf die e; zentral sind. O

Ist (A;;) eine Matrixzerlegung von A, so konnen wir einem z = Zij Tij,
z;; € A;; die Matrix (z;;) zuordnen. Addition und Multiplikation von Elementen
gehorchen dann den iiblichen Regeln der Matrizenrechnung.

3 Kommutative Ringe

In diesem Abschnitt seien alle Ringe kommutativ. Wichtige kommutative Ringe
sind die Kérper. Wir notieren deshalb:

(3.1) Notiz. FEin Ring R mit 0 # 1 ist genau dann ein Korper, wenn er nur
die Ideale {0} und R hat.

BEWEIS. Sei R ein Kérper und I # {0} ein Ideal. Dann enthélt I ein Element
A # 0, also auch jedes Element = (upA~')\. Also ist [ = R.

Sei umgekehrt R mit den genannten Eigenschaften gegeben. Wir miissen nur
zeigen, dafl jedes x € R\ {0} ein multiplikatives Inverses hat. Das Hauptideal
() ist nach Voraussetzung gleich R, enthilt also das Element 1 in der Form
1 =yx. O

Eine unmittelbare Folge dieser Notiz: Ein Homomorphismus f: K — L zwi-
schen Korpern ist injektiv. In einem solchen Fall identifizieren wir oft K mit
seinem Bild f(K) und betrachten L als Erweiterungskorper von K.

Ein Ideal I in R heiit mazimal, wenn es von R verschieden ist und nicht in
einem groferen Ideal J # R enthalten. Nach (1.3) und (3.1) kénnen wir deshalb
sagen:

(3.2) Satz. R/I ist genau dann ein Korper, wenn I mazimal ist. O

Ein nullteilerfreier Ring, in dem 0 # 1 ist, heiflt Integrititsring. Der Quotient
R/I nach einem maximalen Ideal ist insbesondere nullteilerfrei. Ein Ideal I # R
heifit Primideal von R, wenn R/I nullteilerfrei ist. Mit anderen Worten: Das
Ideal I # R ist genau dann ein Primideal, wenn aus ab € I entweder a € [
oder b € [ folgt. Ein Ursprung fiir diese Wortwahl: In vielen zahlentheoretisch
interessanten Ringen ist die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung verletzt; man
erfindet weitere , ideale“ Elemente, ndmlich gewisse Primideale, die die Eindeu-
tigkeit wiederherstellen.

Wir zeigen, dal ein kommutativer Ring R immer maximale Ideale besitzt.
Genauer gilt:
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(3.3) Satz. Sei I # R ein Ideal. Es gibt ein maximales Ideal von R, das I
umgfajst.

Der Beweis benutzt das Zornsche Lemma der Mengenlehre (siehe (3.7)). Sei
X die Menge der Ideale J von R mit I C J # R. Durch J; < J, & J; C Jo
wird auf X eine Halbordnung erklirt. Wegen I € X ist X # (). Es ist X induktiv
geordnet: Sei K Kette von X. Sei L die Vereinigung der Ideale aus K. Wir
zeigen: L € X. Es ist I C L klar. Es ist L ein Ideal, denn ist b,c € L, so gibt
es Ji,Jy € K mit b € Jy, ¢ € Jo und etwa J; C Jo (da K Kette ist); also ist
b—cé€ Jy C L; ebenso folgt fiir b€ Lund r € R, dal rb € L ist. Es ist L # R,
denn aus L = R wiirde 1 € L folgen. Also gébe es ein J € K mit 1 € J, also
J = R; Widerspruch.

FEin nach dem Zornschen Lemma existierendes maximales Element in X ist
ein maximales Ideal von R und umfafit I. O

(3.4) Bemerkung. Mit demselben Beweis findet man in einem beliebigen Ring
maximale linke, rechte und zweiseitige Ideale. O

Hier noch eine Ergénzung zum chinesischen Restsatz.

(3.5) Satz. Seien I,..., I, paarweise teilerfremde Ideale. Dann gilt I; N ... N
I,=4LI...1,.

BEWwWEIS. Das Produkt von Idealen ist immer in ihrem Schnitt enthalten. Ein
Element x im Schnitt stellen wir in der Form x = xe; + - -+ + xe,, dar. Dann
verwenden wir, dal e; im Produkt der I, fiir k # j enthalten ist, wie im Beweis
von (2.2) gezeigt wurde. O

Sei R ein Unterring von S und X eine Teilmenge von S. Der von R und X er-
zeugte Unterring R[X ] von S heifit der durch Adjunktion von X an R entstehende
Ring. Ist X = {x1,...,2,}, so wird dieser Ring mit R[z1,...,x,] bezeichnet.

(3.6) Beispiel. Hier ein Beispiel, um die Wirkungsmacht der Algebra zu de-
monstrieren: Sei F' der Ring aller Cauchy-Folgen (z;) rationaler Zahlen mit kom-
ponentenweiser Addition und Multiplikation und C die Teilmenge aller Nullfol-
gen. Dann ist C ein Ideal in F' und F'/C isomorph zum Korper der reellen Zahlen.

&

Ein kommutativer Halbring besteht aus einem abelschen Monoid H zusammen
mit einer assoziativen und kommutativen Multiplikation H x H — H, (a,b) —
ab, die biadditiv ist und ein neutrales Element 1 hat.

Sei i: H — K(H) die universelle Gruppe fiir das additive Monoid eines Halb-
ringes. Nach (1.4) 148t sich die Multiplikation von H zu einer biadditiven Multi-
plikation K(H) x K(H) — K(H) erweitern. Man bestétigt, dal diese Multipli-
kation wieder assoziativ und kommutativ ist und i(1) als neutrales Element hat.
Damit ist K(H) ein kommutativer Ring und i ein Homomorphismus von Halb-
ringen. Er hat die folgende universelle Eigenschaft: Zu jedem Homomorphismus
¢: H — R von Halbringen in einen kommutativen Ring R (mit ¢(0) = 0 und
¢(1) = 1) gibt es genau einen Ringhomomorphismus ®: K (H) — R mit ®i = .
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Wir nennen K (H) den Grothendieck-Ring von H. Wie bei Monoiden wird K
zu einem Funktor von Halbringen zu Ringen gemacht.

Die rationalen Zahlen entstehen aus den ganzen Zahlen durch die Bruchrech-
nung. Ein Bruch p/q wird dabei durch das Paar (p, ¢) bestimmt. Das Kiirzen von
Briichen entspricht einer Aquivalenzrelation auf der Menge dieser Paare. Dieser
Prozess soll auf beliebige kommutative Ringe verallgemeinert werden.

Ein multiplikatives Untermonoid S C R eines Ringes R sei gegeben, d. h. S
enthalte die 1 und mit je zwei Elementen das Produkt. Auf der Menge R x S
wird durch

(3.7) (a,s) ~ (b,t) <= es gibt u € S mit atu = bsu

eine Aquivalenzrelation gegeben. In Abweichung von der gewdhnlichen Bruch-
rechnung braucht man die Multiplikation mit geeigneten w, um sicherzustellen,
daB eine Aquivalenzrelation vorliegt. Die Klasse von (a, s) werde mit a/s oder ¢
bezeichnet. Die Menge der Klassen sei S™'R (das ist Kg(R) im Sinne des ersten
Abschnittes, wei R hier fiir das multiplikative Monoid steht). Auf dieser Menge
definieren wir eine Bruchrechnung durch die Addition Hauptnennerregel

a b at+bs

3.8 -—+-=
(3.8) s + t st
und die Multiplikation
a b ab
3.9 2.2 =
(3.9) s t st
Es ist nachzurechnen, daf§ Addition und Multiplikation wohldefiniert sind. Ferner

ist leicht nachzurechnen:

(3.10) Satz. Mit den Verkniipfungen (3.9) und (3.10) ist ST'R ein kommuta-
tiver Ring und bg: R — ST 'R, a — a/1 ein Ringhomomorphismus. a

(3.11) Satz. Der Kern von bg ist das Ideal {x € R | es gibt s € S mit sx = 0}.

BEWEIS. Sei sz = 0. Dann gilt (z,0) ~ (0,s) ~ (0,1). Also ist bg(z) = bg(0).
Sei bg(z) = 0, also (z,1) ~ (0,1). Dann gibtesu € Smit z-1-u=0-1-u = 0.0

(3.12) Folgerung. Ist R nullteilerfrei, so ist bg injektiv. O

Die Elemente von S werden bei bg auf Einheiten von S~ R abgebildet. Es gilt
namlich s/1-1/s =s/s und (s,s) ~ (1,1).
Die vorstehende Konstruktion hat die folgende universelle Eigenschaft:

(3.13) Satz. Sei f: R — L ein Ringhomomorphismus, der die Elemente von S
auf Einheiten von L abbildet. Dann gibt es genau einen Ringhomomorphismus

F:S™T'R— L mit Fobg = f.

BEWEIS. Die Abbildung Rx S — L, (a,s) — f(a)f(s)™! faktorisiert iiber S™'R
und liefert ein F', das als Ringhomomorphismus verifiziert wird und die behaup-
tete Eigenschaft hat. Da (s/1)~! = (1/s) ist und a/s = (a/1) - (s/1)7}, gilt
notwendig F(a/s) = f(a)f(s)™!, falls F wie behauptet existiert. O
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(3.14) Satz. Ser R ein Integrititsring und S = R\ 0. Dann ist ST'R ein
Korper.

BEWEIS. Sei a/s # 0. Dann ist a # 0 und deshalb s/a definiert und ein multi-
plikatives Inverses von a/s. O

Der durch (3.15) hergestellte Korper heifit der Quotientenkdrper von R. Wegen
(3.13) konnen wir R als Unterring seines Quotientenkorpers auffassen. Ist K ein
Korper und R = KJz] der Polynomring, so heifit der Quotientenkérper K (x)
von K([z| der Funktionenkérper in einer Unbestimmten iiber K. Entsprechend
erhalten wir fir K[z,...,z,] den Quotientenkoérper K(z1,...,x,) in n Unbe-
stimmten. (Siche den Abschnitt iiber Polynomringe.)

Der Ubergang R — S~'R wird wegen gewisser Anwendungen in der algebrai-
schen Geometrie Lokalisierung genannt. Sei p C R ein Primideal; das ist nach
Definition genau dann der Fall, wenn p ein Ideal und R\ p = S ein Untermonoid
ist. In diesem Fall wird S™*R mit R, bezeichnet und Lokalisierung bei p genannt.
Zum Beispiel besteht Z,) aus allen Briichen der Form a/s, worin s teilerfremd
zu p ist. Ubrigens ist Ly = Q.

4 Teilbarkeit

In diesem Abschnitt sei R ein Integritétsring. Ein kommutativer Ring ist genau
dann ein Integritétsring, wenn das Nullideal ein Primideal ist. Die Teilbarkeits-
lehre 148t sich fast wortlich aus den Abschnitten I1.1 und II.2 {ibernehmen.

Fiir Elemente a,b € R sagen wir: a teilt b oder a ist ein Teiler von b oder b
ist Vielfaches von a (in Zeichen alb), wenn fiir ein ¢ € R die Relation b = ac
besteht. Es gelten dann die Regeln 11(1.1) iiber die Teilbarkeit, sowie die Notiz
I1(1.2). Die Menge (a) := {ac | ¢ € R} aller Elemente, die a als Teiler haben, ist
das von a erzeugte Hauptideal.

Ringelemente a und b heilen assoziiert, wenn (a) = (b) ist. Assoziierte Ele-
mente haben dieselben Teilbarkeitseigenschaften.

Wir wollen die bekannte Primzahlzerlegung der ganzen Zahlen verallgemei-
nern. Dazu definieren wir: Ein Element p € R heiflit unzerlegbar, wenn p # 0
ist, p keine Einheit ist und aus p = ab folgt, daB a oder b eine Einheit ist.
Mit anderen Worten: Ein unzerlegbares Element hat keine Produktzerlegung in
Nichteinheiten. Statt unzerlegbar sagt man (insbesondere bei Polynomringen)
auch irreduzibel. Die Teilbarkeitslehre der ganzen Zahlen liefert in der neuen
Terminologie:

(4.1) Satz. Folgende Aussagen iiber 1 < p € Z sind dquivalent:
(1) p ist Primzahl.
(2) (p) ist ein Primideal.
(3) (p) ist ein maximales Ideal.

BEWEIS. Wir wissen schon, dafl ein maximales Ideal prim ist. Ist p = ab eine
Zerlegung in Nichteinheiten, so sind @ und b nicht in (p) enthalten, wohl aber ihr
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Produkt, so daB8 (p) nicht prim ist. Ist p Primzahl und (p) C (d) # R, so ist d
ein Teiler von p aber keine Einheit, also zu p assoziert, d. h. (p) = (d), und (p)
ist maximal. O

Ist R ein beliebiger kommutativer Ring, so gibt es genau einen Ringhomo-
morphismus ¢:Z — R mit ¢(1) = 1. Sein Kern wird von einer ganzen Zahl
d > 0 erzeugt. Wir nennen d die Charakteristik von R. Ist R ein Integritétsring,
zum Beispiel ein Koérper, so ist nach dem letzten Satz die Charakteristik eine
Primzahl oder Null. Nach dem letzten Satz haben wir fiir jede Primzahl p den
Korper Z/p = F, mit p Elementen zur Verfigung. Ein Kérper der Charakteri-
stik p > 0 enthélt als minimalen K&rper einen zu [, isomorphen. Ein Kérper
der Charakteristik Null enthélt als minimalen Kérper einen zu Q isomorphen.
Diese minimalen Korper heiflen Primkorper. Ist n > 1 keine Primzahl, so hat
Z/n Nullteiler und ist somit kein Korper.

Ein Integritatsring heifit Hauptidealring, wenn jedes seiner Ideale ein Haupt-
ideal ist. Fiir den Rest dieses Abschnittes sei R ein Hauptidealring. Unser Ziel
ist der Beweis des Satzes iiber die Existenz und Eindeutigkeit der Primfaktor-
zerlegung in Hauptidealringen.

Es heifle p € R Primelement, wenn gilt: p # 0, p € R* und: aus p|ab folgt
pla oder plb. Mit anderen Worten: p ist Primelement, wenn (p) ein von Null ver-
schiedenes Primideal ist. Der Beweis der folgenden Notiz und des anschlieBenden
Satzes wird wortlich genauso gefithrt wie fir 1(2.2).

(4.2) Notiz. Fin Element ist genau dann Primelement, wenn es unzerlegbar
18t. ]

(4.3) Satz. Sei a € R von Null verschieden und keine Einheit. Dann ist a
Produkt von unzerlegbaren Elementen. Sind a = py...p, = q1 ...qs Produktdar-
stellungen mit unzerlegbaren p; und p;, so ist r = s, und mit einer geeigneten
Permutation m von {1,...,7} gilt (p;) = (¢=(s))- O

Die Begriffe GGT und KGV werden genauso wie in I1.1 definiert. Die Satze
I1(1.4) und II(1.5) iibertragen sich einschliefllich ihres Beweises wortwortlich. Die
Teilbarkeitseigenschaften lassen sich wie im ersten Kapitel durch die Primpotenz-
zerlegung beschreiben; eine Wiederholung ist unnétig.

(4.4) Aufgaben und Erginzungen.

1. Sei R ein Intergritétsring. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) Jedes Element a # 0 aus R, das keine Einheit ist, ist Produkt unzerleg-
barer Elemente.
(2) Der Ring enthélt keine unendliche echt aufsteigende Hauptidealkette
(al) C (&2) ...
2. Ein Integritédtsring R heifit faktoriell, wenn jedes Element ein Produkt un-
zerlegbarer Elemente ist und eine Produktzerlegung bis auf die Reihenfolge und
Assoziiertheit eindeutig ist. Ein Integritéatsring, in dem es Faktorzerlegungen gibt,
ist genau dann faktoriell, wenn jedes unzerlegbare Element ein Primelement ist.



68 4. Ringe T. tom Dieck

3. In einem faktoriellen Ring gibt es zu je zwei von Null verschiedenen Elementen
einen groffiten gemeinsamen Teiler. Er ist bis auf Assoziiertheit eindeutig. Eben-
so fiir endlich viele Elemente. (Er ist aber, im Gegensatz zu Hauptidealringen,
nicht immer als Linearkombination der Elemente darstellbar.) In einem faktori-
ellen Ring lassen sich die Teilbarkeiten ebenfalls durch Primpotenzzerlegungen
beschreiben.

5 Die Restklassenringe der ganzen Zahlen

Algebraische Ergebnisse iiber die Ringe Z/(m) haben zahlentheoretische Inter-
pretationen.

Die Restklassenabbildung Z — Z/(m) wird Reduktion modulo m genannt. Der
Ring Z/(m) hat nur endlich viele Elemente, er ist viel einfacher als Z. Ein zah-
lentheoretisches Problem wird durch Reduktion oft vereinfacht oder verdeutlicht.
Zum Beispiel sind 0 und 1 die einzigen Restklassen modulo 4, die Quadrate sind.
Also kommen fiir 22+ 3? nur die Restklassen 0, 1,2mod 4 in Frage. Eine natiirli-
che Zahl y = 3mod 4 ist somit niemals die Summe zweier ganzzahliger Quadrate.
Ist n ein Teiler von m, so haben wir ebenfalls die Reduktion Z/(m) — Z/(n),
die auf Représentanten die Identitét ist.

Ist m = my...m, eine Zerlegung in paarweise teilerfremde Faktoren my, so
ist die Abbildung

(5.1) Z/(m) — [ Z/(my),

deren Komponenten die Reduktionen sind, nach (2.5) ein Isomorphismus von
Ringen. Es geniigt deshalb, die Ringe der Form Z/(p') fiir eine Primzahl p ge-
nauer zu untersuchen.

(5.2) Notiz. Fine Zahl a € Z reprdsentiert genau dann eine Einheit von
Z/(m), wenn a zu m teilerfremd ist.

BEWEIS. Genau dann ist a Einheit, wenn es b mit ab = 1 mod m gibt. Letzteres
besagt aber: Es gibt eine Darstellung der Form ab 4+ km = 1, und das ist zu
(a,m) =1 gleichwertig. O

Wegen dieser Notiz nennt man die Einheitengruppe (Z/m)* auch die prime
Restklassengruppe modulo m. Da die Einheiten mit Produktbildung vertréaglich
sind, liefert die Reduktion (5.1) einen Isomorphismus

(5.3) (Z/m)" = [ [(@/m)".

Die Ordnung von (Z/m)* wird oft mit ¢(m) bezeichnet und Fulersche Funktion
genannt. Nach (5.3) gilt ¢(m) = [[, ¢(mx). Offenbar ist ¢(p') = p* —p'~'. Damit
haben wir ¢ ausgerechnet.
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Wir haben schon bemerkt, daB8 Z/p ein Korper ist. Er wird auch mit F,
bezeichnet. Seine multiplikative Gruppe wird durch den néchsten Satz bestimmt.

(5.4) Satz. Sei K ein Korper und G eine endliche Untergruppe der multipli-
kativen Gruppe K*. Dann ist G zyklisch.

BEWEIS. Nach der Strukturtheorie abelscher Gruppen ist G isomorph zu einem
Produkt Gy x --- x G, zyklischer Gruppen G, wobei die Ordnung von G;_; die
von G teilt. Dann geniigt aber jedes Element von x der Gleichung 2" = 1 mit
n = |G,|. Da ein Polynom n-ten Grades hochstens n Nullstellen hat (siehe den
Abschnitt iiber Polynomringe), folgt G = G,. O

Eine Zahl n € N, die ein erzeugendes Element der primen Restklassengruppe
mod p liefert, heifit in der Zahlentheorie manchmal Primitivwurzel mod p. Es ist
ein Mysterium, welche Zahlen diese Eigenschaft haben. Hier einige Beispiele fiir
Primitivwurzeln w mod p.

p|3|5]7|11]13]17|19]23
wl2(2[3[2]2[3][3]5

Allein aus der Tatsache, daf§ F; die Ordnung p — 1 hat, folgt fiir jede zu p
teilerfremde Zahl a nach I11(2.3) die Kongruenz

(5.5) a’~' = 1mod p

(kleiner Fermatscher Satz) und folglich fiir jede ganze Zahl a die Kongruenz
a? = amod p. Die folgende Aussage besagt, daf} fiir einen Ring der Primzahlcha-
rakteristik p die Zuordnung x — 2P ein Ringendomorphismus ist.

(5.6) Notiz. Fir Elemente x,y eines kommutativen Ringes gilt

(x +y)?P = 2P + yP mod(p).

BEWEIS. Die Binomialkoeffizienten (’Z’) sind fiir 1 <7 < p —1 durch p teilbar.
Deshalb liefert die binomische Formel die Kongruenz. O

(5.7) Notiz. Aus a = bmod(p') folgt a? = b mod(p'*).

BEWEIS. Wegen der vorausgesetzten Kongruenz gibt es eine Relation a = b+kp'.
Wir potenzieren und wenden die binomische Formel an. Es ergibt sich a? =
P + (Il’)ap_l(kp) + ...; darin sind rechts alle Summanden auBer »” durch p'*!
teilbar. O

(5.8) Notiz. Seit > 2 und p # 2 eine Primzahl. Dann gilt fir alle a € Z

(1+ ap)ptf2 =1+ap"™ ' modyp'.
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BEWEIS. Induktion nach t. Der Anfang ¢ = 2 ist klar. Aus der Kongruenz fiir ¢
folgt nach (5.7)

(14 ap)” " =1+ ap™")?mod p'*".

Wir entwickeln die rechte Seite nach der binomischen Formel
P “~ (p
t—1 i G(t—1)
1—|—(1)ap +;(j)a]p7 .

Die Summanden fiir 2 < j < p — 1 sind durch p'*2¢=1 teilbar und der letzte
Summand durch pP*=Y. Wegen t > 2 und p > 3ist 1 +2(t — 1) > ¢t + 1 und
p(t —1) > t+ 1. Damit ergibt sich das Gewiinschte. O

(5.9) Notiz. Sei p # 2 eine Primzahl und a # Omodp. Dann hat 1+ ap €
(Z/p")* die Ordnung p'~*.

BEWEIS. Es gilt (14 ap)? = 1modp' (Induktion nach ¢ mittels (5.8)). Also
hat 1 + ap eine Ordnung, die p'~! teilt. Die vorige Notiz zeigt, daf§ 1 + ap nicht
die Ordnung p'~2 hat. O

(5.10) Satz. Seip # 2 eine Primzahl. Dann ist (Z/p')* zyklisch. Genau dann
reprdsentiert a € Z ein erzeugendes Element, wenn a ein erzeugendes Element
von (Z/p)* reprisentiert und wenn ferner a?~' # 1 mod p? ist.

BEWEIs. Die Reduktion 7: (Z/p')* — (Z/p)* ist nach (5.2) surjektiv. Wegen
(5.8) wird durch a — a?'"" ein wohldefinierter Homomorphismus j: (Z/p)* —
(Z/p")* geliefert, fiir den iiberdies jr = id gilt. Reprisentiert g ein erzeugendes
Element von (Z/p)*, so ist j(g) = h ein Element der Ordnung p — 1. Nach (5.10)
hat 1+p in (Z/p')* die Ordnung p'~'. Das Produkt h(1+p) hat dann die Ordnung
(p — 1)p'~t, erzeugt also die Einheitengruppe.

Sei amod p? erzeugendes Element. Dann ist a?~! = 1 + bpmod p? mit b #
0mod p, da a die Ordnung p(p—1) hat. Mittels (5.9) folgt a® D7"™" = 14bp'~! £
1 mod p’. Reduktion modulo p zeigt, dal p — 1 die Ordnung von amod p teilt.
Aus beiden Aussagen iiber die Ordnung folgt, dal a mod p* die Einheitengruppe
erzeugt. Erfiillt schliellich a die letzten beiden Bedingungen des Satzes, so hat
amod p? die Ordnung (p — 1)p, erzeugt also die Einheitengruppe mod p?. O

(5.11) Satz. Firt > 3 ist (Z/2")* direktes Produkt von {£1} mit der durch
5mod 2t erzeugten zyklischen Untergruppe der Ordnung 2t2.

BEWEIS. Da 5mod2! die angegebene Ordnung hat folgt aus 52 ° = 1 +
2= mod 2¢, was durch Induktion nach ¢ leicht durch Quadrieren folgt. Da schon
5* = —1mod 8 unmoglich ist, handelt es sich um ein direktes Produkt. O

Insgesamt liefern die vorstehenden Sétze die Struktur der Einheitengruppe
von Z/m.

(5.12) Endomorphismen von Z/n. Wir bestimmen den Endomorphismen-
ring der abelschen Gruppe Z/n. Ein Endomorphismus ist durch den Wert an der
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Stelle 1 + nZ bestimmt. Die Abbildung
ap:Z/n — Z/n, r+nZw—k-r+nZ

ist ein wohldefinierter Homomorphismus; aus £ = [ mod n folgt a; = a;. Es gelten
die Regeln ay; = ax +a; und ag; = aga;. Also ist k+nZ — ay ein wohldefinierter
Isomorphismus Z/n = End(Z/n). Die Einheiten des Ringes Z/n liefern genau
die Automorphismen der abelschen Gruppe Z/n. <&

Sei p eine Primzahl und r;: Z/p’ — Z/p’~" der Reduktionshomomorphismus.
Die Menge

Zy = {(x;) € HZ/Pj | rj(z;) = xj1}

ist ein Unterring. Dieser Ring heifit der Ring der ganzen p-adischen Zahlen. Jede
natiirliche n besitzt eine eindeutig bestimmte Darstellung der Form

n=ag+ a1p + asp® + - - - + ap’, mit 0 <a; <p-— 1.

Dazu braucht p nicht einmal eine Primzahl zu sein, zum Beispiel liefert p = 10
die Dezimaldarstellung und p = 2 die Nulleinsfolgen der Maschinenwelt. Die Dar-
stellung nennt man die p-adische Darstellung von n. Die p-adische Darstellung
erhélt man, indem man nacheinander die Bilder von n in Z/p’ anschaut. Wir
erhalten einen injektiven Ringhomomorphismus ¢: Z — Z,, indem wir n € Z auf
die Folge (nmod p’) abbilden. Ein Beispiel einer Folge, die nicht im Bild von ¢
liegt, ist durch z; = 1+ p+ -+ + p’~! gegeben. Wegen der Formel fiir die geo-
metrische Reihe ist 2; € Z/p’ ein Inverses von 1 — p fiir alle j. Die Folge liefert
also ein Inverses von 1 — p in Z,. Wir konnen diesen Sachverhalt suggestiv (mit
Eulerschem Mut) durch die geometrische Reihe

1 _ 2 3
1 p p p o
1—p

beschreiben, jedoch hat die Summe keinen Sinn als reelle Zahl. Jedes Element
von Z, konnen wir formal durch eine Potenzreihe der Form

ap+ap+ap’+---, mit 0<a; <p-—1

eindeutig beschreiben, indem wir festlegen, daf die k-te Partialsumme das Fol-
genelement in Z/p*t! ist.



5 Moduln

1 Grundbegriffe

Moduln iiber Ringen verallgemeinern Vektorrdume iiber Kérpern. In der Modul-
theorie erfahren die Methoden der linearen Algebra eine weitreichende Ausdeh-
nung. Ringe werden durch ihre modultheoretischen Eigenschaften untersucht.

(1.1) Modul. Ein Linksmodul iiber einem Ring R besteht aus einer additiven
abelschen Gruppe M und einer Abbildung R x M — M, (r,m) +— rm mit
folgenden Eigenschaften:

(1.2) Fiir 1,771,790 € R und m, my,my € M gilt:

r(my +me) = rmy+rme
(ri4+ro9)m = rmm+mrom
ri(rom) = (rirg)m
1-m = m.

Die Abbildung R x M — M heifit Multiplikation mit Skalaren. Sie definiert die
Struktur eines R-Moduls auf der abelschen Gruppe M.

Wir sprechen von Rechtsmoduln, wenn eine Abbildung M x R — M, (m,r)
mr mit zu (1.2) analogen Eigenschaften gegeben ist. Wenn nichts anderes gesagt
wird, verwenden wir im folgenden Linksmoduln. <&

Ist M ein R-Modul, so ist L,: M — M, m — rm (die Linkstranslation mit r)
ein Endomorphismus der abelschen Gruppe M. Die Eigenschaften (1.2) besagen,
daB r — L, ein Ringhomomorphismus R — End(M) ist. Umgekehrt liefert
jeder Ringhomomorphismus L: R — End(M) durch R x M — M, (r,m) —
(L(r))(m) eine R-Modulstruktur auf M. Rechtsmoduln werden dagegen durch
Antihomomorphismen R — End(M) gegeben. Insbesondere ist jede abelsche
Gruppe ein Modul iiber ihrem Endomorphismenring.

Beispiele. (1) Ein Modul iiber einem Korper ist dasselbe wie ein Vektorraum
iiber einem Korper.

(2) Durch M, (K) x K™ — K", (A, z) — Az wird K™ zu einem Modul iiber dem
Ring der (n,n)-Matrizen.

(3) Eine abelsche Gruppe M ist im wesentlichen dasselbe wie ein Z-Modul. Die
Z-Modulstruktur wird so definiert: Fiir n € N und # € M setzen wir nx =
(14---4+1)x=x+- -+ (jeweils n Summanden) und (—n)z = —(nx).

(4) Die additive Gruppe eines Ringes R wird durch Linksmultiplikation ein R-
Linksmodul, zur Unterscheidung vom Ring R auch mit ;R bezeichnet. Er heifit
der linksrequldre Modul. Analog liefert R einen R-Rechtsmodul R,., den rechts-
reguldren Modul. <&

Sei M ein R-Modul. Eine Teilmenge N C M heifit Untermodul von M, wenn
N additive Untergruppe ist und » € R, n € N immer rn € N impliziert. Mit der
durch M induzierten Addition und mit R x N — N, (r,n) — rn wird dann N
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selbst zu einem R-Modul. Ein Untermodul des linksreguldren Moduls ist dasselbe
wie ein Linksideal.

Der Durchschnitt beliebig vieler Untermoduln ist wieder ein Untermodul. Ist
S C M, so ist der Durchschnitt aller S enthaltenden Untermoduln, der von S
erzeugte Untermodul, durch die Menge aller R-Linearkombinationen endlicher
Lénge

(13) <S> = {Z a;T; ’ n € N, a; € R, Z; € S}
i=1
gegeben. Ist S endlich, so heifit (S) endlich erzeugt.
Seien M und N R-Moduln. Eine Abbildung f: M — N heifit R-linear, R-
Homomorphismus, oder Homomorphismus von R-Moduln, wenn fiir m, mq, mo €
M und r € R immer gilt:

fmy+mg) = f(m1) + f(ma), f(rm) =rf(m).

Wie iiblich heit f~1(0) der Kern einer R-linearen Abbildung. Bild und Kern
einer R-linearen Abbildung sind Untermoduln. Allgemeiner: Bilder und Urbilder
von Untermoduln bei einer linearen Abbildung sind wieder Untermoduln. In
analoger Weise werden R-bilineare Abbildungen f: M; x My — N definiert: R-
linear in jeder Variablen.

Die Verkettung von R-linearen Abbildungen ist wieder eine. Damit haben wir
die Kategorie R-Mod der R-Moduln erkléart und damit wie {iblich Begriffe wie Iso-
morphismus, Endomorphismus, Automorphismus von R-Moduln zur Verfiigung.
Eine Sequenz

fi fir1

e M; e M

Mi+24'

heif3t exakt an der Stelle M; 1, wenn Bild f; = Kern f;,; ist und exakt, wenn sie
an jeder Stelle exakt ist. Eine kurze exakte Sequenz ist eine exakte Sequenz der
Form 3

0—-A—*.B - C —0.

Dabei bezeichnen wir mit 0 auch den Nullmodul, dessen additive Gruppe nur aus
dem Nullelement besteht. Eine R-lineare Abbildung f: A — B ist genau dann
injektiv, wenn ihr Kern der Nullmodul ist. In einer kurzen exakten Sequenz ist
also insbesondere « injektiv und [ surjektiv.

Sei S Teilmenge eines R-Moduln M. Dann heifit S linear unabhdngig, wenn fiir
je endlich viele paarweise verschiedene Elemente sq, ..., s, aus Sund Ay, ..., \, €
R aus \is; + -+ A\ps, = 0 immer \; = ... = \, = 0 folgt. Man nennt S Basis
von M, wenn (S) = M und S linear unabhéngig ist. Besitzt M eine Basis, so
heifit M ein freier R-Modul.

Ein freier Modul M mit Basis S hat die folgende universelle Eigenschaft: Ist
f: M — N R-linear, so ist f durch die Werte auf Elementen aus S bestimmt. Zu
jeder Wahl von Elementen ny € N, s € S gibt es genau eine R-lineare Abbildung

f mit f(s) = ns.
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Zu jeder Menge S gibt es einen freien R-Modul mit Basis S (freier Modul
iiber S). Er laBt sich folgendermafien konstruieren: Sei R(®) die Menge aller
Abbildungen S — R, die nur an endlich vielen Stellen von Null verschiedene
Werte annehmen. Die Menge R wird durch Addition und Skalarmultiplikati-
on von Funktionswerten zu einem R-Modul. Zu jedem s € S sei 5 € RY) die
durch 5(t) = 1 fiir t = s und §(t) = 0 fiir ¢ # s definierte Abbildung. Eine
kurze Uberlegung zeigt: S = {5 | s € S} ist eine Basis von R®). Wir lassen
deshalb Querstriche weg. Elemente von R sind formale Linearkombinationen
Yrisi, ri € R, s; € S (endliche Summen).

Indem wir den freien Modul iiber einem Erzeugendensystem eines Moduls N
und die universelle Eigenschaft benutzen, sehen wir: Zu jedem Modul N gibt es
eine Surjektion M — N eines freien Moduls M.

Der typische freie R-Modul ist der R-Modul R" aller n-Tupel (rq,...,r,) von
Elementen r; € R mit komponentenweiser Addition und Skalarmultiplikation.
Die Standardbasis ist e; = (1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1). Hat ein freier R-
Modul F' eine n-elementige Basis, so heifit n der Rang von F'. Ein freier Modul
vom Rang n ist isomorph zu R". Wir zeigen im Rangsatz (1.6), dafl der Rang
wohldefiniert ist, sofern R kommutativ ist. Allgemein gilt das leider nicht.

Eine Untergruppe N einer abelschen Gruppe M ist immer Normalteiler und
deshalb M /N immer definiert. Ist M ein Modul iiber einem Ring R und N
ein Untermodul, so ist deshalb zundchst M/N als abelsche Gruppe definiert.
Sei p:M — M/N die kanonische Abbildung. Fiir jedes r € R induziert die
Linkstranslation L,: M — M mit r genau einen Homomorphismus [,: M/N —
M/N, der das Diagramm

L,
M — M
p p
M/N ——~ M/N

kommutativ macht. Definieren wir [, als Linkstranslation von r auf M/N, so
wird, wie man leicht nachweist, auf diese Weise eine R-Modulstruktur auf M /N
definiert. Wir nennen den so definierten Modul M /N den Faktormodul (Quoti-
entmodul) M modulo N. Ist f: M — N R-linear, so heifit der Quotient N/ f(M)
der Kokern von f.

(1.4) Satz. Die Faktorabbildung p: M — M /N hat die universelle Figenschaft:
Sei f: M — A ein R-Homomorphismus zwischen R-Moduln. Es gibt genau dann
einen R-Homomorphismus F: M/N — A, der die Relation Fp = f erfillt, wenn
N im Kern von f liegt. Genau dann ist F' injektiv, wenn N = Kern f ist. O

Sei [ ein Linksideal von R und M ein Linksmodul. Die Menge aller endlichen
Summen der Form jajz; mit a; € I und z; € M ist ein Untermodul 7M von
M. Das Ideal I liegt im Kern der Linkstranslation L: R — End(M/IM). Ist I ein
Ideal, so macht der induzierte Homomorphismus M/IM zu einem R/I-Modul.
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(1.5) Notiz. Ist S eine Basis des R-Moduls M und I ein Ideal von R, so ist
die Bildmenge S wvon S in M/IM eine Basis des R/I-Moduls M/IM. Ferner
gilt |S| = 195].

BEWEIS. Offenbar ist S ein Erzeugendensystem. Seien p: R — R/I und ¢: M —
M/IM die Quotientabbildungen. Sei ¢: S — Z eine Mengenabbildung in einen
R/I-Modul Z. Wir fassen Z vermoge p als R-Modul auf (Aufgabe 2). Es gibt
dann genau eine R-lineare Abbildung ®': M — Z mit ¢ o q|S = ®’|S. Da Ska-
larmultiplikation mit a € I auf Z die Nullabbildung ist, liegt /M im Kern von
®'. Deshalb wird ®: M/IM — Z mit ® o ¢ = ® induziert, und es gilt p = ®|S.
Damit haben wir die universelle Eigenschaft eines freien Moduls verifizert.

Die Abbildung ¢: S — S ist injektiv. Aus ¢(s) = ¢(t) folgt nimlich s — t =
Y ues Guu mit a, € I, was wegen I # R eine echte Linearkombination zwischen
Basiselementen ist, wenn s # t ist. O

(1.6) Satz. Sei R # 0 ein kommutativer Ring. Je zwei Basen eines freien R-
Moduls sind gleichmdchtig.

BEwEIS. Wir wenden die vorstehende Notiz auf ein maximales Ideal I an. Die
Behauptung folgt dann aus dem Spezialfall fiir den Koérper R/I. |

Seien M und N Moduln iiber dem kommutativen Ring R. Die Menge
Hompg(M, N) aller R-linearen Abbildungen M — N wird durch die folgenden

Festsetzungen zu einem R-Modul Homomorphismenmodul:

(fi+ f2)(m) == fi(m) + fo(m), (rf)(m) :=r(f(m)).

(Woran scheitert diese Definition bei einem nichtkommutativen Ring R?) Ist
f: My — My R-linear, so erkldren wir R-lineare Abbildungen (Hom-Funktor)

f*:Hompg(Msy, N) — Homg(M;,N), «a— «aof

fe:Hompg(N, My) — Hompg(N, M), [+ fof.

Den Index R an Hom lassen wir weg, wenn R aus dem Kontext erkenntlich ist.

Dualmoduln sind wichtige Spezialfille der Hom-Moduln. Ist R ein kommuta-
tiver Ring und M ein R-Modul, so heiit der R-Modul M* := Hompg(M, R) der
Dualmodul von M. Eine R-lineare Abbildung f: M — N induziert eine R-lineare
Abbildung f*: N* — M*, o foa. Es gelten die Regeln (¢gf)* = f*¢*, id* = id.
Wir bemerken, dafl die Komposition

Hom(N, P) x Hom(M, N) — Hom(M, P), (g,f)— gof

bilinear ist.

Sei f: R — S ein Ringhomomorphismus und M ein S-Modul. Durch Rx M —
M, (r,m) +— f(r)m wird die abelsche Gruppe M zu einem R-Modul. Spezialfall:
R Unterring von S; dann ist S ein linker R-Modul. Ist R ein Koérper, so wird S
ein R-Vektorraum. Das gilt erst recht, wenn R und S Korper sind, in welchem
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Fall man S eine Kdrpererweiterung von R nennt. Im Falle von Koérpern heifit die
Dimension dimg S der Grad der Erweiterung und wird mit [S : R] bezeichnet.
Ein Koérper der Charakteristik p > 0 vom Grad n iiber seinem Primkorper hat
p" Elemente.

Sei R kommutativ. Es gibt eine kanonische Abbildung x: M — (M*)* eines
R-Moduls M in den doppelten Dualmodul (Bidualmodul), ndmlich z — (a +—
a(x)). Ist M ein endlich erzeugter freier R-Modul, so ist x ein Isomorphismus.

Fiir nichtkommutative Ringe R hat man keinen natiirlichen Begriff eines
Dualmoduls. Jedoch ist Homg(M, R) in kanonischer Weise ein Rechtsmodul,
wenn M ein Linksmodul ist, und zwar mit der Skalarmultiplikation (¢ - a)(z) =
¢(x) - a. Man muf hier von rechts multiplizieren, damit ¢ - @ wieder R-linear ist.

(1.7) Aufgaben und Erginzungen.

1. Sei R ein kommutativer Ring. Jeder R-Modul ist genau dann frei, wenn R
ein Korper ist.

2. Sei ¢: R — S ein Ringhomomorphismus. Ist M ein S-Modul, so wird er durch
die Skalarmultiplikation (7, z) — @(r)z zu einem R-Moduln. Aus S-linearen Ab-
bildungen werden R-lineare. Damit haben wir einen Funktor R- Mod — S- Mod.

2 Summen und Produkte

Sei (M; | j € J) eine Familie von R-Moduln. Thr Produkt M = [[,.; M; ist
derjenige R-Modul, dessen zugrundeliegende additive Gruppe das Produkt der
additiven Gruppen ist. Die Skalarmultiplikation wird wieder komponentenweise
definiert: v(m; | j € J) = (rm; | j € J). Die Projektionen py: [[; M; — M}, auf
die Faktoren sind R-linear. Die Abbildung

(2.1) Hom(N, M) — HHom(N, M), fr(pjof)

ist fiir jeden R-Modul bijektiv. Das ist die universelle Eigenschaft des Produktes.
Wir nennen allgemein eine Familien p;: M — M, ein Produkt der M;, wenn (2.1)
fir alle N bijektiv ist. Ist ¢;j: M" — M; eine zweite Familie mit der entsprechenden
universellen Eigenschaft, so gibt es genau einen Isomorphismus : M’ — M mit
p; © ¢ = gj. Zum Beweis wendet man (2.1) mit N = M’ an und vertauscht dann
die Rollen von M und M’ um einen inversen Homomorphismus : M — M’ mit
qj o ¥ = p; zu erhalten. Wegen p; o p o ¢p = p; folgt aus (2.1) p o ¢) = id und
analog 1 o ¢ = id. Damit bestimmt also die universelle Eigenschaft die Situation
bis auf eindeutige Isomorphie. Das mengentheoretische Produkt [ | i f; R-linearer
Abbildungen f; ist R-linear. Statt Produkt wird auch direktes Produkt gesagt.
Die Summe M = @jej M; der Familie von R-Moduln M; ist der folgende R-
Modul. Elemente sind alle Familien (m; | j € J), die nur an endlich vielen Stellen
7 von Null verschieden sind. Addiert und skalarmultipliziert wird komponenten-
weise wie beim Produkt. Die Injektion des k-ten Summanden iy: My — @jGJ M;
bildet m;, € M, auf die Familie ab, die an der Stelle k das Element m;, und sonst
iiberall die Null hat. Das Bild von i;, wird oft mit M), identifiziert; in dieser Weise
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betrachten wir M, als Untermodul der Summe. Statt Summe wird auch direkte
Summe gesagt. Die Abbildung

(2.2) Hmnuw;N)_elI}kmmA@,N), e (foi))

ist fiir jeden R-Modul N bijektiv. Das ist die universelle Eigenschaft der direkten
Summe. Das Urbild von (f;) bei (2.2) wird mit ( f; ) bezeichnet; manchmal auch
suggestiv aber ungenau mit i fj- Eine Familie ¢;: M; — M von R-linearen
Abbildungen heifit eine Summe der M;, wenn die Abbildung (2.2) immer bijektiv
ist. Wie beim Produkt sieht man, dafl dadurch die Situation bis auf eindeutige
Isomorphie festgelegt ist.

Fiir endliche Indexmengen J sind Summe und Produkt von Moduln nicht
verschieden. Wir unterscheiden sie trotzdem begrifflich, weil die Summe fiir Ab-
bildungen , heraus“ und das Produkt fiir Abbildungen , hinein“ zusténdig ist. Die
Summe zweier Moduln M; und M, wird mit M; & M, bezeichnet.

Sind Mj, j € J, Untermoduln von M, so bezeichne ZjEJ M; den von Uj M;
erzeugten Untermodul (oder My + My + -+ + M, falls J = {1,2,...,n}). Er
besteht aus allen Summen der Form »;m;, in denen alle bis auf endlich viele
m; € M, gleich Null sind. In dieser Situation nennen wir ) ; M; die Summe
der Untermuduln. Diese ist dann sorgsam von der direkten Summe € ieq Mj zu
unterscheiden.

Seien M, N Untermoduln eines R-Moduls E. Wir definieren Abbildungen und
Sequenzen

(2.3) 0-MNN -4~ MeN L~ M4+N-0
(2.4) 0— E/(MAN)—Y+(E/M)® (E/N)—1 v E/(M+N) -0

durch: U(l’) = (.%',I), p(m7 n) =m-—-n, U(:y) = (yay)v Q(yvz> =Yy—% bei v und
q sind y, z € F und bezeichnen die jeweils zugehorigen Restklassen.

(2.5) Satz. Die Sequenzen (2.3) und (2.4) sind exakt.

BEwEIs. Offenbar ist u injektiv und p surjektiv. Es ist pu(z,z) = z — x = 0.
Sei p(m,n) = m —n = 0. Dann ist m = n € M N N. Damit ist (2.3) als exakt
erkannt.

Es ist ¢ surjektiv, da etwa E/M — E(N + N) surjektiv ist. Sei v(y) = 0.
Das bedeutet: y € M und y € N, also y € M N N. Somit ist die Restklasse
von y in E/(M N N) die Nullklasse. Folglich ist v injektiv. Offenbar ist qv die
Nullabbildung. Sei schliefllich ¢(y, z) = 0. Das bedeutet: y — z € M + N. Wir
setzen deshalb an: y —z2=n—-—m, me M, ne€ N. Dannist y+ m=z+n=:x
und y +m =y mod M, z+n = zmod N. Also ist v(z) = (y, 2). O

Seien M;, j € J, Untermoduln von F, und sei f;: M; — E die Inklusion. Wir
nennen E die (interne) direkte Summe der M;, wenn die (kanonisch genannte)
Abbildung (f;): @;c, Mj — E, (¥;) — >_, x; ein Isomorphismus ist.

jeJ Vi
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(2.6) Satz. Seien M;, j € J, Untermoduln von E. Folgende Aussagen sind
dquivalent:

(1) >, Mj ist direkte Summe der M; .

(2) Fir jedes i € J st MyN Y, My ={0}.

(3) Aus > ;x5 =0, x; € Mj, fast alle x; = 0, folgt x; =0 fiir alle j.

BEWEIS. (2) = (1). Liege (z;) € €D; M; im Kern der kanonischen Abbildung
D, M; — ¥;M;. Dann ist also }  x; = 0 und folglich

:CZ:—ZxJEMlﬁZMJ

JyF JIF

Wegen (2) ist z; = 0. Die kanonische Abbildung ist somit injektiv. Sie ist nach
Definition surjektiv.

(1) = (2). Wire M;ND ;5 M; # {0}, so wiirden wir ein von Null verschiedenes
Element im Kern der kanonischen Abbildung finden.

(1) & (3). Eine Familie (z;) mit den in (3) angegebenen Eigenschaften ist ein
Element im Kern der kanonischen Abbildung. O

Eine R-lineare Abbildung p: M — M heif3t Projektion, wenn p o p = p ist.

(2.7) Satz. Sei p: M — M eine Projektion. Dann ist M direkte Summe von
Kern(p) und Bild(p). Es ist id — p = q ebenfalls eine Projektion.

BEWEIS. Sei p(z) = 0 und z = p(y). Dann ist 0 = p(z) = p*(y) = p(y) = =.
Also haben Kern und Bild den Schnitt Null. Es liegt  — p(z) immer im Kern
von p. Aus x = p(z) + (x — p(x)) sehen wir, daf Kern und Bild zusammen M
erzeugen. Nun wenden wir (2.6) an. O

Ein Untermodul F' von E heifit direkter Summand von E, wenn es einen
Untermodul G von F so gibt, dal £ = F®G ist. Es heifit dann G ein Komplement
von F'in E.

(2.8) Satz. Sei 0 — E ! F—2 oG =0 cine caakte Folge von R-

Moduln. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) f(E) ist direkter Summand von F.

(2) Es gibt eine R-lineare Abbildung r: F — E mit rf = id.

(3) FEs gibt eine R-lineare Abbildung s: G — F mit gs = id .
Gilt (1) — (3), so sagen wir: Die Sequenz spaltet auf. Wir nennen r, s Aufspaltun-
gen und s einen Schnitt von g.

BEwes. (1) = (2). Sei F = f(F) & U, und sei p: F' — f(E) die da-
durch gegebene Projektion auf den Summanden f(FE). Da f injektiv ist, so ist
E — f(E), a — f(z) ein Isomorphismus, etwa mit Inversem «. Wir setzen
r = ap. Dann ist rf(z) = apf(z) = af(x) = .

(2) = (1). Sei ¢ = fr. Dann ist ¢ eine Projektion. Bild(¢) C Bild(f) ist klar.
Sei y = f(x) € Bild(f). Dann ist y = f(z) = frf(z) = qf(z) € Bild(q). Jetzt

wenden wir (2.7) an.
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(3) = (1). Sei p = sg. Dann ist p eine Projektion. Wegen ¢gf = 0 ist
Bild(f) C Kern(p). Sei y = Kernp. Dann ist g(y) = gsg(y) = gp(y) = 0, al-
so wegen Exaktheit y € Bild(f). Jetzt wenden wir (2.7) an.

(1) = (3). Sei F' = f(F) @ U. Aus der Exaktheit folgt, dafl g|U einen Isomor-
phismus U — G liefert, etwa mit Inversem (3. Wir setzen s als Verkettung von (3
mit U C I fest. O

(2.9) Folgerung. Ist G in (2.8) frei, so spaltet die Sequenz auf.

BEWEIS. Sei (z; | j € J) Basis von G. Wir erhalten einen Schnitt, indem wir x;
auf ein Element von ¢g~*(z;) abbilden und linear fortsetzen. a

Seien M; R-Moduln und N; C M; Untermoduln (j € J). Dann kann P; N,
als Untermodul von €B; M; aufgefafit werden. Die Summe P p; der Faktorab-
bildungen p;: M; — M,;/N; hat den Kern @@ N; und induziert deshalb einen

Isomorphismus
(2.10) (P M)/ (EP N;) —— EP;/N;).
J J J
(2.11) Beispiel. Sei p eine Primzahl. Es gibt eine exakte Sequenz

g
Z/p?

0—Z/p Z/p — 0,

worin g: x mod p? — 2 mod p und f: 2z mod p — pr mod p?. Die Sequenz spaltet
nicht auf, denn andernfalls wire Z/p? zu Z/p x Z/p isomorph, und jedes Element
von Z/p? wiirde durch p annulliert. O

(2.12) Beispiel. Ein Untermodul von M; @ M, hat im allgemeinen nicht die
Form N;@ N, fiir Untermoduln N; C M;. So hat Z/pxZ/p genau p+1 Untergrup-
pen der Ordnung p (= eindimensionale Unterrdume in einem zweidimensionalen
Vektorraum iiber dem Koérper Z/p). O

(2.13) Satz. Seien M, M, ..., M, Moduln und ix: My — M, pp: M — M
lineare Abbildungen mit den folgenden Eigenschaften:

(1) prir =id(My); pix =0, firl #k

(2) >y tkpr = 1d(M).
Dann bilden die (ix) eine Summe und die (pg) ein Produkt.

BEWEIS. Sind namlich

@M, — M, pM—]]M
k

die Abbildungen mit den Komponenten (i) und (py), so besagt (1), dal pi die
Identitét ist, und (2), dafl ip die Identitét ist. O

Sei M = My ®---® M, eine interne Zerlegung eines A-Moduls. Die Projektio-
nen e;: M — M; C M, > m; — m,; sind Elemente des Endomorphismenringes
End (M), die offenbar eine Einszerlegung dieses Ringes bilden. Ist umgekehrt
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eine Einszerlegung (e;) in End4 (M) gegeben und setzen wir M, = Bild(e;), so
bilden die M; eine direkte Zerlegung von M als A-Modul. Damit haben wir:

(2.14) Satz. Es besteht eine bijektive Beziehung zwischen internen Summen-
zerlegungen (M, ..., M,) eines A-Moduls M und FEinszerleqgungen (ei,...,ey)
von Enda(M). Dabei ist e; die Projektion auf M;. O

Direkte Summen sind die Grundlage der Matrizenrechnung. Wir gehen von
M = @Zl:l M, aus und verwenden die Inklusionen 7, und die Projektionen p; wie
eben. Weiter sei N = @,__, NV; mit Inklusionen j; und Projektionen ¢; gegeben. Ei-
ner linearen Abbildung f: M — N ordnen wir die n xm-Matrix fi, mit fix = q,fix
zu. Die Eintrége an der Stelle (/, k) stammen also aus Hom (M, N;). Wir erhalten
eine Bijektion zwischen Hom (M, N) und der Menge derartiger Matrizen. Fassen
wir m-Tupel aus @, M, als Spaltenvektoren auf, so wird die lineare Abbildung
f in der Matrizenform durch die gewohnte Formel (fiz)(zx) = (3, fie(xr)) ge-
geben. Der Komposition von Abbildungen entspricht ein Matrizenprodukt, das
durch die gewohnte Formel (g,)(fix) = (g © fir) gegeben ist.

Auferlich hat sich also in dieser allgemeinen Situation nichts gegeniiber der
elementaren linearen Algebra geédndert. Trotzdem ist Vorsicht angebracht. Denn
wie wird eine lineare Abbildung f: M — N beschrieben, wenn M ein freier Modul
mit Basis x1,...,2,, und N ein freier Modul mit Basis y1,...,y, ist? Dann ist
M, der von xj aufgespannte Untermodul und N; der von y; aufgespannte. Ist
f(xr) =D, amyr, so ist fi die Abbildung

ATk — MGy

Hier findet gegeniiber dem Ublichen ein Vertauschung der Faktoren statt. Die
linearen Abbildungen R — R des regulidren Linksmoduls werden durch Rechts-
multiplikation mit Elementen aus R gegeben. Der Komposition solcher Abbil-
dungen entspricht die Multiplikation im Gegenring R°.

3 Diagramme

Groflere Komplexe von Moduln oder Gruppen und Homomorphismen werden oft
ibersichtlich in Sequenzen und Diagrammen notiert. Wir geben in diesem Ab-
schnitt einige typische Beispiele dafiir an, wie mit diesen Hilfsmitteln gearbeitet
wird.

(3.1) Satz. Sei R ein kommutativer Ring und A / B—Y 0 eine

Sequenz von R-Moduln. Diese Sequenz ist genau dann exakt, wenn fir jeden R-
Modul N die induzierte Sequenz

* *

Hom(B, N)

0 — Hom(C, N) Hom(A, N)
exakt ist.

BEWEIS. Sei die Sequenz A — B — (' — 0 exakt. Rechenregeln wie f*g* =
(9f)* und 0* = 0 zeigen, daf in der induzierten Sequenz, die Verkettung je zweier
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Morphismen Null ist. Ist g*(a) = aog = 0, so ist @ = 0, weil g surjektiv ist. Also
ist g* injektiv. Sei f*(8) = fo f = 0. Dann bildet also 5 den Kern von g auf Null
ab. Durch «a(c) = S(b) fiir b € g~'(c) wird deshalb eine wohldefinierte Abbildung
a:C' — N definiert, die leicht als R-linear nachgewiesen wird. Nach Konstruktion
gilt g*(a) = B. Damit ist auch die Exaktheit an der Stelle Hom(B, N) gezeigt.
Sei die induzierte Sequenz immer exakt. Die kanonische Abbildung a: C' —
Kokern(g) wird bei g* auf Null abgebildet. Da ¢* injektiv ist, so ist a = 0,
was nur moglich ist, wenn ¢ surjektiv ist. Es ist 0 = f*¢*(id) = ¢f, also gilt
Bild(f) C Kern(g). Die kanonische Abbildung 3: B — Kokern(f) wird bei f*
auf Null bgebildet. Also gibt es ein a:C' — Kokern(f), fir das ag = [ gilt.
Wegen Bild(f) C Kern(g) gibt es aber auch ein o: Kokern(f) — C, so da$§
o' B = g ist. Es folgt ad/f = § und &/ag = ¢. Da 8 und ¢ surjektiv sind, folgt
ad’ = id und o/a = id. Der Isomorphismus « zeigt uns: Kern(g) C Bild(f).

Damit ist die Exaktheit an der Stelle B gezeigt. O
Es gibt eine analoge Exaktheitseigenschaft fiir die erste Veranderliche.
(3.2) Satz. Sei R ein kommutativer Ring und A ! B—Y 0 eine

Sequenz von R-Moduln. Diese Sequenz ist genau dann exakt, wenn fir jeden R-
Modul N die induzierte Sequenz

I s

0 — Hom(N, A) Hom(N, B)

Hom(N, C)

exakt ist. O

(3.3) Bemerkung. Die Kommutativitdt von R wird in (3.1) und (3.2) nicht
benutzt. Im allgemeinen Fall sind jedoch die Hom-Mengen keine R-Moduln son-
dern nur abelsche Gruppen. &

(3.4) Das Fiinfer-Lemma. Das Diagramm

a1 a2 as aq
My M, My —— M, — M;

R
bl b2 b3 b

N — N —— Ny ——— Ny, —— N;

aus R-Moduln und linearen Abbildungen sei kommutativ und habe exakte Zeilen.

(1) Sind fo, f4 surjektiv und f5 injektiv, so ist fs surjektiv.

(2) Sind fo, f1 ingektiv und fy surjektiv, so ist f3 injektiv.

(3) Sind fi, fa, fa, [5 bijektiv, so ist f3 bijektiv.
BEWEIS. Der Beweis besteht in einer sogenannten , Diagrammjagd®: Einzel-
ne Elemente werden im Diagramm herumgejagt, bis sie vor Erschopfung den
gewiinschten Nachweis liefern. Wir fithren den Beweis fiir (1); derjenige fiir (2)
verlauft analog, und (3) ist eine Folge von (1) und (2).

Sei y3 € N3 gegeben. Es gibt x4 € My mit fy(z4) = b3(y3). Da fzas(zry) =
bafi(xg) = bybs(ys) = 0 ist und f5 injektiv, ist ay(z4 = 0 und folglich gibt es x3
mit CL3<J]3) = X4. Es gllt b3f3($3) = f4(l3(1’3> = f4(ZL’4) = b3(y3) Demnach glbt es
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ein yo € Ny mit bo(y2) = y3 — f3(x3), und da fo surjektiv ist, gibt es x5 € My mit
fa(xe) = yo. Fiir das Element x5 — as(x2) gilt somit

fs(@s + az(x2)) = fa(ws) + fsaz(z2)
= [3(x3) + bafo(2)
= f3(x3) + ba(y2)
= fa(x3) +ys — fs(x3)
= Ys.
Folglich liegt y3 im Bild von f3, und damit ist f3 als surjektiv erkannt. O

(3.5) Kern-Kokern-Lemma. Seien f: A — B und g: B — C lineare Abbil-
dungen. Dann gibt es eine kanonische exakte Sequenz

0 — Kern f — Kern g f LN Kern g 2, Kokern f - Kokern gf — Kokern g — 0.

BEWEIS. Wir beschreiben zunéchst die Abbildungen in der Sequenz. Die zweite
ist eine Inklusion, die dritte wird durch f und die fiinfte wird durch ¢ indu-
ziert. Die sechste ist eine Faktorabbildung. Die vierte ist auf Représentanten die
Identitdt. Wir weisen nur die Exaktheit an den mit 9 beteiligten Stellen nach.
Ist g(x) = 0 und dz = 0, so gibt es y mit x = f(y). Es ist dann y € Kern gf
und 3(y) = x. Die Gleichung 9 = 0 folgt unmittelbar aus den Definitionen.
Wir verwenden fiir Restklassen und ihre Repréisentanten dieselben Symbole.
Sei v(z) = 0. Dann liegt ¢g(z) im Bild von gf, etwa g(z) = gf(a). Folglich liegt
u =z — f(a) im Kern von g und im Kokern von f gilt d(u) = z. Die Relation
~v0 = 0 folgt wieder unmittelbar aus den Definitionen. O

(3.6) Das Dreimaldrei-Lemma. Gegeben sei ein kommutatives Diagramm
von R-Moduln und linearen Abbildungen

0 0 0
L

0—>A14>A24>A3—>0

L S S

0 — Bl BQ Bg — O
! l !

0 — 01 n 02 2 03 — 0
! l !
0 0 0

(1) Sind alle Spalten exakt und die beiden letzten Zeilen, so ist auch die erste
Zeile exakt.

(2) Sind alle Spalten exakt und die erste und dritte Zeile, und gilt 5203, = 0,
so ist auch die mittlere Zeile exakt.
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BEWEIS. (1) Das Fiinfer-Lemma zeigt, daBl «; injektiv und ay surjektiv ist.
Das Diagramm zeigt fast unmittelbar, dal ana; = 0 ist. Jetzt wird das Fiinfer-
Lemma auf die durch «s, (1,72 induzierte Abbildung der Kokerne von ay, 81,7
nach As, B3, C5 angewendet.

(2) analog wie (1) durch Zuriickfiihrung auf das Fiinfer-Lemma. O

(3.7) Aufgaben und Erginzungen.

1. Man belege durch ein Beispiel, daf auf die Voraussetzung (55, = 0 in (3.6.2)
nicht verzichtet werden kann, wenn auf die Exaktheit der mittleren Zeile ge-
schlossen werden soll.

2. Ein Modul N heifit projektiv, wenn fiir jede Surjektion g: B — C' auch
g«: Hom(N, B) — Hom(N, C) surjektiv ist. Ein Modul N heifit injektiv, wenn
fir jede Injektion f: A — B die Abbildung f*: Hom(B, N) — Hom(A, N) sur-
jektiv ist. Daraus folgt: Fiir einen projektiven Modul N werden bei Anwendung
von Hom(N, ?7) beliebige exakte Sequenzen wieder in exakte Sequenzen iiberfiihrt.
Fiir einen injektiven Modul N transformiert Hom(?, N) exakte Sequenzen wieder
in exakte. Ein freier Modul ist projektiv. Ein direkter Summand eines projek-
tiven Moduls ist projektiv. Ein projektiver Modul ist direkter Summand eines
geeigneten freien.

4 Moduln iiber Hauptidealringen

Dieser Abschnitt ist der Strukturbeschreibung der endlich erzeugten Moduln
iiber einem Hauptidealring gewidmet. Wenn nichts anderes gesagt wird, ist R
ein Hauptidealring. Wir formulieren zunéchst zwei Hauptsétze. Die Aussagen
und ihre Beweise sind vollig analog zu den entsprechenden iiber endlich erzeugte
abelsche Gruppen.

(4.1) Struktursatz. Jeder endlich erzeugte R-Modul M ist zu einem Modul
der folgenden Form isomorph:

R @ R/(d)® - @ R/(dy).

Dabei kénnen die Elemente d; € R\ {0} zusdtzlich der Teilbarkeitsrelation
dy|dy| ... |dy unterworfen werden. Die Zahl t und die Ideale (dy), ..., (dy) mit
der Bedingung (dy) D ... D (dy) sind durch M eindeutig bestimmit.

(4.2) Basissatz. Sei M ein endlich erzeugter freier R-Modul und N ein Un-
termodul. Dann gibt es eine Basis ey, ..., e, von M und Elemente dy, ..., dy mit
di|...|dy aus R derart, dafS fy = dyeq, ..., fr = drey eine Basis von N ist.

Die Beweise beruhen auf dem Normalformensatz fiir Matrizen mit Eintrégen
aus R und der Existenz einer Basis in einem Untermodul eines freien Moduls.

(4.3) Satz. Sei N Untermodul eines freien Moduls vom Rang n. Dann ist N
frei vom Rang héchstens n.
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BEwEIS. Wortlich genauso wie fiir I(4.1) im Fall der Gitter. O

(4.4) Folgerung. Sei M ein R-Modul, der von n Elementen erzeugt wird. Dann
wird jeder Untermodul N von hidchstens n Elementen erzeugt.

BEWEIS. Die Voraussetzung besagt: Es existiert eine surjektive R-lineare Abbil-
dung f: F — M eines freien Moduls F' mit einer Basis von n Elementen. Dann
ist f7'N frei und hat nach dem Beweis von (4.3) eine Basis von k Elementen,
wobei k < n ist. Also wird N = f(f~'N) von k Elementen erzeugt. O

Wir betrachten die Menge M (m,n; R) der (m,n)-Matrizen (a;; | 1 < i <
m, 1 < j < n) mit Eintragungen a;; aus dem Ring R. Zwei solche Matrizen
werden komponentenweise addiert, und die Multiplikation von Matrizen wird
nach der bekannten Formel definiert. Diese Addition und Multiplikation machen
die Menge M, (R) der (n,n)-Matrizen iiber R zu einem Ring. Mit Hilfe der
Cramerschen Regel wird bewiesen, daf§ eine Matrix A € M, (R) genau dann
invertierbar ist, wenn ihre Determinante in R* liegt. Die Determinante det(A) €
R von A € M,(R) wird nach der Leibnizschen Formel definiert:

det A = Z sign(o)aie1) - - - - * no(n)-
oeS(n)

Die bekannten Rechenregeln iiber Determinanten gelten immer noch, nédmlich
der Produktsatz und die Formel fiir die Entwicklung nach Zeilen und Spalten.

Wir wollen im folgenden wieder das grobe Normalformenproblem fiir Matrizen
aus M (m,n; R) behandeln. Dazu definieren wir: U,V € M (m, n; R) heiflen dqui-
valent, wenn mit geeigneten A € GL(m, R) und B € GL(n, R) eine Gleichung
U = AV B gilt. Dadurch wird eine Aquivalenzrelation definiert.

(4.5) Satz. Sei R ein Hauptidealring. Eine Matrizx U € M(m,n; R) ist zu einer
Diagonalmatriz Dia(dy, . ..,d,,0,...,0) dquivalent, in der d; # 0 ist und d;|d;+1
firl<i<r.

BeEwEILs. Wortlich wie der erste Beweis derselben Aussage iiber ganzzahlige Ma-
trizen in [.3. O

Beweis von (4.2). Nach (4.3) hat N eine Basis. Wir schreiben diese Basis als
Linearkombination einer Basis von M und bringen die resultierende Matrix nach
dem letzten Satz auf Normalform. Die Transformationsmatrizen werden wie in
der Vektorraumtheorie als Basiswechselmatrizen interpretiert. O

Basen mit den in (4.2) genannten Eigenschaften heiflen der Inklusion N C M
oder dem Paar (M, N) angepaft.

Beweis von (4.1). Wir wéhlen eine R-lineare Surjektion p: F' — M eines freien,
endlich erzeugten R-Moduls F' auf M. Sei K C F' der Kern von p. Dann ist also
M isomorph zu F//K. Wir wéhlen nach (4.2) angepafite Basen ey, ..., e, von F
und fi, ..., fr von K. Durch diese Basen werden Isomorphismen a: R — K und
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fB: R" — F geliefert (Standardbasis < Basis). Wir erhalten ein kommutatives

Diagramm P
K —— F

-]

_]DLI<:4Z,]:L>TL4(],L7

M

g

worin i(A, ..., A\g) = (Mdy, ..., Adg, 0, ...,0) und ¢ die kanonische Abbildung

auf den Kokern L von 7 ist. Dieser Kokern hat die in (4.1) behauptete Gestalt.
Die Eindeutigkeit der Darstellung wird spéter im Abschnitt iiber duflere Po-

tenzen von Moduln bewiesen. O

Ist R ein beliebiger Ring, so heifit ein Element x eines R-Moduls M Torsions-
element, wenn es ein r € R\ 0 gibt, das x annulliert: ro = 0. Ein Modul heifit
Torsionsmodul, wenn er nur Torsionselemente enthélt, er heiflt torsionsfrei, wenn
M \ 0 keine Torsionselemente enthiélt.

Fassen wir eine abelsche Gruppe als Z-Modul auf, so sind die Torsionselemente
darin die Elemente endlicher Ordnung.

(4.6) Satz. Sei M ein R-Modul. Dann gilt:
(1) Die Menge M, der Torsionselemente von M ist ein Untermodul. Der Quo-
tient M /M, ist torsionsfrei.
(2) Ein endlich erzeugter torsionsfreier R-Modul M ist frei.

BEWEIS. (1) Aus z1,29 € M;, 11,79 € R\ 0, 121 =0 = 1oz folgt rire(zy +
x9) = 0. Also ist x1 + x5 € M,. Analog: x € M,, r € R impliziert rx € M,.

Sei x € M/M, die Restklasse von z € M. Sei rz = 0, also rz € M,, also
srz =0 fiir ein s € R\ 0. Esist sr # 0, da R keine Nullteiler hat. Also ist z € M,
und damit x die Nullrestklasse.

(2) Sei M von {yi,...,ym} erzeugt und {vy,...,v,} C {v1,...,Ym} eine maxi-
male linear unabhéingige Teilmenge. Zu jedem y; gibt es ein \; € R\ 0 derart,
dal Njy; € [v1,...,v,]. Das ist klar, falls y; = v; fiir ein j, und fiir die an-
deren y; folgt es, weil {vy,...,v,} maximal linear unabhéngig ist. Wir setzen
A = AMAg... Ay Dann gilt AM C [vy,...,v,]. Der Untermodul AM des freien
Moduls [vy, ..., v,] ist frei. Da M torsionsfrei ist, ist die Abbildung M — AM,
x +— Az ein Isomorphismus. O

In dem Modul in (4.1) ist die Summe der R/(d;) der Torsionsuntermodul.
Im allgemeinen 1&8t sich ein Modul der Form R/(d) noch weiter in eine direkte
Summe zerlegen. Das beschreiben wir nun.

Sei a € R und M ein R-Modul. Wir definieren zwei zugehorige Untermoduln:

(4.7) M(a) ={m e M | am = 0}.
(4.8) M, ={m € M | es gibt n € Nmit a"m = 0}.
Fiir jeden Untermodul N gilt N, = N N M,. Ist p € R ein Primelement, so
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heifit M p-Modul oder p-primdr, wenn M = M, ist. Wir notieren die folgenden
Regeln, die unmittelbar aus den Definitionen folgen:

(4.9) Fir o|f gilt M(a) C M(P).
(4.10) Fiir je zwei Elemente o, § € R gilt M(af) N Mg = M(af)s.
(4.11) M(«a) C M,,.

(4.12) Satz. Seien o, € R\ 0. Wir wihlen einen GGT § und ein KGV v von
a, 3, so daf§ a8 = v gilt. Dann gilt

M(a)+M(B) = M(v), M(a)NM(3) = M(9).
FEs gibt also eine exakte Sequenz
0 — M(8) — M(a) & M(8) — M(y) — 0.

Sind « und 3 teilerfremd, so gilt M(a) & M(5) = M(7); in diesem Fall hat die
Projektion M(y) — M(«) auf den direkten Summanden M («) die Form x +— rx
fiir ein geeignetes r € R.

BEWEIS. Wir setzen a = da’ und § = 6. Wegen aff = 7 ist dann v =
o' 6 = af’. Wir wihlen eine Darstellung 1 = pa/ + A3, die dann § = pa + \3
impliziert. Sei x € M (). Esist z = 1 -2 = pa’x + A\F'z. Wegen fa’ = 7 ist
Bpd'z) = pyx = 0, also uo’x € M(F); und wegen aff' = v ist \F'x € M(«).
Folglich ist z € M(«a) + M ().

Sei x € M(a)NM(5). Aus ax = 0 = Sz folgt dann dz = (ua+ A\F)z = 0 und
damit z € M(9).

Aus (4.9) folgt M () C M(a) und M(J) C M(B), also die umgekehrte Inlusion
M) € M(a) N M(B). Ist 6 = 1, so ist die Projektion M(y) — M(a) durch
x — A\Gz gegeben. |

(4.13) Satz. Seien o und ( teilerfremd. Dann gilt:
M(B) = M(aB) N Mg = M(af)s.

BEWEIS. Die rechte Gleichheit gilt fiir je zwei Elemente o, 3 € R. Zur linken:
Aus M(B) C Mg und M(3) C M(af) folgt M(5) C M(af) N Ms. Nach (4.12)
gilt M(a) & M(B) = M(af). Wir setzen ein Element von M (af3) deshalb in
der Form x + y mit « € M(«a) und y € M(S) an. Werde x + y durch g™
annulliert. Dann werden auch x und y durch ™ annulliert (direkte Summe!). Da
a, (8 teilerfremd sind, so auch «, ™. Deshalb gibt es eine Darstellung der Form
AB™ + pa = 1. Es folgt © = A"z + pax = 0, da f™z = 0 ist und z € M(«).
Also liegt © +y =y in M (). O

(4.14) Satz. Sei M ein Torsionsmodul iber R. Sei P die Menge der maximalen
Ideale von R, also der von Primelementen erzeugten Hauptideale. Dann ist M
die direkte Summe der M, fir (p) € P.
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BEWEIS. Da M ein Torsmnsmodul ist, liegt jedes x € M in einem geeigneten
M(a), o€ R\O.Seiv =u[][,_, p; @ cine Zerlegung in Primfaktoren p; und eine

Einheit u. Da pi( 7 teilerfremd zu I i p?(j ) ist, folgt aus (4.12) durch vollsténdi-

ge Induktion nach r, da M(a) direkte Summe der Untermoduln M (pf") ist.

Wegen M (p?(i ) C M, ist also x € M () in der Summe der M, enthalten.
Sei nun Z( yepTp =0, zp € Mp, fast alle x,, gleich Null Fur ein x, 7é 0 gibt

es ein n(p) € N, so daB z, € M(p"®). Wegen @ M (p"®) = M([]p"®) folgt
aus (4.12), daf alle z, = 0 sind. Aus (2.6) folgt die Behauptung. O

Der direkte Summand M, in (4.14) heifit p-primdre Komponente von M, die
zugehorige direkte Zerlegung die Primdrzerleqgung des Moduls. Ist M in (4.14)
endlich erzeugt, so gibt es nur endlich viele von Null verschiedene primére Kom-
ponenten von M. Die Projektion M — M,, hat in diesem Fall die Form 2 — r,x
fiir ein geeignetes r, € R.

Ein R-Modul M heif}t zyklisch, wenn er von einem Element erzeugt wird. Sei
x € M ein erzeugendes Element. Dann ist R — M, r — rx surjektiv. Der Kern
ist ein Hauptideal (d). Zyklische Moduln sind also isomorph zu solchen der Form
R/(d). Die kleinsten derartigen Moduln sind die priméren. Wir wenden (4.12)
bzw. (4.14) auf einen Modul R/(d) an. Sei d = p'™ .. pi") eine Zerlegung in
Primfaktoren. Dann haben wir einen Isomorphismus

d) = é}R/(p v

der iibrigens auch aus dem chinesischen Restsatz folgt. Wir verwenden derartige
Zerlegungen in (4.1). Das liefert die Existenzaussage im néchsten Satz.

(4.15) Satz. Sei M ein endlich erzeugter Torsionsmodul. Dann ist M die di-
rekte Summe von primdren zyklischen Moduln. Die Anzahl der Summanden, die
zu R/(p) isomorph sind, ist durch M eindeutig bestimmt.

BEWEIS. Es bleibt die Eindeutigkeit zu zeigen. Das geschieht wie bei den ana-
logen Aussagen iiber endliche abelsche Gruppen. Sei eine direkte Zerlegung in
zyklische Primdrmoduln gegeben und a(t) die Anzahl der zu R/(p') isomor-
phen Summanden. Wir setzen b(t) = ), ., a(k). Dann ist M (p) ein Vektorraum
iiber dem Kérper R/(p) der Dimension b(1). Die entsprechende Dimension von
M(p*)/M (p) ist b(2) etc. Also sind b(t) und a(t) aus der Modulstruktur bere-
chenbar. O

5 Algebren

Wir stellen einen weiteren Grundbegriff bereit, der im weiteren gebraucht wird.
Das Distributivgesetz, das die Addition und Multiplikation miteinander verbin-
det, besagt, dafl die Multiplikation (a, b) — ab bilinear, oder besser, biadditiv ist.
Im Rahmen der Modultheorie liegt es nahe, wirklich bilineare Multiplikationen
zu betrachten.
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Sei also R ein kommutativer Ring und A ein R-Modul. Eine bilineare Ab-
bildung m: A x A — A heit Multiplikation auf A und das Paar (A, m) heifit
R-Algebra (Plural: Algebren).

Wie iiblich verlangt man von der Multiplikation meist noch weitere Eigen-
schaften. Sie heiit assoziativ, wenn immer m(a, m(b, c)) = m(m(a,b), ¢) gilt und
kommutativ, wenn immer m(a,b) = m(b,a) gilt. Ein Einselement 1 € A fiir die
Multiplikation ist durch die Eigenschaften m(1,a) = a = m(a, 1) gekennzeich-
net. Einmal formal definiert, kehren wir natiirlich meist zur gewohnten Notation
m(a,b) = ab fiir die Multiplikation zuriick. Ein Homomorphismus f: A — B der
R-Algebra A in die R-Algebra B ist eine R-lineare Abbildung f, die mit den
Multiplikationen vertraglich ist, f(ab) = f(a)f(b). Falls die Algebren beide Eins-
elemente haben, wird meistens verlangt, dafl auch f(1) = 1 gilt; von selbst ist
das leider nicht richtig.

Im folgenden seien, solange nichts anderes gesagt wird, Algebren assoziativ
mit Einselement und Homomorphismen von Algebren sollen 1 auf 1 abbilden.

Wir geben einige einfache Beispiele. Fassen wir die additive Gruppe eines Rin-
ges als Z-Modul auf, so ist in dieser Terminologie ein Ring im wesentlichen das-
selbe wie eine assoziative Z-Algebra mit Einselement. Die (n,n)-Matrizen iiber
dem kommutativen Ring R bilden eine R-Algebra M, (R), die R-Modulstruk-
tur ist die Ubliche: Skalarmultiplikation jedes Matrixeintrags. Ist R kommutativ
und M ein R-Modul, so ist der Endomorphismenring Endg(M) = Hompg(M, M)
sogar eine R-Algebra. Sei R Unterring des Ringes S. Dann wird S durch Links-
multiplikation mit Elementen aus R zu einem R-Modul, und die Multiplikation
von S ist damit R-bilinear.

Typische und wichtige Beispiele von Algebren sind die Monoidalgebren und
ihre Spezialfille die Gruppenalgebren und Polynomalgebren.

Sei R ein kommutativer Ring und M ein multiplikatives Monoid. Wir bezei-
chnen mit RM oder R[M] den freien R-Modul iiber der Menge M. Eine bilineare
Abbildung m: RM x RM — RM 148t sich einduetig dadurch definieren, dafl
ihr Wert auf Paaren (z,y) von Basiselementen z,y € M spezifiziert wird. Wir
definieren m durch die Monoidmultiplikaton m(z,y) = zy. Da die Monoidmul-
tiplikation assoziativ ist, so ist auch m assoziativ. Das neutrale Element von M
wird das Einselement der Algebra RM.

Das additive Monoid der natiirlichen Zahlen Ny = {0,1,2,...} schreiben wir
in multiplikativer Form durch Potenzschreibweise M = {1 = 2%z = 2!, 2% ...}
mit der Multiplikaton z™x" = 2™*". Elemente in RM sind dann endliche forma-
le Linearkombinationen der Gestalt 7o+ +---+r,2", r; € R. Wir bezeichnen
die damit gewonnene Monoidalgebra mit R[z| und nennen sie die Polynomalge-
bra in einer Unbestimmten x iiber R. Die Elemente von R|x] heiflen Polynome
mit Koeffizienten in R. Ein Polynom ist keine Funktion, sondern ein formales
Objekt, das durch seine Koeffizienten eindeutig bestimmt ist. Gerechnet wird
mit Polynomem nach den iiblichen Regeln des ,, Buchstabenrechnens®.

In dhnlicher Weise werden Polynomalgebren in mehreren Unbestimmten defi-
niert. So wird R[z,y] aus dem multiplikativen Monoid {z'y’ | i,j € Ng} mit der
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Multiplikation ziy? - 2Fy! = 27 %37+ gewonnen.

Eine Monoidalgebra R[M| hat die folgende universelle Eigenschaft: Sei A eine
beliebige R-Algebra und ¢: M — A ein Homomorphismus von M in das mul-
tiplikative Monoid der Algebra A. Dann gibt es genau einen Homomorphismus
®: R[M] — A von R-Algeben, der auf den Basiselementen mit ¢ {ibereinstimmt,
denn die eindeutige R-lineare Erweiterung von ¢ ist ein Homomorphismus von
Algebren.

Fiir Polynomalgebren stellt sich die universelle Figenschaft noch etwas anders
dar: Die Monoidhomomorphismen von {2z, 2!, 22, ...} sind eindeutig durch den
Wert auf x bestimmet, und dieser Wert 148t sich auch beliebig vorgeben. Also
entsprechen die Algebrahomomorphismen ®: R[x] — A umkehrbar eindeutig den
Elementen von A vermoge ® +— ®(z). Ist zum Beispiel A = R und ®(x) = u € R,
so wird der zugehorige Homomorphismus Einsetzen von u in Polynome genannt.
Auf diese Weise wird jedem Polynom f € R[z] eine Funktion R — R zugeordnet,
die wir in iiblicher Notation u +— f(u) schreiben. Statt f wird deshalb auch f(x)
geschrieben, denn fiir A kénnen wir auch R[z] verwenden und somit Polynome
in Polynome einsetzen. Das entspricht der Verkettung der Funktionen.

Ein Linksmodul M iiber einer R-Algebra A ist ein R-Linksmodul M zusam-
men mit einer R-bilinearen Skalarmultiplikation A x M — M. Homomorphismen
f: M — N von A-Moduln sind dann R-lineare Abbildungen f, die mit der Ska-
larmultiplikation vertréglich sind.

Wir beschreiben nun das Verhéltnis von Ringen zu Algebren. Vergessen wir
in einer R-Algebra A die R-Modulstruktur und behalten nur die Addition und
Multiplikation, so bleibt ein Ring iibrig. Eine R-Algebra ist also ein Ring mit
Zusatzstruktur. Welcher?

Sei A eine R-Algebra. Wir bezeichnen die Skalarmultiplikation des R-Moduls
A durch einen Punkt z - a. Die Bilinearitat der Multiplikation besagt unter ande-
rem (z-a)(y-b) = xy - ab. Insbesondere ist e: R — A, z — x - 14 ein Ringhomo-
morphismus. Dieser erfiillt x-a =z - (14a) = (x-14)a = e(x)a. Wegen (z-a)b =
x - (ab) = a(z - b) ist e(x) mit allen Ringelementen vertauschbar, d. h. e: R — A
ist ein Homomorphismus in das Zentrum Z(A) = {x € A |Va € Aza = ax} des
Ringes A.

Ist umgekehrt A ein Ring und e: R — A ein Homomorphismus in das Zentrum,
so wird durch Rx A — A, (x,a) — x-a = ¢(z)a die additive Gruppe A zu einem
R-Modul, und damit ist die Multiplikation von A R-bilinear.

Diese beiden Prozesse sind zueinander invers. Damit haben wir:

(5.1) Notiz. R-Algebren A entsprechen umkehrbar eindeutig Ringen A zusam-
men mit einem Ringhomomorphismus eq: R — A in das Zentrum von A. O

Bei dieser Entsprechung sind Homomorphismen von Algebren dasselbe wie
Ringhomomorphismen f: A — B, die fey = ep erfiillen. Ist M ein Modul iiber
der R-Algebra A, so gilt fir x € R und m € M und der R-Modulstruktur

(x,m) — x *m auf M

e(xym=(x-1a)m =z (1am) =z *xm,
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d. h. die A-Modulstruktur zusammen mit e bestimmt die R-Modulstruktur.

Die vorstehenden Uberlegungen erwecken vielleicht den Eindruck, als sei es
iiberfliissig, Algebren iiberhaupt als Begriff einzufiihren. Der Vorteil dieser Be-
griffsbildung springt bei den wichtigen Algebren iiber Koérpern R = K ins Auge.
Dann ist zum einen e: K — A injektiv, und wir betrachten damit ohne wesentli-
che Einschrankung K als Teilkorper im Zentrum von A. Zum anderen sind alle
Moduln K-Vektorrdume und die Linksmultiplikationen mit Elementen von A
sind K-lineare Abbildungen, so dafl wir uns in der vertrauten Welt der linearen
Algebra befinden.

Ein Modul iiber K[z] etwa ist dasselbe wie ein K-Vektorraum V' zusammen
mit einem Endomorphismus von V', der der Skalaroperation von x entspricht.
Dieser Gesichtspunkt wird im sechsten Kapitel ausgenutzt.

Ein Modul iiber einem Gruppenring KG der Gruppe G ist dasselbe wie ein
K-Vektorraum V' zusammen mit einem Homomorphismus von G in die lineare
Gruppe GL(V). Diese Objekte heiflen Darstellungen von G.

Wichtige Beispiele fiir Algebren, die nicht assoziativ sind, findet man in den
sogenannten Lie-Algebren. Wir erwihnen sie nur am Rande. In Fall der Lie-
Algebren schreibt man die Multiplikation meist als Lie-Klammer (a,b) — [a, b].
Eine Lie-Algebra liegt vor, wenn die so geschriebene Multiplikation die Jacobi-
Identitdt

[a, [b, c]] + [b, [c,a]] + [¢, [a,b]] =0

erfiillt (Merkregel: zyklische Vertauschung). Ist A eine assoziative R-Algebra, so
definieren wir eine neue Verkniipfung durch

[a,b] = ab — ba.

Eine leichte Rechnung zeigt, dal die Jacobi-Identitédt gilt. Die so gewonnenen
Lie-Algebren sind besonders wichtig, wenn sie aus M (n,n; R) oder Unteralge-
bren entstehen, weil sie die infinitesimale Struktur der Matrizengruppen (Lie-
Gruppen) beschreiben.

(5.2) Beispiel. Der Vektorraum R? ist zusammen mit dem Vektorprodukt
(x,y) — x X y eine Lie-Algebra (iiber R). Diese Lie-Algebra ist isomorph zur
Algebra der schiefsymmetrischen reellen (3,3)-Matrizen mit der Lie-Klammer
[A, Bl = AB — BA. Ein Isomorphismus wird durch

0 —z wy
(x,y,2) — z 0 -z
-y x 0
gegeben. <&

6 Der Satz von Jordan-Hdélder
Wir betrachten A-Linksmoduln iiber einem beliebigen Ring A. Ein A-Modul M

heifit einfach, wenn er von Null verschieden ist und nur die Untermoduln 0 und
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M hat. Eine Sequenz
M=MyDM D...OM,=0

von Untermoduln M; eines Moduls M heiit Kompositionsreihe von M, wenn alle
Faktoren M, /M;, einfach sind.

Zum Studium von Kompositionsreihen brauchen wir den folgenden Isomor-
phiesatz von Zassenhaus, den wir in gruppentheoretischer Form schon friiher
formuliert hatten.

(6.1) Satz. Seien V C U und V' C U’ Untermoduln eines Moduls. Dann gibt
es kanonische Isomorphismen

U+V)nU' _ unu _(U+V)NU

V+VvHynU  OUnvV)+UnV) (V+V)nU

BEWEIS. Der Kern der Abbildung

unu’ U+VH)nU U+VvVHYnU )/ (V+V)nU
ist gleich X :=(UNU)N{(V+V)NU)=UN((V+V')NU'. Es ist zu zeigen,
dal X gleich Y :=U'NV+UNV"ist. Seiz € X. Dannist t =v+v € V+V’

und x € UNU’, also
v=aox—0 eUnU +V' cU, veV

und insgesamt v € U’ NV. Ebenso v € U NV’ und damit x € Y.

Umgekehrt ist /N V C U und U'NV CcUN(V+V'), alsoU' NV C X.
Ebenso U NV’ € X und damit Y C X. Der zweite Isomorphismus ergibt sich
genauso. O

Auf das folgende Resultat wird unter dem Namen Satz von Jordan-Holder
verwiesen.

(6.2) Satz. Seien zwei Sequenzen
M=MyDMyD>...O0M,=0, M=M,DM D>...OM.,=0

von Untermoduln gegeben. Dann lassen sich diese Sequenzen durch Dazwischen-
schalten weiterer Untermoduln zu Sequenzen gleicher Linge

M=Ly>...0L,=0, M=Ly>...OL, =0

so verfeinern, daf die Faktoren Lj/L;.y bis auf Isomorphie eine Permutation der
Faktoren L}/ L} | sind. Insbesondere haben je zwei Kompositionsreihen eines Mo-
duls dieselbe Linge, und ihre Faktoren sind bis auf Permutation und Isomorphie
gleich.
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BEWEIS. Zwischen M; und M, setzen wir die Untermoduln
(Mip1 + M) M;,  j=0,...s
und zwischen M; und M, die Untermoduln
(M4 + M;) N M, j=0,...,7
Die Isomorphismen von Zassenhaus

(M1 + M;) 0 M; N (M7, + M;) N M;
(M + M

i) N M (M + Miga) N M

liefern die Behauptung. O
Natiirlich haben nicht alle Moduln eine Kompositionsreihe. Vielmehr gilt:

(6.3) Satz. Folgende Aussagen iiber einen Modul M sind dquivalent:
(1) M hat eine Kompositionsreihe.
(2) Jede Sequenz von Untermoduln lafst sich zu einer Komposionsreihe ver-
feinern.
(3) Jede aufsteigende My C My C My C ... und jede absteigende Ny DO Ny D
Ny D ... Sequenz von Untermoduln ist schliefllich konstant.

BEWEIS. (3) = (1). Sei B C M ein Untermodul. Falls es keinen Untermodul
By C B gibt, so da8 B/ By einfach ist, so finden wir in B eine echt aufsteigende
unendliche Sequenz von Untermoduln, was (3) widerspricht. Also gibt es eine
Sequenz M = Ny D N; D ..., so daB N;/N;; einfach ist. Sie mufl abbrechen
und liefert eine Kompositionsreihe.

(1) = (2) gilt nach dem vorigen Satz.

(2) = (3).Sei My C M; C ... eine aufsteigende Sequenz. Falls sie nicht schliefllich
konstant ist, gibt es wegen (2) Kompositionsreihen beliebig grofier Linge, was
dem vorigen Satz widerspricht. O

(6.4) Bemerkung. Den Isomorphiesatz von Zassenhaus haben wir frither
schon im Kontext der Gruppentheorie formuliert. Eine Sequenz von Untergrup-
pen

O:GHQGH,1<]...<]G1<]G0:G

heifit Normalreihe in der Gruppe G. Wie fiir (1.2) wird gezeigt, dafl je zwei
Normalreihen so verfeinert werden konnen, dafl die sukzessiven Quotienten bei-
der Verfeinerungen bis auf die Reihenfolge isomorph sind. Eine Gruppe G heifit
einfach, wenn sie nur 1 und G als Normalteiler hat. Eine Normalreihe heift
Kompositionsreihe, wenn die sukzessiven Quotienten einfach sind. Es gilt die
Eindeutigkeit der Kompositionsreihen im Sinne von (1.2). Ebenso l&8t sich (1.3)
iibertragen. e

Sei M ein A-Modul und x € M. Dann ist m,;: A — M, a — ax eine A-
lineare Abbildung mit dem Kern Ann(z) = {a € A | a = 0}, dem Annullator
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des Elementes x. Der Modul M ist genau dann einfach, wenn Ann(z) fiir jedes
x € M\ 0 ein maximales Linksideal von A ist. Ein Modul M ist genau dann
einfach, wenn es zu je zwei Elementen x,y € M \ 0 ein a € A mit ax = y gibt.

Der Satz von Jordan-Holder verallgemeinert den Satz von der eindeutigen
Bestimmtheit der Lénge einer Basis in Vektorrdumen. Wir erldutern das am
Beispiel von Moduln iiber Schiefkérpern.

Sei D ein Schiefkérper und M ein D-Modul mit einem endlichen Erzeugenden-
system T'. Der {ibliche Beweis der linearen Algebra ist auch in dieser Situation
durchfiihrbar und liefert: Eine maximale, linear unabhéngige Teilmenge B von
T ist eine Basis von M; ist S linear unabhéngig in M, so la8it sich S zu einer
Basis von M ergénzen. Also ist ein (endlicherzeugter) D-Modul frei. Hat eine
Basis die Lange n, so ist M zu D" isomorph. Da D ein einfacher D-Modul ist
(als linksreguldrer), so ist durch M = D™ nach dem Satz von Jordan-Hoélder n
eindeutig durch M bestimmt. Jeder von Null verschiedene Vektor von D™ ist
linear unabhéngig und 148t sich zu einer Basis ergédnzen. Sind deshalb x und y
zwei von Null verschiedene Vektoren von D", so gibt es einen Isomorphismus von
D", der x auf y abbildet. Der Endomorphismenring von D™ ist M, (D). Aus dem
eben Gesagten folgt:

(6.5) Notiz. Der M, (D)-Modul D" ist einfach. O

Im linksreguldren M, (D)-Modul ist die Untergruppe Sy der Matrizen, die
auBerhalb der k-ten Spalte nur Nullen haben, ein Linksideal. Als Modul ist Sy
isomorph zu D". Also gilt:

(6.6) Satz. Der linksreguldre Modul M, (D) fiir einen Schiefkorper D ist direkte
Summe von n einfachen, zu D™ isomorphen Untermoduln. O

7 Kettenbedingungen

Wir betrachten Linksmoduln iiber einem Ring A. Wir sagen, der Modul M erfiillt
die absteigende Kettenbedingung (die Minimalbedingung), wenn jede absteigende
Kette von Untermoduln M; D Ms D ... von einer Stelle an konstant ist, d. h.
wenn es ein n so gibt, dafl M,, = M, fiir alle & > 0. Wir sagen, ein Modul
M erfiillt die aufsteigende Kettenbedingung (die Mazimalbedingung), wenn jede
aufsteigende Kette von Untermoduln M; C My C ... schliellich konstant ist.
Ein Modul mit Minimalbedingung heif3t artinsch ein Modul mit Maximalbedin-
gung heifit noethersch. Ein Ring heifit (links-)artinsch oder noethersch, wenn der
linksreguldre Modul diese Eigenschaft hat. Eine kleine Uberlegung zeigt:

(7.1) Notiz. FEin Modul ist genau dann artinsch (noethersch), wenn jede nicht-
leere Menge von Untermoduln beziiglich Inklusion mindestens ein minimales (ma-
zimales) Element hat. O

(7.2) Satz. Sei 0 — M’ ¢ M b ~ M" — 0 eine exakte Sequenz von

A-Moduln. Dann gilt: M ist genau dann noethersch (artinsch), wenn M' und
M" noethersch (artinsch) sind.
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BEwWEIS. Wir behandeln den noetherschen Fall; der artinsche ist analog. Eine
aufsteigende Kette von Untermoduln von M’ (oder M") liefert vermoge o (oder
371) eine ebensolche in M und ist deshalb schliefllich konstant. Sei umgekehrt
(L, | n > 1) eine aufsteigende Kette in M. Dann sind (a™*(L,)) und (58(L,))
aufsteigende Ketten in M’ und M"”. Seien beide ab der Stelle k konstant. Mittels
Exaktheit folgt sofort Ly = Ly . O

(7.3) Satz. Ein Modul M ist genau dann noethersch, wenn jeder Untermodul
endlich erzeugt ist.

BEWEIS. Sei (M; | j > 1) eine aufsteigende Kette und N deren Vereinigung.
Dann ist N endlich erzeugt und ein Erzeugendensystem etwa in M} enthalten.
Dann folgt aber M = N.

Sei N ein Untermodul und U die Menge der endlich erzeugten Untermoduln
von N. Diese Menge ist nicht leer und hat deshalb ein maximales Element P.
Ist P# Nund x € N\ P, so ist P+ Ax echt grofer als P und endlich erzeugt.
Widerspruch. O

(7.4) Satz. Sei A noethersch (artinsch) und M ein endlich erzeugter A-Modul.
Dann ist M noethersch (artinsch).

BEWEIS. Sei A noethersch. Nach (7.2) ist der Modul A" noethersch und damit
M als Quotient eines solchen. Analog im artinschen Fall. O

(7.5) Korollar. Sei A noethersch (artinsch) und I C A ein Ideal. Dann ist
A/I noethersch (artinsch). O

Wir haben schon frither gezeigt, dafl ein Modul genau dann eine Kompositions-
reihe hat, wenn er sowohl artinsch als auch noethersch ist.

8 Lokale Ringe

Ein Ring A heifit lokaler Ring, wenn er ein eindeutig bestimmtes maximales
Linksideal hat.

(8.1) Satz. Sei A ein lokaler Ring mit mazimalem Linksideal J. Dann gilt:
(1) J ist ein zweiseitiges Ideal.
(2) A\ J ist die Menge der Elemente mit Linksinversem (Rechtsinversem,
Inversem,).
(3) A hat genau ein mazimales Rechtsideal, und dieses ist gleich J.
(4) A/J ist ein Divisionsring.
(5) 14+ Je A"

BeEwers. (1) A/J ist ein einfacher A-Modul M. Fiir jedes x € M \ 0 ist des-
halb der Annullator Ann(z) ein maximales Linksideal, also gleich J. Das Ideal
Ann(M) = (J,cp Ann(z) ist deshalb ebenfalls gleich .J. Der Annullator eines
Moduls ist ein zweiseitiges Ideal.

(2) Ein Element in einem zweiseitigen Ideal kann kein Rechts- oder Linksinverses
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haben. Sei z ¢ J. Das Linksideal Az enthélt = und ist deshalb nicht in J enthal-
ten. Also ist Az = A und x hat ein Linksinverses. Sei yx = 1. Dann ist y ¢ J,
da J zweiseitig ist. Also gibt es z mit zy = 1. Folglich ist y ein Inverses von .

(3) Sei I ein maximales Rechtsideal. Falls I nicht in J liegt, so enthélt [ eine
Einheit. Unmoglich.

(4) folgt aus (2).

(5) Sei z € J. Esist 1 = x+ (1 —x). Also liegt 1 — 2 nicht in J und hat demnach
ein Inverses. O

(8.2) Satz. Sei A ein Ring und A* (A*,A*") die Menge der Elemente mit
Inversem (Linksinversem, Rechtsinversem). Dann sind dquivalent:

(1) A\ A* ist ein Linksideal.

(2) A\ A* ist ein Linksideal.

(3) A\ A* ist ein Rechtsideal.

(4) A\ A* ist ein Rechtsideal.
Gilt eine dieser Aussagen, so sind alle Ideale gleich und A ist ein lokaler Ring
mit maximalem Ideal A\ A*.

BEWEIS. Ein Linksideal enthélt kein Element mit einem Linksinversen. Also ist
im Falle (1) und (2) die Differenzmenge ein maximales Linksideal. Analog fiir (3)
und (4). Alles Weitere folgt aus dem vorigen Satz. O

Ein A-Modul M heifit unzerlegbar, wenn er nicht direkte Summe zweier von 0
und M verschiedener Untermoduln ist. Ein Modul M heifit eindeutig zerlegbar,
wenn er endliche direkte Summe unzerlegbarer Moduln ist und aus Zerlegungen

=1 J=1

mit von Null verschiedenen unzerlegbaren M; und N; folgt, dal m = n ist und
nach Umordnung M; = N;. Wir wollen zeigen, daf§ endlich erzeugte Moduln iiber
artinschen Ringen eindeutig zerlegbar sind (8.7). Das folgende Lemma lduft unter
dem Namen Lemma von Fitting

(8.3) Lemma. Der Modul M sei artinsch und noethersch. Fir jedes [ €
End, (M) gibt es ein n, so dafy M = Bild(f™) & Kern(f™).

BEWEIS. Es gilt f"(M) D f**(M) und Kern(f") C Kern(f"*'). Wegen der
Maximal- und Minimalbedingung gibt es ein n mit f*(M) = f**(M) und
Kern(f") = Kern(f?"). Fiir x € M gibt es dann ein y mit f"(z) = f**(y). Also ist
z— f"(y) € Kern(f™) und folglich x = f"(y)+ (x— f"(y)) € Bild(f")+Kern(f™).
Sei z € Bild(f") N Kern(f"), also z = f"(z) fiir ein x € M und dann
0 = f"(z) = f>(x). Wegen = € Kern(f*") = Kern(f") ist z = 0. Also ist
die Summe direkt. O

(8.4) Notiz. Sei M wunzerlegbar, artinsch und noethersch. Dann ist E =
End4 (M) ein lokaler Ring.
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BEWEIS. Sei [ ein maximales Linksideal von F und a ¢ I. Dann ist £ = Fa+ [
und etwa 1 = Aa+ p mit A € E'und g € I. Da p € I kein Inverses hat, ist p

kein Isomorphismus. Wir wihlen n nach (8.3) fiir 4. Da M unzerlegbar ist, gilt
Bild(f") = M oder Kern(f") = M. Wire Bild(f™) = M, so wire Kern(f") =0
und g ein Isomorphismus. Also ist u™ = 0. Es folgt

(Ip4-+p" DAa=A+p+-+p" )1 —p) =0

Also ist a invertierbar. O

Ist M zerlegbar, so ist A = End(M) kein lokaler Ring, denn dann gibt es in
A nichttriviale Idempotente e. Es sind aber e und 1 — e keine Einheiten, was in
einem lokalen Ring nicht sein kann.

(8.5) Lemma. Seien M = M; & My = Ny & Ny Zerleqgungen mit Inklusionen
g My, — M, ji: Ny — N und Projektionen pp: M — M,;, ¢: N — N;. Sei
p1J1: N1 — My ein Isomorphismus. Dann sind My und Ny isomorph.

BEWEIS. Wir benutzen die Inklusionen und Projektionen, um die Identitét von
M in Matrizenform zu schreiben, ndmlich oo = (py7;) = id und § = ¢,i5) = id. Es
sind p17; und ¢¢; zueinander inverse Isomorphismen. Es gilt wegen af = id die

Gleichung (p2j1)(qii1)+)paja)(g2i1) = 0 und folglich paji = —(paja)(gais) (p11)-
Der Isomorphismus

id 0 pu1 Pje \ _ ( pun D1J2
Pajoqoty  id DP2j1 P2jo 0 p2J2g2t1p1]2 + P2Jo

bildet Ny isomorph auf M, ab. O

(8.6) Satz. Sei M = M, & --- & M,, mit unzerlegbaren M;. Sei End(M;) fir
alle 5 ein lokaler Ring. Dann ist M eindeutig zerlegbar.

BEWEIS. Sei M = N1 @& ---® N, eine zweite Zerlegung in unzerleghbare Moduln.
Wir wenden Induktion nach m an. Sei m > 1. Wir setzen mit den kanonischen
Injektionen und Projektionen

a;: N; — M — My, Bi: My — M — N;.

Dann ist ), a;f; = id(M;). Da Enda(M;) ein lokaler Ring ist, mufl eine der
Abbildungen, etwa a;/; ein Isomorphismus sein. Wir verwenden nun (8.5), um
M, und N zu kiirzen. O

Als Satz von Krull-Schmidt bezeichnen wir:

(8.7) Satz. Ein endlich erzeugter Modul M iber einem artinschen Ring A ist
ewndeutig zerlegbar.

BEWEIS. Sei N unzerlegbarer A-Modul. Dann ist N nach (3.11) artinsch und
noethersch und deshalb End(N) nach (8.4) ein lokaler Ring. Weil M artinsch ist,
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hat M jedenfalls eine Zerlegung in unzerlegbare Moduln. Nun wenden wir (8.6)
an. O

Hier ist eine wichtige Anwendung des Satzes von Krull-Schmidt.

(8.8) Satz. Seien M und N endlichdimensionale Moduln iber der endlichdi-
mensionalen K-Algebra A. Sei L|K eine endliche Kdrpererweiterung. Sind die
L ®ykg A-Moduln L @ M und L @ N isomorph, so sind M und N isomorph.

BEWEIS. Sei dimg L = t. Wir betrachten L ®x M vermoge A — L Qg A,
a— 1®a als A-Modul. Als solcher ist er isomorph zur ¢-fachen direkten Summe
M. Die Voraussetzung liefert also einen Isomorphismus M' = N*. Wir zerlegen
M und N in unzerlegbare Moduln M =M, & ... & M,, N=N;®...d N, und
erhalten

Mae.. . oM =2Nao...oN.

Aus dem Eindeutigkeitssatz folgt durch Gruppierung nach Isomorphietypen der
M; und N;, da M und N aus isomorphen Summanden aufgebaut werden, also
isomorph sind. O

Der vorstehende Satz léf3t sich insbesondere auf Gruppendarstellungen anwen-
den.



6 Multilineare Algebra

1 Das Tensorprodukt

Wir betrachten in diesem Abschnitt nur kommutative Ringe R und R-Linksmo-
duln.

Seien F, F' und G Moduln. Eine Abbildung s: £ x ' — G heifit R-bilinear
(kurz bilinear), wenn fiir jedes e € F und jedes f € F' die Abbildungen

(1.1)  s(e,?):F—G, f—s(e,f) und s(?,f):E— G, e s(e, f)

R-linear sind. Die Menge Bil(E x F,G) der bilinearen Abbildungen ist ein R-
Modul mit der iiblichen Struktur: Addition und skalare Multiplikation der Funk-
tionswerte.

In derselben Weise werden multilineare Abbildungen definiert. Sind E; und
G Moduln, so heifit f: Fy x --- X E, — G n-linear, wenn f in jeder Variablen
e; € IJj linear ist.

(1.2) Tensorprodukt. Eine bilineare Abbildung s: E X F' — G heifit Tensor-
produkt von E und F' iiber R, wenn sie die folgende universelle Eigenschaft hat:

Zu jeder bilinearen Abbildung ¢: Ex F' — H gibt es genau eine lineare Abbildung
f:G— H,sodall fos=p ist. &

Ist in (1.2) ¢ ebenfalls ein Tensorprodukt, so gibt es genau eine lineare Ab-
bildung g: H — G mit gy = s. Es folgt gfs = s, fgpo = ¢. Wegen der Eindeu-
tigkeitsaussage in (1.2) ist also ¢gf = id(G), fg = id(H). Deshalb sind g und f
zueinander inverse [somorphismen. Der damit bewiesene Sachverhalt besagt: Das
Tensorprodukt ist durch die universelle Eigenschaft eindeutig bis auf eindeutige
Isomorphie bestimmt.

Wir bezeichnen das Tensorprodukt von E, F' mit s: £ x F — FE ®g F und
nennen F ®g F' das Tensorprodukt iiber R des Paares E, F' (gelesen: F Tensor
F) mit den Tensorfaktoren E und F. Den Index R am Tensorproduktzeichen
® lassen wir weg, wenn R aus dem Kontext erkenntlich ist. Einen Ubergang
E +— E ® F bezeichnen wir als tensorieren mit F. Das Element s(e, f) wird mit
e ® f bezeichnet. Wegen der Bilinearitét gelten die Rechenregeln

(61+€2)®f = 61®f+€2®f
(1.3) e@(fitfo) = e@fited f
(re)@f = e@(rf) =r(e®f)

fir e,e;,en € B, f, f1,fo € Fund r € R.
(1.4) Satz. Zu je zwei R-Moduln E, F gibt es ein Tensorprodukt.

BEWEIS. Sei C der von der Menge E x F erzeugte freie R-Modul. Sei D der Un-
termodul, der von den folgenden Linearkombinationen der Basiselemente erzeugt
wird (T € R7 €1,€2,¢€ S E7 f17f27f € F)

(61+627f)_(€17f)_(62’f)
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(67f1 +f2) - (67f1) - (e7f2)

r(e,f)—(re,f), T(e,f)-(@,T’f).

Wir haben eine kanonische Abbildung i: E x F' — C, die (e, f) auf das ebenso
bezeichnete Basiselement abbildet. Sei p: C' — C/D die Faktorabbildung. Die
Abbildung pi = s: E x F — C'/D ist nach Konstruktion bilinear. Wir verifizieren
die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts. Sei p: Ex F' — H bilinear. Wegen
der universellen Eigenschaft des freien Moduls iiber einer Menge gibt es genau
eine lineare Abbildung F: C' — H mit F'i = ¢. Da ¢ bilinear ist, liegt D im Kern
von F', und deshalb gibt es eine lineare Abbildung f: C/D — H mit fp = F und
folglich fs = ¢. Durch fp = F' ist f eindeutig bestimmt, denn F' ist eindeutig
bestimmt und p ist surjektiv. O

Als Folgerung aus der Konstruktion des Tensorprodukts ergibt sich:

(1.5) Notiz. Die Elemente e ® f fire € E und f € F erzeugen den R-Modul
E®F. O

Wir leiten im folgenden einige formale Eigenschaften des Tensorprodukts her.
Die schwerfiillige Konstruktion des Tensorproduktes im Beweis von (1.4) wird
niemals wieder verwendet. Die weitere Analyse des Tensorproduktes geschieht
iiber die universelle Eigenschaft und die daraus gewonnenen formalen Regeln.
Seien \: E — E’' und p: F — F’ lineare Abbildungen. Wir betrachten das Dia-
gramm

ExF AXE prop

S ls’

A®
E®F L per

mit Tensorprodukten s und s’. Da (A x p)s” bilinear ist, gibt es genau eine lineare
Abbildung A @ u: E @ F' — E' ® F’, genannt das Tensorprodukt von (\, u), die
das Diagramm kommutativ macht. Speziell gilt

(1.6) A @ p)(e® f) = Ae) @ u(f).

Diese Eigenschaft charakterisiert A ® p. Fiir Verkettungen bestétigt man damit
die Rechenregeln

(1.7) A@uoNau)=MN)® (u), deid=id.

(1.8) Satz. Das Tensorprodukt ist assoziativ: Seien E,F und G Moduln. Es
gibt genau einen Isomorphismus a: (E® F)®@ G — E ® (F ® G) von R-Moduln
mit der Eigenschaft a((e® f)®@¢g) =e® (f ® g).

BEWEIS. Mit Tensorprodukten o, ', 1, ¢’ und der universellen Eigenschaft wird
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a aus dem folgenden Diagramm konstruiert
(ExF)xG ——~ Ex(FxG)
p xid id xp

Y Y

(EQF)xG —— EX(F®G)

(’0/ N wl
Y Y

E®@F)®G ——+ E®(F®QG).

Fiir jedes g € G ist die Abbildung (e, f) — v¢'(e,¥(f, g)) bilinear. Es gibt deshalb
genau eine lineare Abbildung o £ ® F — E ® (F ® G) mit

agle® f) =¥'(e,9(f,9)) =e® (f@9).
Die Abbildung o/ mit &/(e® f, g) = a,(e® f) ist ebenfalls bilinear: Es ist ndmlich
Ay g1+rage (6 ® f) = wl(ev w(f, g1 + 7’292))

= r1¢’(e,¢(f791))+7‘2¢/(6a¢(f,9))
= (rnag +rag)(e® f);

da die Elemente e ® f den Modul F ® F' erzeugen, gilt also
Qpygidrags = T1Qg + T2,

Damit ist o/ als linear in der zweiten Veranderlichen erkannt. Ferner ist o/ we-
gen der Linearitdt von o, auch in der ersten Verénderlichen linear. Nach der
universellen Eigenschaft von ¢’ gibt es o mit a’ = ¢/, und speziell gilt

af(e@ fl@g) =ap'(e® f,g) =d(e® f,g) =ayle® f) =e® (f®g).

Ebenso verschafft man sich ein  mit der Eigenschaft f(e®(f®g)) = (e® f)®g.
Es sind dann « und (3 invers zueinander. O

(1.9) Satz. Das Tensorprodukt ist kommutativ: Es gibt genau eine lineare Ab-
bildung T: EQ F — F® FE mit der Eigenschaft T(e® f) = f ®e. Diese Abbildung
1st ewn Isomorphismus.

BewEIs. Wir haben mit der Vertauschung t: £ x F' — F x E, (e, f) — (f,e)
ein kommutatives Diagramm

Ex F FxFE
4 (0

-
E®F FoF
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mit Tensorprodukten ¢ und . Die Existenz von 7 folgt aus der universellen
Eigenschaft von ¢. O

Die Definition des Tensorprodukts 148t sich auf multilineare Abbildungen er-
weitern. Eine n-lineare Abbildung s: Fy X -+ X E,, — E1®---® E, heifit Tensor-
produkt von (E, ..., E,), wenn zu jeder n-linearen Abbildung ¢: Fy X - - - X E,, —
GG genau eine lineare Abbildung f: F1 ®---® F, — G mit fos = @ existiert. Der
Beweis von (1.4) 1a8t sich auf diesen Fall iibertragen. Man bestétigt aber auch
leicht, dafl die im Beweis von (1.8) auftretende Abbildung (¢ x id)¢": (E x F') X
G — (F® F)® G ein trilineares Tensorprodukt ist. Auf diese Weise erhélt man
durch Iteration ein n-lineares Tensorprodukt. Satz (1.8) folgt dann {ibrigens aus
der universellen Eigenschaft des trilinearen Tensorprodukts. Auch gelten analo-
ge Assoziativitidten und Kommutativitéiten fiir mehrere Faktoren und beliebige
Klammerungen.

Das Tensorprodukt F ® E® ---® E von p Exemplaren F wird auch mit ®PF
bezeichnet. Ahnlich ist die Bezeichnung

p
QRE =E0Ee 1L,

J=1

Elemente von @’_, E; heifien Tensoren. Tensoren der Form e; ® - - - ® e, heiffen
zerlegbar.

Die folgenden Beispiele von Tensorprodukten iiber Z zeigen schon eine Beson-
derheit dieses Begriffs.

(1.10) Beispiel. Z/(n) ® Q =0 fir n > 0.
BEWEIS. Die Rechenregeln fiir das Tensorzeichen liefern

1 1
w®1:x®ﬁ®1:nx‘®—:0®—20.
n n n

(1.11) Beispiel. Q/Z ®; Q/Z = 0.

BEWEIS. Die Rechenregeln fiir das Tensorzeichen liefern die Kette

r s 1 r
g s q¢ s s q s s gs qs
(2 bezeichne auch die Restklasse » + Z). &

Aus der Definition des Tensorprodukts entnehmen wir einen kanonischen Iso-
morphismus von R-Moduln

(1.12) Bil(E x F,G) =~ Hom(E ® F,G).

Er ordnet jeder bilinearen Abbildung die nach der universellen Eigenschaft zu-
gehorige lineare Abbildung zu. Da auch Hom(E, Hom(F,G)) — Bil(E x F,G),
o — ((e, f) — (p(e))(f)) ein Isomorphismus ist, so erhalten wir einen kanoni-
schen Isomorphismus (Adjunktionsformel)
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(1.13) Hom(F, Hom(F,G)) = Hom(E ® F,G).

Der Isomorphismus (1.13) ist mit induzierten linearen Abbildungen in den drei
Variablen E, F, G vertraglich.
Seien (E; | i € I) und (Fj | j € J) Familien von R-Moduln. Seien

ai:Eie@Ek, ﬁjZFj—>®Fg
kel teJ

die kanonischen Injektionen. Aus den Abbildungen
@B E®F;— (D E) e (P F)
k ¢

erhalten wir eine Abbildung nach der universellen Eigenschaft der Summe

y={w @b | (i.4) €I x J):PE o F) - (D E) (D F).
k 1

2%
(1.14) Satz. Das Tensorprodukt ist mit direkten Summen vertrdglich: Die vor-
anstehende Abbildung ~ ist ein Isomorphismus.
BEWEIS. Die kanonischen Projektionen p;: @ Ej, — E; und ¢;: @ Fy — Fj lie-
fern Abbildungen p; ® ¢; und

V=g |5 elx)):(PE)2 @R - H(E ® F).

Das Bild von ¢’ liegt in der direkten Summe, aufgefafit als Untermodul des Pro-
dukts, und deshalb definiert ¢’ einen Homomorphismus

(P E)e (@B R - PEe ),

den wir als invers zu ~ erkennen. O

(1.15) Notiz. Die Abbildung e: R@r M — M, r & m > rm ist ein wohldefi-
nierter Isomorphismus von R-Moduln.

BEWEIS. Sie entsteht aus der bilinearen Abbildung R x M — M, (r,m) — rm
durch die universelle Eigenschaft. Eine inverse Abbildung wird durch m — 1®m
gegeben. O

(1.16) Satz. Ist E ein freier R-Modul mit Basis (z; | i € I) und F ein freier
R-Modul mit Basis (y; | j € J), so ist E® F ein freier R-Modul mit Basis
(i ®y; | (i,7) € I x J). Das Tensorprodukt projektiver Moduln ist projektiv.

BEwWEIS. Wir haben Isomorphismen

SOi@R—’ E, (\)+— Z)\iiﬂi

icl
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CEDR—F ()= D iy
J

jed

Mit Hilfe von (1.14) und (1.15) ergibt sich daraus
@RN@R@R @R PR =EF.
4J J

Das Bild der Standardbasis in @ . R ist die behauptete Basis. Die zweite Aussage
folgt, wenn wir benutzen, daf3 pIOJektlve Moduln direkte Summanden von freien
sind und das Tensorprodukt mit direkten Summen vertréglich ist. O

Die im folgenden Satz niedergelegte FEigenschaft wird Rechtsexakheit des Ten-
sorprodukt bezeichnet. Leider ist das Tensorprodukt nicht mit beliebigen exakten
Sequenzen vertraglich (1.19).

(1.17) Satz. Sei ' % E % E" — 0 eine exvakte Sequenz von R-Moduln. Fiir
jeden R-Modul F' ist die Sequenz

id id
Fort® e p@ U pap g

exakt.

BEWwEISs. Grundlage ist das kommutative Diagramm

0 — Hom(E" @ F, B) — Hom(E ® F, B) — Hom(E' ® F, B)

~ ~ >~

0 — Hom(E”,Hom(F,B)) — Hom(E,Hom(F,B)) — Hom(E',Hom(F,B)),

in dem die senkrechten Abbildungen die kanonischen Isomorphismen (1.13) sind
und die waagerechten durch v und v induziert werden. Ferner ist B ein beliebiger
weiterer Modul. Nach IV(3.1) gentigt es zu zeigen, daf fiir jedes B die obere Zeile
exakt ist. Nach IV(3.1) ist aber die untere Zeile exakt. O

(1.18) Satz. Sei w: E' — E injektiv und F ein freier Modul. Dann ist die
Abbildung u ® id: E' @ F' — E ® F injektiv. Ebenso, falls F' projektiv ist.

BEWEIS. Da F' freiist, setzen wir I’ ohne wesentliche Einschrankung als EB] B

mit R; = R an. Nach (1.14) und (1.15) haben wir dann Isomorphismen E’®F =
D, E® R =, L Es ist leicht zu sehen, dafl diese Isomorphismen u ® id in
die Summe @ ; u transformieren, und diese Abbildung ist offenbar injektiv. O

(1.19) Erste Warnung. Die Abbildung u®id in (1.18) ist nicht immer injektiv,
siche Beispiel (1.24). Fir e € E/ C E kann also e ® f € E' ® F von Null
verschieden sein, wihrend e ® f € E ® F aber gleich Null ist. Hier ist eine
Situation erreicht, die zu sorgfaltiger Notation zwingt. Insbesondere ist zwischen
einer Teilmenge und der Abbildung, die die Inklusion dieser Teilmenge ist, zu
unterscheiden. <&
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(1.20) Beispiel. Sei R C S ein Unterring. Fiir jeden R-Modul M ist S ®g M
in kanonischer Weise ein S-Modul: Die Skalarmultiplikation wird durch
SX(SQrM)— S®@rM, (s,t@m)—st@m
definiert. Aus jeder R-linearen Abbildung f: M — N wird eine S-lineare
dRrf:S®r M — S ®r N.

Der dadurch gewonnene Ubergang (Funktor) von R-Moduln zu S-Moduln heiBt
Skalarerweiterung von R nach S. Die Skalarerweiterung ist transitiv: Sind R C
S C T jeweils Unterringe, so haben wir einen kanonischen Isomorphismus

TRrM=T®s(S@rM), tr—tx(1®u).

(1.21) Satz. Sei I C R ein Ideal. Die Abbildung
a:R/ITQr M — M/IM, (r+1)®@mw—rm+ IM
ist wohldefiniert und ein Isomorphismus.

BEwEIS. Wir betrachten das Diagramm

T®r M RopM ——~ R/I@xM — 0
0| = o
M T MM

Die obere Zeile ist nach (1.17) exakt. Die Abbildung [ ist der Isomorphismus
(1.15). Das Bild von 6 liegt im Kern von 7. Deshalb gibt es o wie angegeben.
Da (3 und + surjektiv sind, so ist auch « surjektiv. Sei §": M — R/I ®g M die
Abbildung m — 1 ® m. Es handelt sich um eine R-lineare Abbildung. Ist a € I
und m € M, so ist f'(am) = 1 ® am = a ® m = 0. Also induziert ' eine
Abbildung o/: M/IM — R/I ®g M, die als invers zu « verifiziert wird. O

(1.22) Satz. Seien E' > E -5 E" — 0 und F' > F - F" — 0 exakte
Sequenzen. Dann ist die folgende Sequenz exakt.

u®id +1d ®s vt

(EE®@F)® (E®F) ~-EQF 0.

El/ ® F/l

BEwEIS. Wir betrachten das durch u,v,s,t induzierte Diagramm mit nach
(1.17) exakten Zeilen und Spalten.

FoF — EQF — EQF' — 0

! ! !

EFEQF — EQF — EQF' — 0
! ! !

EII®F/ N E1/®F N EII®FII N O
! ! !

0 0 0
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Die Behauptung folgt mittels Diagrammjagd (Aufgabe). O
(1.23) Satz. Seien I,J Ideale von R. Dann ist

R/I®rR/J—R/(I+J), (m+D)@re+J)—rre+ (I +J)

ein wohldefinierter kanonischer Isomorphismus.

BEwEIs. Wir wenden (1.22) auf die Sequenzen / — R — R/I und J — R —
R/J an. Sodann benutzen wir (1.15) R ®z R = R und bemerken, dafi das Bild
von I ® R& R® J in R®pg R bei diesem Isomorphismus in [ + J iibergeht. O

(1.24) Beispiel. Wir tensorieren die exakte Sequenz von Z-Moduln
0—=2Z-"7—17Z/(m)—0
mit Z/(n) und erhalten nach (1.15), (1.17) und (1.23) eine exakte Sequenz

Z@ﬁ/(n) zeaﬁ/(n) Z/(m) ﬁ@Z/(n) — 0
Z/(n) Z/(n) Z/(m,n)

Das Ideal (m,n) wird vom GGT von m und n erzeugt. Sind m und n teiler-
fremd, so ist Z/(m) ® Z/(n) der Nullmodul, obgleich die beteiligten Moduln im
allgemeinen von Null verschieden sind. Ist m = n, so ist

m

Z/(m) "7/ (m)

die Nullabbildung. Also induziert die Multiplikation m:Z — Z, u +— mu nach
Tensorieren mit Z/(m) keine injektive Abbildung. Mittels (1.14) kénnen wir jetzt
das Tensorprodukt beliebiger endlich erzeugter abelscher Gruppen (betrachtet als
Z-Moduln) ausrechnen. (In (1.24) immer ® = ®z.) &

(1.25) Tensorprodukt von Matrizen. Seien E, E’, F, F' freie R-Moduln mit
Basen (b; | j € J), (b;]|j€J), (e | k€ K), (¢}, | k € K'). Seien f: E — F und
f'* E' — F' R-lineare Abbildungen. Wir setzen wie iiblich

f(bi) = Z agicr,  f'(b;) = Z ) C-

keK keK’

Dann ist

(f @ )by ®@b,) = f(b) ® F/(1,) =) aruap,(ck ®c)).

k.0

Die Matrix von f ® f’ beziiglich der Basen (b, ® b)) und (c; ® ¢}) ist also die
Matrix aller Produkte ay,ap,. Ist A = (ag,) eine (m,n)-Matrix und A" = (ay,,)
eine (m/,n')-Matrix, so ist

A ® A/ = (aklta/&/)

eine (mm/, nn')-Matrix. Die voranstehende Bildung ist natiirlich viel dlter als das
Tensorprodukt und wird auch Kronecker-Produkt von Matrizen genannt. &
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2 Anwendungen des Tensorprodukts

(2.1) Satz. Seien A, A', B, B" Moduln, seien fi, fo: A — A" und ¢1,9o: B — B’
lineare Abbildungen, und sei r € R. Dann gilt

(i+fo)og = Loa+fo@a
i®g+g) = hoga+h®g
(rf)@ga = fi®(rga) =r(fidagq).

Diese Regeln besagen: Die Abbildung
Hompg(A, A') x Homg(B, B") — Homg(A® B,A' @ B'), (f,9)— [®g

st bilinear.

BEWEIS. Beide Seiten einer behaupteten Gleichheit werden durch Einsetzen
nach (1.6) als gleich erwiesen. O

Die bilineare Abbildung des letzten Satzes liefert eine lineare Abbildung
(2.2) T:Hompg(A, A") ® Homg(B, B') — Homg(A® B, A" ® B'),

die f ® g auf f ® g abbildet. Sie heifle tautologische Abbildung. Diese Abbildung
ist tiickisch, weil das Symbol f ® g fiir den Definitions- und Bildbereich von
T verschiedene Bedeutung hat: Links Tensorprodukt von Elementen und rechts
Tensorprodukt von linearen Abbildungen. Die Tiicke wird belegt durch:

(2.3) Zweite Warnung. Die tautologische Abbildung ist im allgemeinen weder
injektiv noch surjektiv, siehe (2.5). &

Wir behandeln eine Art Spezialfall der tautologischen Abbildung. Zu R-
Moduln F, F und dem Dualmodul E* gibt es eine lineare Abbildung

(2.4) ©:E"@p F — Homg(E, F), @@y (x— ¢(x)y).

(2.5) Beispiel. Fir R=7Z/4und E =7/2 = R/2R ist © weder injektiv noch
surjektiv. Es ist E* = Hompg(R/2R, R) = Z/2, wobei das nichttriviale Element x
diel € R/2R auf 2 € R abbildet. Esist E*® F = R/2R®QR/2R = R/2R = 7,/2.
Das nichttriviale Element x ® 1 wird bei © auf (1 +— z(1)-1=2-1=0), also
auf die Nullabbildung geworfen. &

Die Abbildung © ist im wesentlichen ein Spezielfall der tautologischen Ab-
bildung. Um das einzusehen, verwendet man die kanonischen Isomorphismen
R® E = FE und Hom(R, F) = F und das kommutative Diagramm

Hom(E,R) @ F  —2+  Hom(E,F)

Y >~

Hom(E, R) ® Hom(R, F)

Hom(E ® R,R® F).



T. tom Dieck 2 Anwendungen des Tensorprodukts 107

Ein anderer Spezialfall der tautologischen Abbildung ist das Tensorprodukt von
Dualmoduln

Hom(FE, R) ® Hom(F, R) T Hom(F ® F,R® R)
(2.6) = =
E*® F* b (E® F)*.

Auch diese Abbildung ist mit den Daten aus (2.5) weder injektiv noch surjektiv.

(2.7) Satz. Die tautologische Abbildung ist unter den folgenden Voraussetzun-
gen ein Isomorphismus: Fines der Paare (A, A"), (B,B'), (A, B) besteht aus
endlich erzeugten projektiven Moduln. Falls E oder F' ein endlich erzeugter pro-
jektiver Modul ist, so sind © und D Isomorphismen.

BEWEIS. Die Aussage T(A, A', B, B') bedeute: T ist fiir (A, A’, B, B') ein Iso-
morphismus. Da Hom und ® mit endlichen direkten Summen vertréglich sind,
folgt aus T'(A;, A', B, B) fiir j = 1,2 die Aussage T(4; & Ay, A', B, B’). Ent-
sprechend fiir die Variable A’. Ebenso folgt aus T'(A, A’, B, B") die Aussage
T(P, A, B, B') fiir einen direkten Summanden P von A. Wegen dieser formalen
Eigenschaften von T miissen nur die Félle (A, A’) = (R, R) und (A, B) = (R, R)

betrachtet werden. Im ersten Fall haben wir ein kommutatives Diagramm

Hom(R, R) ® Hom(B, B’) Hom(R® B,R® B')

~ ~

Hom(B, B') _id Hom(B, B'),

in dem die senkrechten Pfeile durch kanonische Isomorphismen Hom(R, E) = FE
und R® E = E gegeben sind. Analog fiir den Fall (A, B) = (R, R). Die Aussagen
iiber die Abbildungen © und D sind im wesentlichen Spezialfille, wie wir oben
erlautert haben. O

(2.8) Die Spur. Sei E endlich erzeugt und projektiv. Sei € die Evaluation
¢ ® x +— @(x). Dann ist definitionsgemaf

Ot €

Sp:Hom(E,E) —— E*" Q@ F R

die Abbildung, die jedem Endomorphismus seine Spur zuordnet. Ist F ein freier
Modul mit Basis ey, ..., e, und wird der Endomorphismus f durch eine Matrix
f(ex) = >, ae; beschrieben, so ist Sp(f) = >, axk, wie aus der elementaren
linearen Algebra geldufig. Wegen der Linearitéit von Sp geniigt es, diese Aussage
fiir ©(e' ® e;) zu beweisen, wobei (e') die Dualbasis zu (e;) ist. Es ist

@(ei 0% ej)(ek) = 5,iej,

woraus die behauptete Gleichheit sofort folgt. <&
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Die fundamentale Eigenschaft der Spur ist ihre Kommutativitdt.

(2.9) Satz. Seien u: E — F und v: F — E lineare Abbildungen zwischen end-
lich erzeugten projektiven Moduln. Dann ist Sp(uv) = Sp(vu).

BewEIs. Die Abbildungen (u,v) — Sp(uv) und (u,v) — Sp(vu) sind bilineare
Abbildungen Hom(E, F') x Hom(F, E) — R. Es geniigt deshalb, die Gleichheit
auf Elementen der Form u = O(p,z) und v = O(v,y) fir ¢ € E*, z € F,
Y € F*, y € E nachzuweisen. Dafiir ist

(vu)(e) = v(p(e)z) = ple)y(x)y

(uv)(e) = u(y(e)y) = v(e)p(y)z.

Also ist vu = O(Y(x)e®y) und uv = O(p(y)y ®x) und somit die Spur in beiden
Féllen gleich ¥(z)p(y). O

Weiterhin ist die Spur multiplikativ.

(2.10) Satz. Seien u;: E; — E; Endomorphismen endlich erzeugter projektiver
Moduln Ey und Ey. Dann gilt Sp(uy ® ug) = Sp(uq) Sp(uz).

BeEweEIs. Das folgt aus der Definition der Spur und dem folgenden kommutativen
Diagramm

B ® B ® B ® B Dems o By o B b,
O®06 S}
Hom(E4, Ey) ® Hom(E,, E») T Hom(E; ® By, By ® Es),
worin 793 den zweiten und dritten Tensorfaktor vertauscht. O

Wir definieren das Tensorprodukt von Algebren. Seien A und B R-Algebren.
Auf dem Modul A ®z B wird die Struktur einer R-Algebra definiert durch die
Multiplikation

(A By x (A B) - A® B, (a®b,d @) — ad @0bl.

Die Multiplikation ist assoziativ (kommutativ), wenn die Multiplikationen von A
und B assoziativ (kommutativ) sind. Die Abbildungis: A — A® B, a +— a®1 ist
ein Homomorphismus von Algebren (analog fiir B). Sind ¢: A — C und ¢: B —
C' Homomorphismen von R-Algebren mit der Eigenschaft ¢(a)y(b) = ¥(b)p(a),
so gibt es genau einen Homomorphismus von R-Algebren

AR B —C, a®b— p(a)(d).

Zum Beweis wird die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts auf (a,b) —
¢(a)(b) angewendet.

Gewisse Sorten von Tensorprodukten lassen sich auch fiir Moduln iiber nicht-
kommutativen Ringen definieren. Sei also jetzt A ein beliebiger Ring. Sei M ein
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A-Rechtsmodul und N ein A-Linksmodul. Eine Abbildung f: M x N — A in
eine abelsche Gruppe C heif3t mittellinear, wenn fiir m, my,mg € M, n,ny,ny €

N, A € A gilt

flmi+mg,n) = f(my,n)+ f(ma,n)
f(m,ny+mn2) = f(m,ng)+ f(m,ng)
f(mA,n) = f(m,An).

Wir bezeichnen die universelle mittellineare Abbildung mit
MXxN—M®@sN, (r,y)—2zxQy

und nennen sie das Tensorprodukt von (M, N). Die Konstruktion erfolgt genauso
wie in (1.4): Man bildet den freien Z-Modul iiber der Menge M x N und dividiert
den Untermodul heraus, der von den Linearkombinationen der Form

(my 4+ ma,n) — (my,n) — (mg+n)
(m,ny +ng) — (m,yng) — (m,nz)
(mA\,n) — (m,\n)

erzeugt wird.

Um dem Tensorprodukt M ® 4 N eine weitere Struktur zu geben, braucht man
Bimoduln. Sei B ein weiterer Ring. Ein B-A-Bimodul ist eine abelsche Gruppe
M zusammen mit der Struktur eines B-Linksmoduls und der Struktur eines A-
Rechtsmoduls, so da8 diese Modulstrukturen vertréglich sind: b(xa) = (bx)a fiir
allebe B,z € M und a € A. Sind A und B R-Algebren {iber einem kommutati-
ven Ring R, so setzt man M als R-Modul voraus, d. h. die von A und B induzier-
ten R-Modulstrukturen sollen iibereinstimmen, wenn wir die R-Algebrastruktur
durch einen Homomorphismus in das jeweilige Zentrum definieren. Einen B-A-
Bimodul M kann man auch als Linksmodul {iber der Algebra B ® g A° auffassen,
vermoge der Definition (b® a)z = bxa (hier ist A° die Gegenalgebra von A), und
umgekehrt.

Ist nun M ein B-A-Bimodul und N ein A-Linksmodul, so trigt M ®4 N die
Struktur eines B-Linksmoduls vermoge der Vorschrift

b-(z@y)=bry.

Ein Homomorphismus zwischen B-A-Bimoduln ist eine Abbildung, die sowohl B-
als auch A-linear ist. Ist ¢: M — M’ eine Homomorphismus von B-A-Moduln
und ¢: N — N’ einer von A-Moduln, so ist ¢ ® : M @ N — M’ ® N’ einer von
B-Moduln. Eine Anwendung dieser Konstruktion ist wieder der Ringwechsel. Sei
A ein Unterring von B. Dann ist B ein B-A-Bimodul vermoge Multiplikation
von links und rechts. Aus einem A-Linksmodul N wird dann der B-Linksmodul
B ®4 N. Diese Bildung ist auch assoziativ: Fiir Unterringe A C B C C gilt
CRpB®sN = C®sN. Es gilt auch eine Adjunktionsformel fiir den Ringwechsel:
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(2.11) Homp (B ®4 N, P) = Hom (N, P)

fir A-Moduln N und B-Moduln N, wobei wir auf der rechten Seite P durch
Strukturvergessen als A-Modul auffassen.

Seien A und B Algebren iiber dem kommutativen Ring R. Wir betrachten A-
und B-Linksmoduln und Tensorprodukte iiber R. Aus einem A-Modul M und
einem B-Modul N wird durch die Vorschrift

(2.12) (a®Db) - (r®y) =ar® by

ein A® B-Modul M @ N. Ist ¢: M @ M’ A-linear und ¢: N ® N’ B-linear, so ist
v ® 1 A® B-linear. Die tautologische Abbildung

(2.13) T:Homu(M,M") ® Homp(N, N') — Homugg(M @ N, M' @ N')

ist R-linear; und fir M = M’ und N = N’ erhélt man einen Homomorphismus
von Endomorphismenalgebren

(2.14) Ends(M) ® Endg(N) — Endagp(M & N).

Ist M eine freier A-Modul und N ein freier B-Modul, beide mit endlicher Basis, so
sind die beiden letzten Abbildungen Isomorphismen. Wegen der Vertréglichkeit
des Tensorprodukts mit direkten Summen fithrt man diese Aussage auf den Fall
M = A und N = B zuriick, wo sie leicht nachgerechnet wird. Eine kanonische
Isomorphie

(2.15) My (A) © My(B) = Myn(A ® B)

erhalten wir durch Ubersetzung in Matrizen.

3 AuBlere Potenzen

Seien E und F' Moduln {iber dem kommutativen Ring R. Eine n-lineare Abbil-
dung f: E" = E X --- x E — F heiflt alternierend, wenn aus x; = x; fiir ¢ # j
immer f(xy,...,x,) =0 folgt.

(3.1) AuBere Potenz. Eine n-lineare alternierende Abbildung
A E" — AY(E), n>1

heifit n-te duffere Potenz des R-Moduls E, wenn sie folgende universelle Eigen-
schaft hat: Zu jeder n-linearen alternierenden Abbildung ¢: E" — F' gibt es
genau eine lineare Abbildung ®: A"(E) — F mit der Eigenschaft ®\ = ¢. Oft
wird auch nur der Modul A™(E) n-te duBere Potenz von E genannt. &

Wie beim Tensorprodukt folgt aus der universellen Eigenschaft, dafl eine
n-te dulere Potenz bis auf eindeutige Isomorphie bestimmt ist. Wir setzen
Aeq,...,en) = e1 Aea A... Aey. Als erste dulere Potenz konnen und wollen
wir A"(E) = E und X\ = id nehmen.
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(3.2) Satz. Zu jedem n € N und jedem R-Modul E gibt es eine n-te duflere
Potenz.

BEWEIS. In dem n-fachen Tensorprodukt von E mit sich selbst X" E betrach-
ten wir den Untermodul N, der von allen Tensoren e; ® es ® --- ® e, erzeugt
wird, die an mindestens zwei Stellen ¢ # j gleiche Elemente e; = e; haben.
Wir setzen A"(E) = (Q" E)/N und definieren \: E* — Q" FE — A™(E) als
die Zusammensetzung des Tensorprodukts und der kanonischen Quotientabbil-
dung. Nach Konstruktion ist dann A eine n-lineare alternierende Abbildung. Ist
@: E™ — F alternierend und n-linear, so gibt es zunichst ein ¢": Q" F — F als
lineare Abbildung nach der universellen Eigenschaft des Tensorproduktes. Da ¢
alternierend ist, liegt N im Kern von ¢’ und deshalb induziert ¢ eine lineare
Abbildung ®: A"(F) — F, die wie gewiinscht ®\ = ¢ erfiillt. Die Eindeutigkeit
von ¢ folgt daraus, dal A\(E™) den Modul A™(FE) erzeugt. O

Ist p: E'— F eine lineare Abbildung, so gibt es genau eine lineare Abbildung
A" (p): A"(E) — A™(F), auch als n-te duflere Potenz von ¢ bezeichnet, die das

Diagramm o

En Fn
lx A
a2 aniey

kommutativ macht. Wie beim Tensorprodukt folgt das unmittelbar aus der uni-
versellen Eigenschaft. Es gelten die Regeln

A"(id) =id, A"(poy)=A"(p) o A"(¥).
(3.3) Satz. Es gibt genau eine bilineare Abbildung
N(E) x A*(E) — N (E),

die (ex Ao Newy, i Ao N fs) aufer Ao ANe A fi Ao A fs abbildet. Sie wird
mit (z,y) — x Ay bezeichnet und duBeres Produkt genannt.

BEWEIS. Fiir gegebene f,..., f, ist die Abbildung
(€1,...,ep) et Ao Aep ANfi Ao oA fo

alternierend. Also gibt es

AN(E)x E* = N(E), (e1A...New fi,.- s fs) et A Aes Afi A A S

linear in der ersten Variablen. Bei fester erster Komponente ist die Abbildung
alternierend, also gibt es A"(E) x A*(E) — A"5(E), linear in der zweiten Varia-
blen, wie im Satz behauptet. O

Das &uflere Produkt wird auch Graffmann-Produkt genannt.

(3.4) Eigenschaften des dufleren Produkts.
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(1) (xAy)ANz=zA(yAz)
(2) zAy=(=1)"y Az, fallsx € A" und y € A®.
(3) A (o) (zAy) = A (@) () ANA(9)(y), fallsw € A", y € A" und p: E — F
linear ist.
Diese Aussagen folgen fast unmittelbar aus den Definitionen. O

Wir konstruieren jetzt mit Hilfe des duBleren Produkts einen Ring. Dazu
miissen wir nur kiinstlich sicherstellen, dafl das duflere Produkt nicht aus der be-
trachteten Menge herausfithrt. Wir setzen A°(E) = R und definieren das #ufere
Produkt A°(E) x A"(E) — A"(E) «+ A™"(E) x A°(E) als skalare Multiplikation.

Sodann setzen wir
AE) = PA(E).

r>0

Aus der Addition und dem &uBeren Produkt erhalten wir auf A(FE) eine
Ringstruktur. Die Multiplikation von Summen von Elementen, die in verschiede-
nen A"(FE) liegen, wird durch das Distributivgesetz definiert. Aulerdem ist A(F)
ein R-Modul und die Multiplikation mit einem Element (von links oder rechts)
ist R-linear. Solche Strukturen nennt man R-Algebren, und wir sprechen deshalb
von der dufleren Algebra A(F). Der néchste Satz stellt die universelle Figenschaft
der dufleren Algebra bereit. Er verwendet die kanonische Inklusion

i E=A(E) — A(E);
sie ist R-linear und hat die Eigenschaft i(e)? :=i(e) Ai(e) = 0 fiir alle e € E.

(3.5) Satz. Sei A eine R-Algebra mit Finselement und ¢: E — A eine R-
lineare Abbildung mit der Eigenschaft ¢(e)*> = 0 fiir alle e € E. Dann gibt es
genau einen Homomorphismus h: A(E) — A von R-Algebren mit hi = ¢.

BEWEIS. Fiir p > 2 ist die Abbildung

EP — A, (21,...,2p) — o(z1)p(z2) . .. p(xp)

p-linear und alternierend, weil aus ¢(e)? = 0 nédmlich zunéchst fiir beliebige
z,y € E die Relation ¢(x)p(y) + ¢(y)e(x) = 0 folgt. Sie induziert eine lineare
Abbildung h?: AP(E) — A. Wir definieren h° und h' durch h°(r) = r - 1 und
h' = ¢. Sei h: A(F) — A als lineare Abbildung dadurch festgelegt, dafl die Ein-
schrankung auf AP(E) gerade h? ist. Die Abbildung h ist auch mit der Multiplika-
tion vertréglich. Das zeigt man zunéchst fiir Elemente der Form v = 21 A... Az,
und v = y; A... Ay, und dann folgt die Vertréglichkeit wegen der Linearitat fiir
Summen solcher Elemente. Damit ist die Existenz von h mit den angegebenen
Eigenschaften gezeigt. Die Eindeutigkeit folgt daraus, daf i(E) die Algebra A(F)
vermoge Addition und Multiplikation erzeugt. O

Seien E und F zwei R-Moduln. Auf dem Tensorprodukt A(E) ® A(F) defi-
nieren wir eine Multiplikation wie folgt: Ist uw € AP(E), so schreiben wir p = |ul.
Dann setzen wir
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(3.6) (u@v)(a®b) = (—DMel(uAa)@ (vAb).

Fiir Summen von homogenen Elementen, d. h. solchen, die in AP(E) ® A(F)-
Teilen liegen, wird die Multiplikation iiber das Distributivgesetz definiert. Damit
wird A(E) @ A(F) zu einer assoziativen R-Algebra mit Einselement.

Wir verwenden die kanonischen Inklusionen ¢, 7 und Projektionen p, q

b —-FEaF, jF—-FE®F pESF—-FE qedF —F.

Wir definieren ¢: A(E) X A(F) — A(E & F) durch p(u,v) = (Ai)(u) A (Aj)(v).
Dann induziert ¢ eine lineare Abbildung

(3.7) [AE)QAF)—ANE®F)
mit der Eigenschaft f(u®v) = ¢(u,v). Diese Abbildung ist sogar ein Homomor-

phismus von Algebren. Sei ndmlich u € A(E), v € AY(F),u' € A™(E), v € A(F).
Dann gilt:

fludv)(wed) = (1) f((uru) @ (vA))

= (—1)"Ai(u Au') AN Aj(v AV)
(—1)"Ad(u) A Ai(u') A Aj(v) A AG(V)

= Xi(u) A Ai(v) A Ai(u") A Aj(v) A AG(V)

= flu®v)A f(u' o).

Um diese Gleichheit zu beweisen, war es notig, auf A(E) ® A(F) die Produktbil-
dung mit dem Vorzeichen in (8.6) zu definieren.

(3.8) Satz. Die Abbildung (8.7) ist ein Isomorphismus von Algebren. Fiir jedes
n > 0 liefert er einen Isomorphismus

(3.9) ANE®F)= @ A(E)@A(F).
pt+g=n

BeEweIs. Wir konstruieren eine Umkehrabbildung. Sei n: E® F — A(E) @ A(F)
definiert durch

n(ry) =zel+1ey e (A(E)®A(F) & (A(E)® A(E))

fir (z,y) € E x F. Dann gilt n(z,y)’ = (z @1+ 10yl =zAzQ@1+2rQy—
rQy+1®yAy. Esistaberz Ax=0=yAy.

Nach (8.5) induziert 1 einen Homomorphismus von Algebren h: A(E & F) —
A(E)® A(F), der n fortsetzt. Es gilt fh(z,y) = fx®@1+1Ry) = (z,y); wegen
der universellen Eigenschaft von A(E ® F') ist also fh =1id. Es gilt hf(x ® 1) =
hi(z) =2®1, hf(l1®y) = hj(y) = 1®y. Da die Elemente aus F® R und R® F
die Algebra A(E) ® A(F) erzeugen, ist auch hf = id. O

(3.10) Satz. Sei E ein freier R-Modul mit Basis by, . .., b,. Dann ist A"(E) ein
freier R-Modul mit Basis by, N\ ... ANb;., 11 <1y < ...<1,, hat also den Rang

(7)-
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BEWEIS. Sein = 1. Dann ist A°(F) = Rund A'(E) = E. Fiir p > 2 wird A?(F)
von b A ... Ab (p Faktoren) erzeugt, ist also der Nullmodul (b = b). Ist E frei
vom Rang n, so gilt £ = E'® F’, wobei £’ von by, ..., b,_; und I’ von b,, erzeugt
wird. Wir erhalten aus (8.9)

(3.11) A"(E) =2 A" YE) @ AY(F),

wenn wir induktiv annehmen, daf} fiir einen Modul E’ mit n — 1 Basiselementen
AP(E") fiir p > n der Nullmodul ist. Nehmen wir ferner induktiv an, dafi A"~ *(E")
frei vom Rang 1 ist, so folgt aus (8.11) dasselbe fiir A(E). Man erkennt leicht,
wegen der alternierenden Eigenschaft der &ueren Muliplikation, dafi A"(E) von
den Elementen b;, A ... ADb;, erzeugt wird. Ist aber eine lineare Relation

Z O[<Z.1a--->ir)bi1/\---/\bir:O

i1<.-.<ir

gegeben, so fithrt zum Beispiel dulere Multiplikation mit b, ,.1 A ... A b, zu
a(l,...,r) =0, da wir schon wissen, da§ b; A ... A b, Basiselement von A"(E)
ist. Also sind die fraglichen Elemente linear unabhéingig. O

(3.12) Beispiel. (8.10) liefert einen Beweis fiir die Invarianz der Basislinge
eines freien Moduls, da A™(FE) unabhéngig von einer Basis definiert ist. <&

(3.13) Beispiel. Sei E ein freier Modul vom Rang n. Da A™"(E) den Rang 1
hat, ist auch der Modul der n-linearen alternierenden Abbildungen K™ — R frei
vom Rang 1. Das ist die Existenz und Eindeutigkeit der Determinantenfunktion,
hier fiir beliebige kommutative Ringe formuliert und bewiesen. Insbesondere ist
es jetzt leicht, in bekannter Weise den Produktsatz fiir Determinanten zu bewei-
sen und die Determinante eines linearen Endomorphismus eines freien endlich
erzeugten Moduls basisfrei zu definieren. &

Als weitere Anwendung zeigen wir die Eindeutigkeit der Ideale, die bei der
Zerlegung von Torsionsmoduln {iber Hauptidealringen auftraten. Ist M ein R-

Modul, so heifit das Ideal
Amn (M) ={re R| firalle me M ist rm=0}
der Annullator des Moduls M. Es gilt offenbar
Ann(M, & Ms) = Ann (M;) N Ann (M)
und Ann (R/I) = I fiir ein Ideal I.

(3.14) Satz. Seien I; C Iy C ... C I, # R Ideale von R. Sei E die direkte
Summe der Moduln R/I;, j = 1,...,n. Dann it I, der Annullator des Moduls
AP(E).

BEwEIs. Esist A°(R/I;) = R, AY(R/I;) = R/I; und AP(R/I;) = 0 fiir p > 2.
Nach (8.8) gilt deshalb

A(E) = M@ B/1) = @ MA/L) = RA® AL,
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Es folgt speziell

1%

AP(E)

b (Qr/1)= (rR/ | 1),

Hc{1,..,n},|H|=p jEH HcCA{1,...,n},|H|=p jeH

letzteres nach (1.23). Der Durchschnitt der Ideale (J;cp £; fiir H C {1,...

|H| = p ist I,. Es folgt die Behauptung.

115



7 Polynome

1 Polynomalgebren

Sei K ein kommutativer Ring. Die Polynomalgebra K{[z| ist additiv der freie
K-Modul iiber der Menge N = {1 = 2%,z = z', 22, 23,...}. Die bilineare asso-
ziative Multiplikation mit Eins wird durch das Produkt (z*,z!) — 2**! auf den
Basiselementen definiert. Die Elemente von K[z heifien Polynome tiber K in der
Unbestimmten z. Ist ag + a1z + agz® + - - - + a,2™ = f ein Polynom mit a,, # 0,
so heifit n = d(f) der Grad von f und ¢(f) = a, der Leitkoeffizient von f. Fiir
das Nullpolynom setzt man d(0) = —oo. Ist ¢(f) = 1, so heiit f normiert. Wir
fassen K als Unterring von K [x] der sogenannten konstanten Polynome, d. h. der
Polynome vom Grad héchsten Null, auf. Es gelten offenbar die folgenden Regeln,
wobei wir bei (1) voraussetzen, dafl /(f) und ¢(g) keine Nullteiler sind.

(1) d(f-g)=d(f)+d(g).
(1.1) (2) d(f+ g) <Max(d(f),d(g)).
(3) (fg) = L(f)g).

Damit (1.1.1) ausnahmslos gilt, ist die zun#chst iiberraschende Festsetzung
d(0) = —oo notig (mit der tiblichen Vereinbarung —oo+a = —oo fiir alle a € R).
Sei K nullteilerfrei. Dann ist auch K|[x] nullteilerfrei, denn aus (3) entnimmt
man, dafl aus f- g =0 folgt: f =0 oder g =0.
Ist K Unterring von L, so wird K[z] in kanonischer Weise als Unterring von
L]x] angesehen. Diese Tatsache verwenden wir meist stillschweigend. Grad und
Leitkoeffizient dndern sich bei diesem Standpunktwechsel nicht.

(1.2) Satz. Der Polynomring K[z| hat die folgende universelle Figenschaft:
Zu jedem Ringhomomorphismus p: K — L und jedem Element y € L gibt es
genau einen Ringhomomorphismus ®: K|x] — L mit ®(x) = y und ®|K =
@. Fassen wir K[z| als K-Algebra auf, so entsprechen die unitalen K-Algebra-
Homomorphismen ¢: K[x] — S in eine K-Algebra S vermdge ¢ — () den
Elementen von S.

BEWEIS. Es bleibt keine andere Wahl, als & durch
®(ag + a1z + asr® + ) = @(ag) + p(ay)y + plag)y® + - -

zu definieren. Die Homomorphie ist leicht nachzurechnen. O

Eine Anwendung dieser universellen Eigenschaft ist das , Einsetzen von Wer-
ten“ in ein Polynom, also die Betrachtung eines Polynoms als Funktion: Ist L ein
Erweiterungsring von K, so erhalten wir zu jedem y € L einen Homomorphismus
K[z] — L, der = auf y abbildet und die Koeffizienten belidfit. Insbesondere kann
man K[z] = L wihlen und Polynome in Polynome einsetzen. Durch x — x — a
fir a« € K wird ein Automorphismus von K [x] gegeben: Jedes Polynom la8t sich
nach Potenzen von x — a entwickeln.
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Durch Wiederholung der Konstruktion erhalten wir Polynomringe in mehre-
ren Unbestimmten (K[z1])[zs] := Klx1, 2] und K[xy,...,x,]. Die universelle
Eigenschaft des letzteren ist: Sei ¢p: K — L ein Homomorphismus in einen kom-
mutativen Ring L und seien yq,...,y, beliebige Elemente aus L. Dann gibt es
genau einen Homomorphismus ®: K[z, ..., x,] — L, der auf K mit ¢ {iberein-
stimmt und z; auf y; abbildet.

Mit Polynomen kann man &hnlich wie mit ganzen Zahlen rechnen. Wir demon-
strieren diesen Sachverhalt durch die elementare Teilbarkeitslehre fiir Polynome.

(1.3) Division mit Rest. Sei K nullteilerfrei. Fir f,g € K|x] mit {(g) € K*
gibt es genau eine Darstellung der Form f = qg +r, d(r) < d(g). Das gilt
insbesondere fiir Korper K und g # 0.

BeEwEIs. Eindeutigkeit. Sind f = ¢19 + 1 = ¢29 + 2 zwei solche Darstellungen,
so folgt (q1 — g2)g = ra — 1. Wegen d(ry — r1) < d(g) und (1.1) kann die letzte
Gleichheit nur bestehen, wenn ¢; — ¢go = 0 ist. Dann ist aber auch ro — r; = 0.
Existenz. Induktion nach d(f). Ist d(f) < d(g), so setzen wir g = 0 und r = f.
Andernfalls sei f = az"™ 4.+ g =bz"+--- und a = {(f), b = £(g). Dann hat
f — ab~'z*g einen kleineren Grad als f und besitzt deshalb eine Darstellung

f—ab'abg = qg+r, d(r) < d(g).

Wir rechnen um und erhalten wie gewiinscht f = (ab~'2* + ¢,)g + r. o

(1.4) Folgerung. Sei K nullteilerfrei. Ist a € K eine Wurzel (= Nullstelle) des
Polynoms f € Klx], d. h. ist f(a) =0, so gilt f =g (z — «) fir ein g € K[z].

BEWEIS. Ist f = 0, so setzen wir ¢ = 0. Andernfalls ist f nicht konstant, also
d(f) > 1. Wir kénnen nach (1.3) f = g-(x —a)+7r mit d(r) < 1 schreiben. Dann
ist aber r konstant, und Einsetzen von « in die Gleichung liefert r = 0. O

In einer Produktzerlegung f = g+ (z — «) heiit  — « Linearfaktor von f. Ein
Korper K heifit algebraisch abgeschlossen, wenn jedes nichtkonstante Polynom
aus K|[z| eine Wurzel in K hat. Ist K algebraisch abgeschlossen, so kann man das
Abspalten von Linearfaktoren immer durchfithren und wiederholen und erhélt fiir
ein nichtkonstantes Polynom f € K[z| eine Produktdarstellung

(15) f = ale — 1) W@ — ax)" ... (& — 0,0,

worin die ayq, ..., q, die verschiedenen Wurzeln von f sind, a der Leitkoeffizi-
ent ist und n = n(1) +n(2) + --- + n(r) der Grad von f. Man nennt n(j) die
Vielfachheit der Wurzel a;. Von einem Polynom der Form (1.5) sagt man, es zer-
falle in Linearfaktoren. Mit Vielfachheiten gezdhlt, hat ein Polynom vom Grad
n iiber einem Korper also hochstens n Nullstellen. Anzahl und Art der Linear-
faktoren ist durch f eindeutig bestimmt. Das wird sich sogleich in allgemeinerem
Zusammenhang aus der eindeutigen Primfaktorzerlegung zeigen.

(1.6) Satz. Der Polynomring K[x] diber einem Kdorper K ist ein Hauptideal-
ring. Ist I # 0 ein Ideal und p € I ein Element minimalen Grades, so ist [ = (p).
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BEWEIS. Sei f € I gegeben. Man dividiert f durch p mit Rest f = ap+ r. Falls
die Division nicht aufgeht, ergibt sich ein Widerspruch zur Minimaleigenschaft
von p, dennr = f —ap € I. O

Nach diesem Satz kénnen wir Ergebnisse aus der Theorie der Hauptidealrin-
ge anwenden (?7). Die Primelemente in K|[z] heiflen irreduzible Polynome. Wir
haben also insbesondere Existenz und Eindeutigkeit der Zerlegung in irreduzi-
ble Faktoren, ferner grofite gemeinsame Teiler GGT und kleinste gemeinsame

Vielfache KGV. Wir bemerken dazu:

(1.7) Notiz. Sei K C L eine Korpererweiterung. Sei d € K[z| ein GGT der
Polynome f,g € K[x]. Wenn wir f und g als Polynome in Lz] auf fassen, so ist
immer noch d der GGT.

BEWEIS. Es gibt eine Darstellung d = pf +qg mit p, ¢ € K[z]|. Ein gemeinsamer
Teiler von f und g in L[z] teilt deshalb d. Umgekehrt ist d auch ein gemeinsamer
Teiler von f und g in L[z] und teilt deshalb den darin gebildeten GGT. O

Die praktische Berechnung des GGT erfolgt wie bei den ganzen Zahlen mit
Hilfe des Euklidischen Algorithmus.

(1.8) Euklidischer Algorithmus. Seien fi, fo € K[z] beide von Null ver-
schieden, und sei d(fz) < d(f1). Der Euklidische Algorithmus ist die folgende
Sequenz von Divisionen mit Rest

i = afetf3 d(f3) < d(f2),
fo = @fs+fi d(fa) < d(f3)

fn—l - Qn—lfn + 0.

Weil die Grade abnehmen, mufl irgendwann der Rest Null auftreten, womit der
Algorithmus dann endet. Durch Riickwértsrechnen in diesem Algorithmus fin-
dent man eine Darstellung des GGT d von f; und f5 als Linearkombination
d = aif; + asfo mit a; € K[z]. O

2 Potenzreihen

Sei R ein kommutativer Ring und R[[z]] der R-Modul aller Funktionen f: Ny —
R. Wir schreiben eine Funktion f in form einer Potenzreihe ) - f(n)z". Wir
multiplizieren Potenzreihen nach der Formel

(Z anx")(z bpa™) = chx", Cp = Z ayby,

u+v=n

wie man es aus der Analysis gewohnt ist. Das Produkt ist assoziativ und R-
bilinear. Damit wird R[[z]] zu einer R-Algebren, genannt Algebra der formalen
Potenzreihen iiber R. Die Polynomalgebra R[z| ist darin enthalten. Ist das kon-
stante Glied ag einer Potenzreihe u = ) a,2™ in R eine Einheit, so kann man
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die Gleichungen (Y a,2")(>_ b,a™) = 1 induktiv nach den b,, auflosen; also ist u
eine Einheit in R[[x]]. Zum Beispiel hat 1 — = das Inverse 1 + z + 2? + 2% + - - -,
wie gewohnt.

3 Symmetrische Polynome

Sei R ein kommutativer Ring und S = R[zy,...,x,] der Polynomring dariiber in
n Unbestimmten zq,...,x,. Eine Permutation der Unbestimmten liefert einen
Automorphismus von S. Dadurch erhalten wir eine Operation der symmetri-
schen Gruppe S,, auf S. Ein Polynom f € S heifit symmetrisch, wenn es in der
Fixpunktmenge von 5, liegt.

Die elementarsymmetrischen Polynome o4, ...,0, € S sind definiert als

01 =X+ X2+ -+ 2Ty

O = X1X2 + T1T3 + Tox3 + - -+ = g LT
1<J
O = E Tjy Ly + - - Ty,
i1 <o <ig

Das Polynom (x — x1)(x — 3) - -+ (x — x,) € S[x] hat die Form
2" — o " oy — o (=1) "0,

Die elementarsymmetrischen Polynome liefern also die Koeffizienten eines Poly-
noms aus seinen Nullstellen.

Es stellt sich heraus, daf jedes symmetrische Polynom in eindeutiger Weise ein
Polynom in den elementarsymmetrischen Polynomen ist. Mit anderen Worten:

(3.1) Satz. Der durch s; — o; bestimmte Homomorphismus R[sy,...,s,] —
Rlxy, ..., x| ist ein Isomorphismus auf den Unterring der symmetrischen Poly-
nome.

BEWEIS. Induktion nach n. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Sei f € S symme-
trisch. Wir setzen darin z,, = 0 und erhalten ein Polynom f° in z1,...,2,_1, das
symmetrisch in diesen Unbestimmten ist und deshalb nach Induktionsvorausset-

0 0

zung ein Polynom g(o?,... 02 ) in den elementarsymmetrischen Polynomen o;

von xi,...,T,_1. Das Polynom

p(z1, .. xn) = flar, .. 20) — g(o1, .oy 0n1)

ist als Differenz symmetrischer Polynome symmetrisch. Da p(xy,...,2,-1,0) =0
ist, ist jedes Monom, das in p vorkommt, ein Vielfaches von z,. Wegen der
Symmetrie kommen in p mit jedem Monom auch alle durch Permutation der
Unbestimmten gewonnenen vor. Also ist jedes Monom durch s, teilbar, d.h. wir
haben eine Darstellung

flzy, .o xn) = g1, .oy Sne1) + Suh(1, ..., 80)
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mit symmetrischem A. Durch eine weitere Induktion {iber den Grad kénnen wir
annehmen, dafl 4 ein Polynom in den o; ist. Damit ist die Surjektivitat gezeigt.

Sei ¢ € R[s1,...,8,] und ¢(oq,...,0,) = 0. Setzen wir z,, = 0, so ist also
¢(0?,...,06%_,,0) = 0. Durch Induktion nach n haben wir ¢(sy, ..., s, 1,0) = 0.
Also gilt ¢(s1,...,8n-1,50) = $pW(S1,...,8,). Aus o,¢(01,...,0,) = 0 folgt
aber ¥ (oq,...,0,) = 0, und durch eine weitere Induktion iiber den Grad haben
wir ¢ = 0 und damit auch ¢ = 0. |

Wir geben dem elementarsymmetrischen Polynom o; das Gewicht j und einem
Monom
JT(I)JS(Q) .. .a;’}")
das Gewicht k = X;ja(j); als Polynom in xy,...,x, hat es dann den Grad
k. Die homogenen Komponenten eines symmetrischen Polynoms sind ebenfalls
symmetrisch. Wird ein homogenes symmetrisches Polynom vom Grad k durch
die 0; ausgedriickt, so hat darin jedes Monom das Gewicht k.

Das Polynom [, _;(x;—;) ist symmetrisch. Wir nennen es die Diskriminante
A(zy,...,x,) von 1, . .., x,. Sind die z; nicht Unbestimmte, sondern irgendwel-
che Elemente eines Integritiatsbereiches, so ist A # 0 genau dann, wenn die
Ty,...,T, paarweise verschieden sind. Sei A(zy,...,z,) als Polynom in den o;
gleich D(oy,...,0,).

Sei f = 2" —ayx" ' Hax"%—...(—1)"a, € k[z] ein Polynom iiber dem Korper
k. Genau dann hat f mehrfache Nullstellen in einem Erweiterungskérper, wenn
D(ay,...,a,) =0 ist.

Es ist (21 — s2)% = 0% — 405. Fiir n = 3 ist das Resultat schon kompliziert.

(3.2) Satz. Es gilt

2 2 3 3 2
D(0y,09,03) = 0705 — 40y — 4oj03 — 2705 + 18010903.

Bewegls. Wir betrachten A(zy,...,z,) €  Zlxy,...,z,]. Haben wir
D(s1,...,8,) € Z[s1,...,S,| bestimmt, so gilt das Resultat iiber jedem Ring.
Da A(zy,xq,x3) den Totalgrad 6 hat, mufl D(sy, $9, s3) eine Linearkombination
der Monome vom Gewicht 6

6 4 3 2 2 3 2
S1, S152, S183, S1S53, 515283, S9,S3

sein. Wir setzen an
D(0, 59, 53) = sy + f3s.
Das Polynom x? — 1 hat die Nullstellen 1, ¢, ¢? mit ¢ = exp(27i/3). Es ist
1= -GP(C-¢)? = 1-0*'1-0a-¢)7
= (1-0 =01 -20+¢)" = (1+¢+¢*=3¢)°
= (=3¢)* = —27.
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Alsoist D(0,0,1) = 3-13 = —27. Das Polynom 3 —x hat die Nullstellen 0, 1, —1.
Es ist
(1-0)*(=1-0)21+1)* = —4.

Also ist D(0,1,0) = —a = 4.

Ist 23 4+ ax? + bx + ¢ gegeben, so liefert die Substitution x = y + u

v o+ 3uy? + 3Py + U
+ ay? + 20auy + au?
+ by + by
+ c
=¥ + (Bu+a)y? + (3u? + 2au + b)y + v’ + au® + bu + c.

Fiir v = —% verschwindet also der lineare Term. Die Diskriminante dndert sich
bei dieser Substitution nicht, da nur die Differenzen von Nullstellen eingehen.
Also ist die Diskriminante nach dem schon Gezeigten gleich

a? 3 2a3  ab 2
—4(—§+b> —27(2—7—34—0) .

Darin ist der Koeffizient von ¢ gleich —4a®+ 18ab. Das liefert zwei weitere Glieder
von D. Der Koeffizient von b? ist a?; das liefert den letzten Term von D. Man
sieht, dal a® und a*b nicht vorkommen. O

Wir betrachten verschiedene Sorten von symmetrischen Polynomen. Dazu set-

zen wir
n n

Et) =[] +zt)=)_sit",

=1 r=0

wobei sp = 1 und s; das i-te elementarsymmetrische Polynom ist. Sei

n

Hit) =]] - _1xit = H(l tat At ) =t

i=1 r>0

Wir sehen, dal h, die Summe aller Monome vom Totalgrad r ist. Wegen
E(t)H(—t) =1 folgt

t

> (~1)he, =0,  t>1

r=0

Die logarithmische Ableitung von H(t) ist

HE) < o &
H((t)> :Z ot ;xz (fotk> — Zpkﬂtk

i=1 k>0 k>0

mit der Potenzsumme p, = > 1 | zF.
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Die logarithmische Ableitung der Identitét FE(t)H(—t) = 1 liefert

E(t) _ H'(-1)

Bl  HE) P(=1).

Die Identitat E'(t) = E(t)P(—t) liefert durch Koeffizientenvergleich die Newton-
schen Formeln

(3.3) > (1) oy =rs,

i+j=r
wobei o, = 0 fiir t > n gesetzt wird. Das ist eine Rekursionsformel zur Berech-
nung der py. Es ist p; = s1, und py — p1s; + 25y = 0 liefert py = s7 — 2s,.

(3.4) Satz. Sei K ein Korper der Charakteristik Null. Fir Familien (a;]1 <1i <
n) und (b;|i <i < n) von Elementen aus K gelte Y ,al =Y, b firl <t <n.
Dann gibt es eine Permutation o € S, mit a; = by(;).

BEWEIS. Aus der Newtonschen Formel folgt induktiv, dafl die elementarsym-
metrischen Funktionen der a; und der b; gleich sind. Also sind die Polynome
IL;(z — a;) und II;(x — b;) gleich. O

(3.5) Satz. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum tber einem Korper K der
Charakteristik Null. Fiir die Endomorphismen f,g:V — V gelte Sp(f*) = Sp(¢*)
fir 1 <k <n. Dann haben f und g dasselbe charakteristische Polynom.

BEWEIS. Sei L|K eine Erweiterung, iiber der das charakteristische Polynom in
Linearfaktoren zerfallt. Eine Matrix A von f a8t sich dann {iber L in eine obere
Dreiecksmatrix B transformieren: B = UAU !, U € GL(n, L). Auf der Diago-
nale von B stehen die Nullstellen Ay, ..., A\, des charakteristischen Polynoms. Es
gilt Sp(B*) = Sp(4*) = 3, AL. Die Behauptung folgt aus (3.4). O

(3.6) Folgerung. Gilt unter den Voraussetzungen von (3.5) Sp(f*) =0, 1 <
k <mn, so ist f nilpotent. O

4 Teilbarkeit

Die Kreisteilungskorper entstehen aus Q durch Adjunktion von Einheitswurzeln.
Sei @,,(z) € C[x] das normierte Polynom, dessen Nullstellen die primitiven n-ten
Einheitswurzeln aus C sind. Wir nennen ®,, das n-te Kreisteilungspolynom. Eine
n-te Einheitswurzel heifit primitiv, wenn ihre multiplikative Ordnung gleich n ist.
Die primitiven n-ten Einheitswurzeln sind exp(2wai/n) fiir zu n teilerfremdes a.
Eine n-te Einheitswurzel ist primitive d-te Einheitswurzel fiir genau einen Teiler
d von n. Also gilt:

(4.1) 2" —1 =[] Palx).
dln

Der Grad von &, wird durch die Eulersche Funktion ¢(n) der zu n primen
Restklassen amodn gegeben. Es ist ®(x) = x — 1 und deshalb ®,(z) = (2P —
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)/(x—1)=1+x+ -+ 27! fiir eine Primzahl p. Induktiv sieht man fiir eine
Primzahlpotenz ¢ = p" und r = p" 1

(4.2) Oy(x) =1+ a" + 2> 4 4 2@,
(4.3) Satz. Fir allen € Z ist ®,(x) € Z[z].

BEWEIS. Induktion nach n. Nach Induktionsvoraussetzung liegt das Produkt
der ®; mit d|n, d # n in Z[z]. Die Division von z™ — 1 durch ein normiertes
Polynom aus Z[z] liefert wieder ein Polynom in Z[z]. O

(4.4) Lemma. Sei f € Z[z] normiert. Ist h € Q[x] ein normierter Teiler von
f, so liegt h in Zlx].

BEWEIS. Sei f = g-h eine Zerlegung von f in Q[z] durch nichtkonstante normier-
te Polynome. Wir kénnen ¢ derart mit einer ganzen Zahl a multiplizieren, dafl
g* = ag ganze teilerfremde Koeffizienten hat. Ebenso verfahren wir mit h* = bh.
Es gilt dann abf = g*h*. Sei g* = ap + ayx + ... und h* = by + byz + .. .. Falls
ab # +£1 ist, sei p ein Primteiler von ab. Sei a, der erste nicht durch p teilbare
Koeffizient von ¢* und b, der erste nicht durch p teilbare von h*. Solche gibt es,
da die Koeffizienten als teilerfremd vorausgesetzt wurden. Der Koeffizient von
2”5 in g*h* ist dann

a'r’bs + a'r—l—lbs—l + ar—lbs+1 +...

Alle Summanden aufler dem ersten sind durch p teilbar. Wegen ¢g*h* = abf ist
aber auch die Summe durch p teilbar. Also teilt p auch a,.b;. Widerspruch. O

(4.5) Satz. Die Kreisteilungspolynome sind tiber Q irreduzibel.

BEWEIS. Sei ¢ eine primitive n-te Einheitswurzel und f € Q[z] ihr Minimalpo-
lynom. Dann ist f ein normierter Teiler von ®,, und liegt nach (4.3) und (4.4) in
Z[z]. Wir haben nach (4.4) eine Zerlegung 2™ — 1 = fg in Z[x] mit normiertem
g. Die primitiven n-ten Einheitswurzeln haben die Form (“ fiir zu n teilerfrem-
des a. Wenn wir zeigen, daf fiir jede zu n teilerfremde Primzahl p auch (? eine
Nullstelle von f ist, so sind alle primitiven Einheitswurzeln Nullstellen von f,
und damit ist f = ®,, gezeigt.

Angenommen f((?) # 0, also ¢g(¢?) = 0. Dann ist ¢ eine Nullstelle von g(z?).
Da f Minimalpolynom von ( ist, teilt f das Polynom g(z?). Nach (4.4) gibt es
eine Zerlegung g(z?) = fhin Z[z|. Wir reduzieren die Koeffizienten der Polynome
modulo p. Das liefert einen Ringhomomorphismus Z[x] — Z/p[z], f — f. In
Z/plx] gilt g(zP) = (g(z))?. Da g normiert ist, gilt g” # 0. Die Gleichung g¥ =
fh zeigt, daB g und f einen gemeinsamen irreduziblen Teiler haben. Folglich
hat 2" — 1 = f - g in einem Erweiterungskorper mehrfache Nullstellen. Das
widerspricht aber den Ergebnissen des siebenten Abschnittes. O

(4.6) Aufgaben und Erginzungen.
1. Sei ¢ Potenz einer Primzahl p. Dann ist ®,(1) = p.
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2. Sei n keine Primzahlpotenz. Dann gilt ®,(1) = 1. Zum Beweis folgere man

wegen
n= ] @)
d|n,d#1

mittels der vorigen Aufgabe, dal das Produkt der ®,4(1) fiir die Teiler d von
n, die keine Primzahlpotenzen sind, gleich 1 ist; und dann durch Induktion die
Behauptung.



8 Korper

1 Korpererweiterungen und Nullstellen

Ein Korper k sei vorgegeben. Er heifle der Grundkérper. Ist k ein Teilkérper
von K, so nennen wir das Paar k C K eine Kérpererweiterung von k. Fiir diese
Situation wird das Symbol K|k verwendet. Ist K|k, so ist K mit seiner Addition
und der Skalarmultiplikation £ x K — K, (a,u) — au ein Vektorraum iiber k.
Die Dimension dimy K heifit Grad [K : k] der Erweiterung K |k. Wir erinnern
daran, dafl eine nichtleere Teilmenge k C K genau dann ein Teilkorper ist, wenn
mit a,b € k auch a — b, ab und (falls b # 0) b~! in k liegen.

Der Durchschnitt von Teilkorpern ist wieder einer. Deshalb enthélt jeder
Korper einen eindeutig bestimmten kleinsten Teilkorper. Er ist entweder zum
Korper F, = Z/(p) fiir eine Primzahl p oder zum Koérper Q isomorph. Dieser
kleinste Koérper wird Primkorper genannt. Jeder Korper ist also ein Vektorraum
iber seinem Primkorper. Die Charakteristik eines Korpers ist p, wenn F,, der
Primkorper ist, und 0 sonst. Ein Korper mit endlich vielen Elementen hat eine
Charakteristik p > 0 und als Vektorraum iiber I, deshalb als Elementanzahl
eine Potenz von p.

Sei eine Erweiterung K|k gegeben. Ein Element a € K heifit algebraisch iiber
k, wenn es Nullstelle eines Polynoms aus k[z] ist. Sei a Nullstelle von f(z) =
" + ™t + - + a, € k[z]. Wir bezeichnen mit k[a] die Gesamtheit der
Linearkombinationen ¢o + cia + - - - + ¢,-1a" ', ¢; € k. Wir sagen, k[a] entstehe
aus k durch Adjunktion von a. Es gilt:

(1.1) Notiz. k[a] ist ein Teilkirper von K.

BEWEIS. Sicherlich ist k[a] eine additive Untergruppe, die auch die 1 € k enthélt.
Um zu zeigen, dafl Produkte wieder in k[a] liegen, geniigt es zu zeigen: Fiir alle
t > n liegt a' in k[a]. Induktion nach t. Fiir t = n folgt das aus der Gleichung
f(a) = 0. Fiir den Induktionsschritt multiplizieren wir diese Gleichung mit a‘~".
Damit ist k[a] als Teilring erkannt. Die Multiplikation mit 0 # = € k[a] ist eine
injektive k-lineare Abbildung des endlichdimensionalen k-Vektorraums k[a] in
sich und deshalb surjektiv. Folglich hat jedes von Null verschiedene Element ein
multiplikatives Inverses. O

Wir haben den Einsetzungshomomorphismus e: k[x] — K, x + a. Das Bild
ist k[a] und der Kern ist ein Hauptideal I(a) C k[z], das von einem eindeutig
bestimmten normierten Polynom f erzeugt wird. Wir nennen f das Minimalpo-
lynom von a. Durch € wird ein kanonischer Isomorphismus

(1.2) klz]/(f) = kla]
induziert. Zum Beispiel ist C =2 R/(2? + 1).
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(1.3) Satz. Sei f das Minimalpolynom des iber k algebraischen Elementes a €
K. Dann gilt:

(1) f ist irreduzibel.

(2) [k(a) : k] = Grad(f).

(3) Istm = Grad(f), soist {1,a,a?,...,a™ '} eine Basis des k-Vektorraums

kla].

BeEwEIS. Wir verwenden (1.2). Ein Faktorring nach einem Ideal ist bekanntlich
genau dann ein Korper, wenn das Ideal maximal ist. Da k[a] ein Korper ist, ist
also (f) ein maximales Ideal. Ein erzeugendes Element eines maximalen Ideals
ist irreduzibel.

Die Elemente 1,q,...,a erzeugen kla] als k-Vektorraum (1.1). Sie sind
linear unabhéngig, weil sonst a Nullstelle eines Polynoms von kleinerem Grad
wére. o

m—1

In Satz (1.3) haben wir die Existenz einer Nullstelle vorausgesetzt. Wir kénnen
den Spiefl umdrehen und die linke Seite von (1.2) zur Definition benutzen. Das
liefert die fiir alles Folgende fundamentale Konstruktion von Koérpererweiterun-
gen und Nullstellen:

(1.4) Satz. Sei p € k[x] irreduzibel. Dann ist k[z]/(p) =: K ein Kérper. Sei
q:k[z] — K die Quotientabbildung. Die Zusammensetzung mit der Inklusion
der konstanten Polynome ist ein injektiver Korperhomomorphismus k — K.
Wir betrachten ihn vermdge Strukturtransport als Einbettung und dadurch K
als Erweiterungskorper von k. Dann gilt: Das Element T := q(x) € K ist eine
Nullstelle von p, und p ist das Minimalpolynom von T.

BEWEIS. Seip = ag+ajz+---+a,z". Da g ein Homomorphismus ist, gilt ¢(p) =
ag+ a1T+ - - -+ a,T". Andererseits ist nach Konstruktion p ein Element im Kern
von ¢q. Da p irreduzibel ist und 7 als Nullstelle hat, ist es das Minimalpolynom.O

Ein irreduzibles Polynom p € Q[z] hat in C im allgemeinen mehrere Nullstel-
len. Welche davon wurde in (1.4) konstruiert? Irgendeine! Die Nullstellen lassen
sich algebraisch nicht unterscheiden! Diese Aussage wird alsbald deutlich werden;
sie ist die Grundlage der Galois-Theorie.

3 Quadratische Gleichungen

Eine quadratische Gleichung x?+ax+b = 0 wird bekanntlich durch quadratische

Ergédnzung gelost
2

P tar+b=(z+ )2 +b— =
2 4
Der Wert a® — 4b heiBe Diskriminante des Polynoms z? + ax + b.
Sei k ein Korper und K eine zweidimensionale k-Algebra (assoziativ mit 1)
iiber k, zum Beispiel eine Korpererweiterung vom Grad 2. Dazu gehort der in-
jektive Homomorphismus €:k — K, x +— z - 1. Da wir uns im folgenden fiir
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Isomorphieklassen von Algebren interessieren, nehmen wir ohne wesentliche Ein-
schriankung ¢ als Inklusion an.

Sei x € K \ k. Dann bilden 1 und x eine k-Basis von K. Folglich geniigt z?
einer Gleichung der Form z? + az + b = 0. Wir setzen D(x) = a® — 4b.

(3.1) Notiz. Ist y € K\ k, so gilt y = ux +v mit u # 0 und damit
D(y) = v*D(z).

BEwEIS. Wir rechnen die quadratische Gleichung fiir y aus.

v = (uz +v)? =ur® + uvx + 0?

= u*(—ax —b) + 2uvw + v
ur(2v + ua) + v* — u?b
= (y—v)(2v — ua) +v* — u®b

= (2v —ua)y — v* 4+ uva — u’b.
Durch Einsetzen verifiziert man dann D(y) = u?(a® — 4b). O

Wir bezeichnen mit k*? = {u? | u € k*} die multiplikative Untergruppe von
k* aller Quadrate. Durch Multiplikation operiert £*? auf k, und wir haben die
Bahnenmenge

Q(k) = k/K*.
Wegen (2.1) kénnen wir jeder Algebra K ein Element D(k) € Q(k) zuordnen,
néamlich die Bahn von D(x) fiir € K \ k. Wir nennen auch D(K) die Diskrimi-
nante von K. Sie hdangt nur vom Isomorphietyp von K ab. Ist ndmlich a: K — L
ein Isomorphismus von k-Algebren, so folgt aus 2% + ax + b = 0 die Gleichung
v +ay+b=0 fir y = a(z).

(3.2) Satz. Habe k nicht die Charakteristik 2. Dann liefert K — D(K) eine
Bijektion zwischen Isomorphieklassen zweidimensionaler k-Algebren und Q(k).
Genau dann ist K ein Korper, wenn D(K) # (0], [1] ist.

BEWEIS. Seib € k gegeben. Wir betrachten die Faktoralgebra K, = k[X]/(X?—
b). Die Restklasse x von X erfiillt die Gleichung z*—b = 0. Also ist D(K,) = [4b].
Da k nicht die Charakteristik 2 hat, ist 4 € k*? und folglich [4b] = [b] in Q(k).
Wir sehen, die Zuordnung ist surjektiv.

Sei K gegeben. Erfiillt z € K \ k die Gleichung z* + ax + b = 0, so erfiillt
y = x+ 2 die Gleichung y* = 1D(z) := c. Durch k[Y]/(Y?—¢) — K, Y > y wird
ein Isomorphismus gegeben. Also ist jede Algebra isomorph zu einer vom Typ
K.. Ist [c] = [d], also d = u?c, u # 0, so wird durch Y + uZ ein Isomorphismus
kY] — k[Z] geliefert, der (Y2 — d) auf (uZ? — u?c) = (Z* — ¢) abbildet, und
deshalb einen Isomorphismus K. = K; induziert. Wir sehen, die Zuordnung ist
injektiv.

Die Algebren k[X]/(X?) und k[X]/(X?—1) sind keine Kérper. Im ersten Fall
hat die Restklasse x # 0 von X das Quadrat Null. Im zweiten Fall haben die
von Null verschiedenen Elemente x — 1 und = + 1 das Produkt Null.
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Ist b# 0 und b & k*2, so ist X? — b irreduzibel, denn andernfalls zerfiele es in
Linearfaktoren (X — a;)(X — a3), und dann wiire aber a; = as und a? =b. O

Wir behandeln nun Algebren iiber einem Korper der Charakteristik zwei. Der
folgende Satz zeigt, dafl es zwei wesentlich verschiedene Félle gibt.

(3.3) Satz. Sei K eine zweidimensionale Algebra tiber dem Korper k der Cha-
rakteristik 2. Erfillt ein Element v € K \ k eine Gleichung x> = b ohne linearen
Term, so gilt dieses fir alley € K \ k.

BEWEIS. Ist y = ux+w, so zeigt die Rechnung im Beweis von (2.1) y? = u?b+0v?.
O

Wir nennen Algebren mit der im Satz (2.3) genannten Eigenschaft inseparabel.
Der Grund: Ist ¢ eine Nullstelle von 22 — b in einem Erweiterungskorper, so ist
12—b = (z—c)?; es handelt sich um eine doppelte Nullstelle; die beiden Nullstellen
sind nicht separiert.

Wir haben wieder die multiplikative Gruppe k*2. Im Falle der Charakteristik
2 gilt (x4 y)? = 2% + 22y + y? = 2% + 9. Demnach ist k® = {2? | z € k} eine
additive Untergruppe von (k, +). Die Gruppe k*? ist vermoge Multiplikation eine
Automorphismengruppe von k| namlich 7:k*2 — Aut(k®), u — (a — ua).
Wir kénnen also das semidirekte Produkt A%(k) = k®) x . k*? bilden. Das ist eine
Untergruppe der affinen Gruppe A(k) = k x, k*. Die affine Gruppe operiert auf
k durch (v,u) - x = ux + v. Wir setzen fiir den Bahnenraum

Qi(k) = k/A* (k).

Erfilllt y € K \ k die Gleichung y* = b, so sei D;(y) € Q;(k) die Klasse von b.
Im Beweis von (2.3) haben wir gesehen, dafi D;(y) unabhéngig von y € K \ k
ist. Der Wert wurde deshalb mit D;(K) bezeichnet und Diskriminante von K
genannt.

(3.4) Satz. Die Zuordnung K +— D;(K) liefert eine Bijektion zwischen Iso-
morphieklassen inseparabler Algebren und Q;(k). Genau dann ist K ein Kérper,

wenn D;(K) # (0] ist.

BEWEIS. Die Algebra k[Y]/(Y? — b) = K, hat Diskriminante b. Also ist die
Zuordnung surjektiv. Jede inseparable Algebra ist isomorph zu einer vom Typ
K. Sei [b] = [c] in Q;(k), also ¢ = u?b+v?, u # 0. Der durch Y +— uZ+v gegebene
Homomorphismus k[Y] — k[Z] ist ein Isomorphismus und bildet (Y? — ¢) auf
(u?Z? +v? —¢) = (u*Z — u?b) = (Z% — b) ab und induziert einen Isomorphismus
K. = K. Also ist die Zuordnung injektiv.

Die Algebra K ist kein Koérper. Sei K}, ein Kérper. Dann ist Y2 —b irreduzibel.
Wiire [b] = [0], also u?b + v* = 0 fiir ein u # 0, so wire Y? — b =Y? + u 2%0? =
(Y + u'v)? reduzibel. O

Wir betrachten nun die Algebren K, bei denen ein x € K \ k eine Gleichung
2’ +ax+b = 0 mit a # 0 erfiillt. Wir wollen sie separabel nennen. Ist y = ux +v,
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so gilt
y? = uay + vav + u?b + v°.

Wir wihlen u = a~! und sehen, da§ dann y einer Gleichung y*+y+c = 0 geniigt.
Die Menge p(k) = {z? + x | x € k} ist eine additive Untergruppe von k. Wir
setzen

Qs(k) = k/p(k).

Ist y € K \ k ein Element mit y> +y + b = 0, so setzen wir Ds(K) € Q4(k) als
die Klasse von b in Q4(k) fest. Aus der obigen Rechnung (@ = 1 = u) sehen wir,
daB die Diskriminante Ds(K) wohldefiniert ist.

(3.5) Satz. Die Zuordnung K — Dy(K) liefert eine Bijektion zwischen Iso-
morphieklassen separabler Algebren und Qy(k). Genau dann ist K ein Kérper,
wenn D(K) # (0] ist.

BEWEIS. Die Algebra K, = K[Y]/(Y?+ Y + b) hat die Diskriminante b. Die
Zuordnung ist surjektiv. Sei [b] = [c] in Q4(k), also b = c+u? +u. Die Zuordnung
kY] — Kk[Z], Y — Z + u ist ein Isomorphismus und bildet (Y2 + Y + ¢) auf
(Z2+u?+Z +u+c) = (Z?+ Z+b) ab und liefert einen Isomorphismus K; & K,.
Die Zuordnung ist injektiv.

Die Algebra K ist kein Korper, da Y2 + Y reduzibel ist. Ist Y2 +Y + b
reduzibel, etwa gleich (Y + a1)(Y + ag), so ist 1 = a; + az, b = ajas, also
b=ai(14ay) € p(k). O

(3.6) Beispiel. Sei k = Q. Jedes z € Q laBt sich durch Multiplikation mit
einem Quadrat ganzzahlig machen. Jedes Element von Q(Q) hat also einen Re-
prisentanten in Z. Ist x = a?y, so ist [x] = [y] in Q(Q). Also reichen als Re-
prasentanten die quadratfreien ganzen Zahlen, die also jede Primzahl hochstens
in erster Potenz enthalten. Zwei solche sind aber niemals in Q(Q) dquivalent.
Die verschiedenen Korpererweiterungen von Q vom Grad zwei sind also genau
die Q[\/E], worin d # 1 eine quadratfreie ganze Zahl ist. Diese Korper heiflen
quadratische Zahlkorper. &

(3.7) Beispiel. Q(R) hat drei Elemente [0], [1],[—1]. Es gibt genau eine qua-
dratische Korpererweiterung von R: Die komplexen Zahlen. &

(3.8) Beispiel. Sei F, ein Korper mit p Elementen (p # 2 Primzahl). Die
Gruppe [, ist zyklisch von der Ordnung p — 1, siehe (?7). Die Quadrate bilden
darin die eindeutig bestimmte Untergruppe vom Index 2. Also hat Fy, / IF;;Q genau
zwei Elemente. Folglich gibt es bis auf Isomorphie genau eine quadratische Er-
weiterung von F,,, also genau einen Kérper mit p* Elementen. Den surjektiven
Homomorphismus (Z/pZ*) — {+1} bezeichnet man mit

ar(C) (ap) =1

wobei () = (%) fiir a = b mod p ist, und nennt ihn Legendre-Symbol. Im Fall Fy
gibt es genau eine separable Erweiterung vom Grad 2. <&
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4 Algebraische Erweiterungen

Sei k C K eine Korpererweiterung. Ein Element a € K heifit algebraisch iiber K,
wenn es einer Gleichung der Form a” + a;a” ! + - - - 4 a, = 0 mit Koeffizienten
a; € k geniigt, wenn es also Nullstelle eines Polynoms aus k[z] ist. Andernfalls
heilt a transzendent iiber k. Die Erweiterung & C K heifit algebraisch, wenn
jedes Element von K algebraisch {iber k ist. Die iiber Q algebraischen komplexen
Zahlen heiflen algebraische Zahlen. Algebraische Erweiterungen von Q, die in C
liegen, heiflen algebraische Zahlkorper. Das Element x des Funktionenkorpers
k(x) ist transzendent iiber k; es ist k[x] # k(z). Genau dann ist a transzendent,
wenn k[z] — k[a], bestimmt durch x +— a, ein Isomorphismus ist. Dann ist auch
der von a und k erzeugte Unterkorper k(a) isomorph zum Funktionenkérper

Wir brauchen einige Bezeichungen. Sei k C K eine Korpererweiterung, A C K
eine Teilmenge und R C K ein Unterring. Wir betrachten R[A], den Schnitt aller
Unterringe von K, die RU A enthalten, und k(A), den Schnitt aller Unterkorper,
die k U A enthalten. Wir sagen, der Korper k(A) (oder der Ring R[A]) entstehe
durch Adjunktion der Elemente aus A an k (oder R). Ist A = {ay,...,a,}, so
schreiben wir stattdessen Rlay,...,a,] und k(ay,...,a,). Ist K = k(a), so heifle
die Erweiterung & C K einfach und a ein primitives FElement der Erweiterung.
Eine Erweiterung K|k heifit endlich, wenn der Korpergrad [K : k| endlich ist.
Der Beweis der beiden folgenden Notizen kann als Aufgabe gelten.

(4.1) Notiz. Uber diese Symbole gelten die folgenden Rechenregeln:
(1) (R[A])[B] = R[AU B].
(2) (k(A))(B) = k(AU B).
(3) klay,...,a,] ist das Bild des Polynomringes k[z1,...,x,] bei dem durch
xj — a; gegebenen Homomorphismus.
k(A) ist Quotientenkorper von k[A].
Ist k[A] ein Korper, so ist k[A] = k(A).
k(A) =k(E), Vereinigung tber alle endlichen E C A.
R[A] = J RIE], Vereinigung tiber alle endlichen E C A. O
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Elementare lineare Algebra liefert das folgende Resultat. Es wird immer wieder
stillschweigend verwendet.

(4.2) Notiz. Seien k C K C L Korpererweiterungen. Dann gilt
[L: K|[K:k]=][L:k]

Insbesondere ist k C L genau dann endlich, wenn k C K und K C L endlich
sind. Ist (x; € L | i € I) eine Basis des K-Vektorraumes L und (y; € K | j € J)
eine Basis des k-Vektorraumes K, so ist (v;y; | @ € 1,5 € J) eine Basis des
k-Vektorraumes L. a

(4.3) Korollar. Ist L|K|k und [L : k] = [K : k] < oo, so gilt K = L. Ist
[L: k] =[L:K]< oo, sogilthk=K. Ist [L : k| eine Primzahl, so ist K = k
oder K = L. O
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Wir haben nun Bezeichnungen und Hilfsmittel, um einige grundlegende Ei-
genschaften algebraischer Erweiterungen herleiten zu kénnen.

(4.4) Satz. Sei k C K eine Korpererweiterung. Dann gelten:

(1) Ist die Erweiterung endlich, so ist sie algebraisch, und es gibt ay, ..., ay, €
K mit K =k(ay,...,am) = kla1, ..., anp).
(2) Ist K =k(ay,...,an) mit algebraischen a;, so ist die Erweiterung endlich

und algebraisch.
(3) Ist A C K eine Menge von iiber k algebraischen Elementen, so ist k[A] =
k(A).
BeEwEIS. (1) In einer endlichen Erweiterung kénnen nicht alle Potenzen eines
Elementes a € K iiber k linear unabhéngig sein. Also ist jedes a € K algebraisch
tiber k. Sei {ai,...,a,} eine k-Basis von K. Dann enthélt k[ai,...,ay,] alle
Linearkombinationen der a;, also K.
(2) Beweis durch Induktion nach m. Der Fall m = 1 ist (2.3). Der Induktions-
schritt folgt mittels

[k<a1a st >an+1) : k] = [k(ala s aan)(an-l-l) : k(ala s aan)][k(ah cee 7an) : k]
(3) Ist A endlich, so verwenden wir (1) und fiir beliebiges A danach (3.1). O

(4.5) Satz. Seien k C K C L Korpererweiterungen. Dann ist k C L genau
dann algebraisch, wenn k C K und K C L algebraisch sind.

BEWEIS. Ist £ C L algebraisch, so auch £ C K und K C L, wie unmittelbar
aus den Definitionen folgt. Seien umgekehrt £ C K und K C L algebraisch,
und sei @ € L. Dann gibt es by,...,b, € K mit a® +bja" ' +---+0b, = 0,

da a iiber K algebraisch ist. Also ist a sogar algebraisch iiber k(by,...,b,). Da
k C K algebraisch ist, sind die b; algebraisch iiber k. Also ist nach (3.4) k, :=
k(by,...,by,) algebraisch iiber k. Es folgt

[k(a) : k] < [kn(a) : k] = [kn(a) : kpl[kn : k] < o0,
letzteres wieder mittels (3.4). O

(4.6) Satz. Sei k C K Korpererweiterung und L die Menge aller iber k alge-
braischen Elemente von K. Dann gilt:

(1) L ist ein Zwischenkorper von k C K.

(2) L ist algebraisch iiber k.

(3) Ist a algebraisch iiber L, so gilt a € L.

BEWEIS. (1) Offenbar gilt £ C L. Seien a,b € L. Nach (3.4) ist k(a, b) algebraisch
iiber k. Also gilt k(a,b) C L. Da a—0b und (falls b # 0) auch ab™! in k(a, b) liegen
und also auch in L, sehen wir, dal L ein Unterkorper ist.

(2) ist (1) und die Definition einer algebraischen Erweiterung.

(3) Sei a € K algebraisch tiber L. Dann ist nach (3.4) L C L(a) algebraisch und
nach (1) und (3.5) auch k C L(a) algebraisch. Also ist a algebraisch iiber k, und
deshalb liegt a in L. O
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Wir bezeichen den Koérper L im letzten Satz als den algebraischen Abschluf3
von k in K. Die Menge Q aller iiber Q algebraischen Zahlen von C ist ein Korper,
der Kdorper aller algebraischen Zahlen. Die Menge Q ist abzdhlbar, da es nur
abzéhlbar viele Polynome mit rationalen Koeffizienten gibt. Da R nicht abzéhl-
bar ist, gibt es transzendente Zahlen iiber Q. Man kann beweisen, dafl e und 7
transzendent sind. Der Korper Q ist algebraisch abgeschlossen, das heifit jedes
Polynom mit Koeffizienten in Q zerfillt in Linearfaktoren: Da namlich C algebra-
isch abgeschlossen ist, kénnte man andernfalls noch weitere iiber Q algebraische

Elemente in C finden.

(4.7) Aufgaben und Erginzungen.

1. Beweis von (3.1) und (3.2).

2. Untersuchung von K = Q(\/ﬁ, \/5)\(@ Die Menge 1, V3, \/5, V15 ist eine Q-
Basis von K. Wie lautet das Inverse von 1 + v/3 + /5 + /15 in dieser Basis?
Es gilt K = Q(v/3 4+ v/5). Wie lautet das Minimalpolynom von v/3 + v/5 = &
iiber Q,Q(v/3),Q(v/5) und Q(v/15)? Wie lautet v/3 in der Q-Basis 1,0, 62, 637
Fiir welche rationalen Zahlen r ist K = Q(v/3 + r/5)?

5 Morphismen

Sei K |k eine Korpererweiterung und ¢: k — L ein Kérperhomomorphismus. Ein
w-Morphismus ist ein Kérperhomomorphismus ®: K — L, der auf k£ mit ¢ iiber-
einstimmt. Sei Mor, (K, L) die Menge der ¢-Morphismen. Ist ¢ eine Inklusion, al-
so L eine Erweiterung von k, so sprechen wir stattdessen auch von k-Morphismen
und schreiben Mory (K, L) fiir die Morphismenmenge. Ein Kérperhomomorphis-
mus ist bekanntlich immer injektiv und heifit deshalb auch FEinbettung. Ist
¢ = ¢(k), so ist L eine Erweiterung von £. Im Falle [K : k] = [L : {] < oo besteht
also Mor,, (K, L) aus Isomorphismen. Ist auBerdem K = L, so ist Mory (K, K)
die Automorphismengruppe der Erweiterung, die auch mit G(K|k) bezeichnet
werde.

Wir untersuchen Mor, (K, L) und beginnen mit der Adjunktion einer Null-
stelle. Dazu noch eine Notation. Ist ¢: k — L gegeben, so konnen wir ¢ auf die
Koeffizienten von Polynomen anwenden und erhalten einen induzierten Ringho-
momorphismus ¢,: k[z] — L[z]. Ist ¢ eine Inklusion, so betrachten wir auch ¢,
als Inklusion. Wir bezeichnen mit N(g, L) die Menge der in L gelegenen Null-
stellen eines Polynoms ¢ € L[z].

(5.1) Notiz. Sei ® € Mor, (K, L), f € k[z] und a € N(f, K). Dann ist ®(a) €
N(pwf, L). Insbesondere permutiert ® € G(K|k) die Nullstellen von f in K.

BewEs. Ist f(x) = 3, c;a’, so folgt mit der Kette

0=20() coa’) = Z‘P(Cj)@(a)j = Zw(cj)@(a)j = (@) (®(a))

J

die Behauptung. O
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Viele Aussagen iiber Morphismen werden durch wiederholte Anwendung der
Standardsituation des folgenden Satzes gewonnen.

(5.2) Satz. Seiy:k — L gegeben und k(a)|k eine algebraische Erweiterung von
k mit Minimalpolynom f € k[x] von a. Die Zuordnung ® — ®(a) liefert eine
Bijektion €,: Mor,(k(a), L) — N(p.f,L).

BEwEIS. Nach (4.1) handelt es sich um eine Abbildung in die angegebene Menge.
Da k(a) = k[a] als Ring von k und a erzeugt wird, ist ein ¢-Morphismus durch
den Wert ®(a) bestimmt und somit &, injektiv.

Sei b € N(p.f, L). Wir betrachten das Diagramm

s

klz] Llz]
)
Ma — 2 I

worin « das Einsetzen von a und ( das Einsetzen von b ist. Der Kern von «
ist (f). Das Element f liegt im Kern von (o ¢,. Auf Grund der universellen
Eigenschaft von « gibt es einen Homomorphismus ¢ mit ® o a = 3 o .. Nach
Konstruktion ist ® ein k-Morphismus, der a auf b abbildet. Also ist ¢, auch
surjektiv. O

(5.3) Folgerung. Unter den Voraussetzungen von (4.2) ist
| Mor, (k(a), L)| < [k(a) : K].

Gleichheit gilt genau dann, wenn @, f in paarweise verschiedene Linearfaktoren
zerfallt. Sei k' = @(k) und a’ € L eine Nullstelle von ¢.(f). Dann gibt es genau
einen Isomorphismus ®:k(a) — k'(a'), der ¢ erweitert und a auf o' abbildet.
Insbesondere gibt es genau einen k-Automorphismus von k(a), der eine Nullstel-
le des Minimalpolynoms von a auf eine andere abbildet. Die Gruppe G(k(a)|k)
wirkt also transitiv auf der Menge N(f, k(a)) und ist eine Untergruppe der sym-
metrischen Gruppe dieser Menge. O

(5.4) Satz. (1) Sei p:k — L gegeben und K|k eine endliche Erweiterung.
Sei K = k(ay,...,an) und f; € klz] das Minimalpolynom von a;. Dann gilt
| Mor, (K, L)| < [K : k|. Die Morphismenmenge ist nicht leer, wenn alle p.(f;)
in L wenigstens eine Nullstelle haben.

(2) Zerfallen die Polynome ¢.(f;) alle in paarweise verschiedene Linearfaktoren,

so gilt die Gleichheit | Mor, (K, L)| = [K : k.

Bewers. (1) Induktion nach m. Der Fall m = 1 ist (4.2). Wir betrachten das
Diagramm

E—S k@) — = K
© o(t) i)
L —— L I
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Sei @ € Mor, (K, L). Seien a; = a(l),...,a(r) die verschiedenen Nullstellen von
@« f1 in L. Dann gibt es nach (4.2) genau ein ¢t € {1,...,r} mit ®(ay) = a(t).
Wir haben eine disjunkte Zerlegung Mor, (K, L) = [[, M;, worin M, die & mit
®(ay) = a(t) enthdlt. Wir schreiben dann ®|k(a;) = ¢(f). Nach Induktionsvor-
aussetzung ist |M;| < [K : k(ap)]. Da nach (4.3) r < [k(a1) : k] ist, folgt der
Induktionsschritt.

(2) Wir miissen nur die konstruktive Seite von (4.2) sorgfiltig betrachten. Da
¢, f1 in verschiedene Linearfaktoren zerfillt, so ist | Mor,(k(a1) : k)| nach (4.3)
gleich [k(a1) : k] = 7. Sei ¢(j):k(a;) — L durch ¢;(a;) = a(j) festgelegt.
Wir betrachten nun Mor,(;) (K, L). Das Minimalpolynom g; € k(a1)[z] von aj,
J > 2, ist ein Teiler von f; € k[z] und folglich ist ¢(t).g; ein Teiler von ¢, f;. Es
zerfillt dann insbesondere in verschiedene Linearfaktoren. Also ist fir K|k(a;)
die Induktionsvoraussetzung erfiillt. Deshalb gilt | Mory;) (K, L)| = [K : k(a1)]
fiir alle j. O

Speziell gilt im Fall K = L und ¢: k C K:

(5.5) Folgerung. Sei K|k eine endliche Erweiterung. Dann ist |G(K|k)| <
(K : K], und Gleichheit gilt, falls K = k(ai,...,a,) mit Elementen a;, de-
ren Minimalpolynome diber K in verschiedene Linearfaktoren zerfallen. Ist K =

k(ai,...,am) und sind alle a; Nullstellen eines Polynoms aus klx], so liefert
jedes ® € G(K|k) eine Permutation von {ay,...,an}; die Gruppe ist deshalb
1somorph zu einer Untergruppe der symmetrischen Gruppe S,,. O

Der folgende Satz sagt unter anderem, dafl endliche Erweiterungen von Q zu
Teilkérpern der komplexen Zahlen isomorph sind. Der Beweis von (4.4) liefert
némlich:

(5.6) Satz. Sei L|k gegeben und L algebraisch abgeschlossen. Dann ist jede
endliche Erweiterung K|k isomorph zu einem Zwischenkdrper von L|k. O

(5.7) Aufgaben und Erginzungen.

1. Sei K|k eine algebraische Erweiterung. Dann ist jeder k-Morphismus K — K
ein Automorphismus.

2. Mit Hilfe des Zornschen Lemmas zeige man, dafl (4.6) fiir beliebige algebra-
ische Erweiterungen K|k gilt. Genauer zeige man: Sei ¢: k — L ein Morphismus
in einen algebraisch abgeschlossenen Korper L. Man betrachte alle Paare (F, @),
worin F' ein Zwischenkérper von K|k ist und ® € Mor,(F, L). Auf diesen Paa-
ren fithre man eine teilweise Ordnung ein durch (Fy, ®1) < (F,, ®3) genau wenn
F) C F5 und ®y|F; = &4 ist. Nach dem Zornschen Lemma gibt es ein maximales
Element (M, ¥). Wére M # K, so konnte man ¥ auf einen Koérper M (a) erwei-
tern.

3. Sei K|k eine algebraische Erweiterung. Jeder k-Endomorphismus von K ist
ein Automorphismus.

4. Ein algebraischer Abschluss von k ist eine algebraische Erweiterung K|k mit
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algebraisch abgeschlossenem K. Aus den voranstehenden Aufgaben folgt, dafl ein
algebraischer Abschlufl bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist.

6 Zerfiallungskorper und normale Erweiterungen

Eine Korpererweiterung k& C K heifit Zerfdllungskorper eines nichtkonstanten
Polynoms f € k[z], wenn f iiber K in Linearfaktoren zerfillt und wenn eine
derartige Zerfiallung iiber keinem kleineren Korper zwischen £ und K moglich
ist.

(6.1) Satz. Sei f € k[z] nicht konstant. Ist k C K eine Kérpererweiterunyg,
iber der f in Linearfaktoren zerfillt, f = c(x — a1)(x — ag) -+ (x — a,), so ist
L =k(ay,...,a,) ein Zerfillungskorper von f.

BEWEIS. Angenommen, f zerfillt iiber einem Zwischenkorper K € M C L in
Linearfaktoren. Dann gibt es also eine Darstellung f = d(x — b1) - - - (x — b,,) mit
b; € M. Wegen der eindeutigen Primfaktorzerlegung in L[x] folgt {by,...,b,} =
{ai,...,a,} und damit wegen L = k(ay,...,a,) = k(by,...,b,) C M C L die
Behauptung. O

(6.2) Notiz. Jedes nichtkonstante Polynom f € klx] besitzt einen Zerfillungs-
korper.

BEwEIS. Induktion nach dem Grad von f. Hat f den Grad 1, so ist k selbst
Zerfallungskorper. Sei p ein irreduzibler Faktor von f. Wir haben in (2.4) ge-
zeigt, daBl es eine Erweiterung K|k gibt, iiber der p und somit f wenigstens eine
Nullstelle hat. In K|z| gibt es also eine Zerlegung der Form f = (z — a)g. Auf
g € K[z] wenden wir die Induktionsvoraussetzung an. a

(6.3) Beispiel. Eine Nullstelle von 2 —2 € Q ist § = v/2 € R. Es hat Q(6)|Q
den Grad 3 (ebenso fiir die beiden anderen Nullstellen). Uber K = Q(6§) spaltet
22 — 2 nur einen Linearfaktor ab, da die beiden anderen Nullstellen nicht reell
sind. Um auch den quadratischen Faktor von 23 — 2 in K[| zu zerlegen, braucht
man noch einmal eine quadratische Erweiterung L|K. Dann hat L|k den Grad
6, und L ist ein Zerfallungskorper. &

(6.4) Notiz. Ist K|k ein Zerfallungskorper von f € klx] und k C L C K ein
Zwischenkérper, so ist L C K ein Zerfillungskorper von f € L|x]. Ferner ist
K(a)|k(a) Zerfillungskorper von f € k(a)[z].

BeEWwEIS. Es gilt mit den Nullstellen ay,...,a, von f € k[z]
K =k(ay,...,a,) C L(ay,...,a,) C K,
also iiberall die Gleichheit. Ferner gilt
K(a) = Ek(ay,...,an)(a) = k(a)(ay, ..., a,),

was die zweite Aussage belegt. O



136 8. Korper T. tom Dieck

Die Eindeutigkeit des Zerfiallungskorpers ist der Spezialfall ¢ = id des néchsten
Satzes.

(6.5) Satz. Sei ¢:k — k' ein Isomorphismus. Sei f € k[x] nicht konstant. Sei
k C K ein Zerfillungskorper von f und k' C K’ einer von ¢.(f) = f'. Dann
gibt es einen Isomorphismus ®: K — K', der auf k mit ¢ tbereinstimmt und die
Menge der Nullstellen von f in K auf die Menge der Nullstellen von [’ in K’
abbildet.

BeEwEIS. Induktion iiber die Anzahl r der Nullstellen in K \ k. Ist » = 0, also
K =k, so gibt es ay,...,a,,c € k und eine Zerlegung

f=clr—a)(x—az) - (x—ay).

Es folgt
['=w.(f) = plc)(x —plar)) - (x — p(an)).

Wir setzen deshalb ® = ¢.

Sei r > 1. Seien ay, . .., a, die in K\ k liegenden Nullstellen von f. Sei p € k[x]
das Minimalpolynom von a;. Es teilt jedes andere Polynom mit der Nullstelle
a1, also insbesondere f. Folglich ist p’ = @.(p) Teiler von f' = @.(f). Da f’
iiber K’ in Linearfaktoren zerfillt, hat p’ eine Nullstelle in K’, etwa a}. Nach
Satz (5.3) gibt es einen Isomorphismus ¢q:k(a;) — K'(a}), der auf k£ mit ¢
ibereinstimmt und a; auf @} abbildet. Wir wenden nun die Induktionsannahme
auf k(ay), k' (a}), 1, f, K, K’ an und erhalten den Induktionsschritt. O

(6.6) Zusatz. Ist a Nullstelle eines irreduziblen Faktors g von f und a' Null-
stelle des irreduziblen Faktors g := @.(g) von f', so kann man ® im vorigen Satz

so finden, daff ®(a) = a’ ist.

BEWEIS. Zunéchst haben wir wie im voranstehenden Beweis ¢1: k(a) — k'(a’)
mit ¢y (a) = a/. Wir konnen sodann den vorigen Satz auf ¢, anwenden, da k(a) C
ein Zerfallungskorper von f € k(a)[x] ist. O

Ein Zerfallungskorper eines Polynoms f € k[z] wird durch Adjunktion aller
Nullstellen von f an k erhalten. Verschiedene Polynome kénnen jedoch denselben
Zerfallungskorper haben. Um sich von der Auswahl eines Polynoms zu befreien,
erhebt sich die Frage: Gibt es eine Eigenschaft, die Zerfallungskorper charakte-
risiert? Zur Beantwortung dienen die folgenden Definitionen.

Eine algebraische Erweiterung K|k heiit normal, wenn jedes irreduzible Poly-
nom f € k[x], das in K wenigstens eine Nullstelle hat, iiber K in Linearfaktoren
zerfillt, wenn also die Minimalpolynome der Elemente a € K {iber K in Linear-
faktoren zerfallen. Wir haben schon gesehen, dafl Galois-Erweiterungen normal
sind.

Wir wollen auch Adjunktion von unendlich vielen Nullstellen zulassen und
definieren deshalb: Sei S C k[x] eine Menge von nichtkonstanten Polynomen. Ein
Zerfillungskorper von S ist eine Korpererweiterung K |k, iiber der jedes f € S in
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Linearfaktoren zerfillt, bei der aber kein echter Zwischenkorper diese Eigenschaft
hat.

(6.7) Satz. Eine algebraische Erweiterung K|k ist genau dann normal, wenn
sie Zerfillungskorper einer geeigneten Menge S C k[xz] ist. Eine endliche Er-
weiterung ist genau dann normal, wenn sie Zerfillungskorper eines Polynoms
15t.

BEWEIS. Sei K|k normal. Wir wihlen eine Menge A C K, mit der K = k(A)
gilt (Erzeugendensystem). Das Minimalpolynom f, von a € A zerfillt iiber K in
Linearfaktoren, da K|k normal ist. Also ist K|k Zerfallungskorper von S = {f, |
a € A}. Ist A endlich, so ist K|k auch Zerfallungskorper des Produkts [],. 4 fa-

Sei umgekehrt K|k Zerfillungskorper von S. Sei g € k[z] ein irreduzibles
Polynom, das in K eine Nullstelle a; hat. Da K von den Nullstellen der Polynome
in S iiber k erzeugt wird, gibt es eine endliche Teilmenge E von S, so dafl a;
in dem Zerfallungskérper L von E liegt. Wir konnen dann annehmen, dafl L
Zerfallungskorper eines Polynoms f ist (Produkt der Polynome in E). Wir zeigen,
daB g schon iiber L in Linearfaktoren zerfillt. Die Erweiterung L|k ist endlich.

Falls g noch nicht zerfallt, wiahlen wir einen Zerfallungskorper M|L von g. Sei
as eine weitere Nullstelle von g in M. Wir zeigen:

(6.8) [L(ay) : L] = [L(as) : L].

Falls das gezeigt ist, folgt wegen a; € L, daB [L(as) : L] = 1 ist, also L(ay) = L
und ay € L. Bleibt also (5.8) zu zeigen.

Fir j =1, 2 gilt:
(6.9) [L(ay) - LY[L - k] = [L(a;) : k] = [L(a;) : k(a;)][k(a;) - K].

Also geniigt es, in (5.9) die Gleichheit der rechten Seiten zu zeigen. Da ay, as
Nullstellen des irreduziblen Polynoms ¢ sind, gibt es einen k-Isomorphismus
@:k(a;) — k(az), siche (5.3). Deshalb gilt schon einmal [k(a;) : k] = [k(az) : k]
Da L|k Zerfallungskorper von f € k[x] ist, so ist L(a;)|k(a;) Zerfallungskorper
von f € k(a;)[x], siche (5.4). Nach (5.5) 1laBit sich ¢ zu einem Isomorphismus
L(ay) — L(az) fortsetzen. Insbesondere ist [L(ay) : k(a1)] = [L(az) : k(az)]. O

Aus (5.4) und (5.7) ergibt sich:
(6.10) Folgerung. Ist L|k normal und L|K|k, so ist L|K normal. O

(6.11) Aufgaben und Erginzungen.

1. K = Q(v/2,V3)ist Zerfallungskorper von 4 —102%+1 und von (22 —2)(2%—3)
iitber Q. Das eine Polynom ist irreduzibel, das andere nicht.

7 Separable Erweiterungen

Kann ein irreduzibles Polynom in einem Erweiterungskoérper mehrfache Nullstel-
len haben? In der Analysis lassen sich mehrfache Nullstellen durch die Nullstellen
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der Ableitung finden. Die Formeln fiir die Ableitung werden formal auf Polynome
iibertragen.
Ist f=ag+ az+- -+ a,z"™ € k[x], so setzen wir

Df = ay +2ayx + - - + na,a™ ' € k[x].

Da ein Polynom eindeutig durch seine Koeffizienten bestimmt ist, wird durch
diese Vorschrift eine k-lineare Abbildung D: k[x] — k[z] gegeben, die wir formale
Differentiation nennen. Die Definition von D 148t sich fiir jeden kommutativen
Ring k geben. Ist £ C K, so ist D mit der Inklusion k[z] C K|[z] vertréglich. Die
Differentiation erfiillt auch die iibliche Produktregel:

(7.1) Notiz. Fir f,g € k[z] gilt D(fg) = fD(g9) + D(f)g.

BEWEIS. Sei f = Y a2’ und g = Y7 b;a/. Dann ist fg = >, cpa® mit ¢, =
> it j=r @ibj. Man berechnet die Koeffizienten von 2 in D(fg), fD(g) und D(f)g
der Reihe nach zu (k + 1)cgi1, Doy oy @i(j + Dbjyn und 3o, (i 4+ 1)agaby,
woraus die behauptete Gleichheit folgt. O

Es ist zu beachten, dafl in einem Korper der Charakteristik p > 0 die Werte
pm gleich Null sind, so dal zum Beispiel D(z?) = pzP~! = 0 ist. Wir notieren
diesen Sachverhalt fiir spateren Gebrauch:

(7.2) Notiz. Sei f € k[z]|. Hat k die Charakteristik Null, so gilt Df =0 genau
dann, wenn f konstant ist. Hat k die Charakteristik p > 0, so gilt D f = Ogenau
dann, wenn f(x) = g(aP) fir ein g € k[x]. O

(7.3) Notiz. Sei f € k[z] ein nichtkonstantes Polynom, das in einem Erweite-
rungskorper K eine n-fache Nullstelle a € K habe (n > 1). Dann gilt:
(1) n=1 <= (Df)(a) £0.
(2) n>1 < (Df)(a)=0.
BEWEIS. Es gibt iiber K eine Zerlegung f = (z —a)" - g mit g(a) # 0. Mit (6.1)
folgt
Df =n(x—a)" ' g+ (x—a)"- Dy.

Ist n =1, so folgt (Df)(a) = g(a) # 0. Ist n > 1, so folgt (Df)(a) = 0. O

Aus der vorstehenden Notiz leiten wir nun ein Kriterium her, im dem der
Zerfallungskorper nicht bekannt sein mufl. Entscheidend dafiir ist, dafi D und
der GGT mit Korpererweiterungen vertréglich sind (1.7).

(7.4) Satz. Ein nichtkonstantes Polynom f € klx] hat genau dann in einem ge-
eigneten Erweiterungskorper mehrfache Nullstellen, wenn f und D f einen nicht-
konstanten gemeinsamen Teiler haben.

BEWEIS. Sei a mehrfache Nullstelle von f im Erweiterungskorper K. Nach (6.3)
gilt dann f(a) = 0 = Df(a). Das Minimalpolynom ¢ € KJ[z] von a ist ein
gemeinsamer Teiler von f und Df als Polynom in Kz|. Der GGT von f und
Df in k[z] hat dann iiber K jedenfalls g als Teiler und ist somit nicht konstant.
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Sei umgekehrt g ein gemeinsamer Teiler von f und D f von positivem Grad. Fiir
eine Nullstelle a von ¢ in einem Erweiterungskorper gilt dann f(a) = 0 = D f(a),
also nach (6.3) n > 1. O

Ein irreduzibles Polynom f € k[x] heifit separabel, wenn es in keinem FEr-
weiterungskorper mehrfache Nullstellen hat. Ein Polynom heif3t separabel, wenn
alle irreduziblen Faktoren separabel sind. Ein a € K D k heifit separabel iiber k,
wenn das Minimalpolynom f € k[z]| von a separabel ist. Eine algebraische Erwei-
terung K|k heifit separabel, wenn jedes a € K separabel ist. Ein Korper k heifit
vollkommen oder perfekt, wenn jedes irreduzible Polynom f € k[z] separabel ist.

(7.5) Satz. Ein irreduzibles Polynom f € k[x] ist genau dann separabel, wenn

Df #0 ist.

BEWEIS. Sei Df # 0. Da Df einen kleineren Grad als f hat und f irreduzibel
ist, gilt (f,Df) = (1) und nach (6.4) ist f separabel. Ist Df = 0, so ist f nach
(6.4) nicht separabel. O

Zusammen mit (6.2) ergibt sich:
(7.6) Folgerung. Ein Korper der Charakteristik Null ist vollkommen. O

(7.7) Satz. FEin Korper k der Charakteristik p > 0 ist genau dann vollkommen,
wenn k — k, a — aP surjektiv ist. Das ist insbesondere fiir endliche Kéorper der
Fall.

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst: Ist a — a” surjektiv, so ist jedes Polynom, das nur
Potenzen von P enthélt, selbst eine p-te Potenz. Nach Voraussetzung kénnen wir
ndmlich in dem Polynom ag+a,z? +- - - +ampx™? das Element a;, = bf schreiben.

Dann benutzen wir ' .
by = Y
J J

Ist f irreduzibel und Df = 0, so wire also mittels (6.2) f eine p-te Potenz,
im Widerspruch zur Irreduzibilitéat. Also ist jedes irreduzible Polynom separabel
und somit der Korper vollkommen.

Sei umgekehrt a € k keine p-te Potenz. Sei b € K D k eine Nullstelle von
2P —a € k[z]. Dann ist 2 —a = 2P — b* = (x — b)P. Sei f ein irreduzibler
Faktor von 2P — a. Dann zerfillt f als Teiler von zP — a iiber K ebenfalls in
Faktoren x — b. Ware f = x — b, so wére b € k, also a in k eine p-te Potenz, was
wir ausgeschlossen hatten. Mithim ist f = (z — b)" mit ¢ > 1 ein inseparables
irreduzibles Polynom iiber £ und damit £ nicht vollkommen.

Die Abbildung a — a? ist ein Kérperhomomorphismus, also injektiv. Im Falle
eines endlichen Korper ist sie also auch surjektiv. O

(7.8) Beispiel. Wir konstruieren eine inseparable Erweiterung. Dazu mufi man
einen Korper k der Charakteristik p angeben, fiir den a — a” nicht surjektiv ist.

Sei K = F,(z) der Funktionenkorper. Darin ist x keine p-te Potenz. Aus
r = (f/g)? mit (f,g) = 1 wiirde der Reihe nach folgen: ¢? = xf? x|g, x|f.
Widerspruch zu (f,g) = 1. <&
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8 Endliche Korper

In diesem Abschnitt klassifizieren wir die endlichen Korper.

(8.1) Satz. Sei p eine Primzahl und q = p™, n > 1. Dann gibt es bis auf
Isomorphie genau einen Korper F, mit ¢ Elementen. Er ist der Zerfillungskéorper
von x? — x € F,[z].

BEWEIS. Ein endlicher Korper F der Charakteristik p hat ¢ = p™ Elemente, fiir
ein geeignetes n € N. Die multiplikative Gruppe F* ist zyklisch. Deshalb gilt fiir
a € F die Gleichung 277 ' — 1 = 0. Folglich erfiillen alle Elemente von F* die
Gleichung x? — x = 0. Dieses Polynom hat also g verschiedene Nullstellen und
zerfallt deshalb {iber dem Primkoérper F, C FF in Linearfaktoren. Also ist nach
Satz (5.1) F der Zerfallungskorper dieses Polynoms. Nach dem Eindeutigkeitssatz
fiir Zerfallungskorper gibt es deshalb héchstens einen Koérper mit ¢ Elementen.
Sei umgekehrt F(q) der Zerfallungskorper des Polynoms 2¢ — x {iber [F,. Sei
M C F(q) die Menge der Nullstellen des Polynoms. Aus a,b € M folgt (a — b)?—
(a—0b) =a?—b"—(a—0b) = 0, sowie (ab)?—ab = a?b?—ab = ab—ab = 0 und (falls
b#0) (b -t =b)"t=bt=b"1-b"1=0,d h.a—b,ab,b~' € M. Also ist
M ein Unterkorper von F(q), der simtliche Nullstellen von 27— x enthélt, folglich
selbst schon der Zerfillungskorper, weshalb M = F(q) sein mufl. Das Polynom
x?—1x € Fylx] hat ¢ verschiedene Nullstellen. Das folgt aus den Ergebnisssen des
letzten Abschnittes, weil es teilerfremd zu seiner formalen Ableitung gz? ! —1 =
—1 ist. Also hat der Korper F(gq) wirklich ¢ Elemente. O

Ist a € F, ein erzeugendes Element von F;, so ist F, = F,(a). Das Mini-
malpolynom von « hat den Grad n. Also gibt es in F,[z] irreduzible Polynome
beliebigen Grades.



9 Darstellungen von Gruppen

1 Grundbegriffe

Sei G eine Gruppe und V ein Vektorraum iiber dem Korper K. Eine Darstel-
lung von G mit dem Darstellungsraum V oder eine Darstellung von G auf V'
ist eine Operation G x V. — V von G auf V, so daf} fiir jedes ¢ € G die
Linkstranslation [,;:V — V, v — gv eine K-lineare Abbildung ist. Wir sagen
dann auch, V ist eine Darstellung von G oder eine G-Darstellung und nennen
V einen G- Vektorraum. Die Dimension von V' heifit Dimension der Darstellung.
Sind V und W G-Darstellungen, so ist ein Morphismus oder Homomorphismus
f:V — W zwischen den Darstellungen eine K-lineare G-dquivariante Abbildung
f, also eine lineare Abbildung, fiir die f(gv) = gf(v) fir g € G und v € V gilt.
Wir bezeichnen mit Homg(V, W) den K-Vektorraum der Morphismen V' — W.
Darstellungen und ihre Morphismen bilden eine Kategorie. Damit sind auch die
Begriffe Isomorphismus, Endomorphismus und Automorphismus definiert. Die
direkte Summe zweier G-Darstellungen V, W ist die direkte Summe V & W von
Vektorrdumen mit der komponentenweisen Operation g(v, w) = (gv, gw). Ana-
log fiir beliebig viele Summanden. Ein Unterraum U einer Darstellung V', der
G-stabil ist (also g € G,u € U = gu € U erfiillt), heiit Unterdarstellung. Der
Quotientraum V/U nach einer Unterdarstellung tragt genau eine Struktur einer
Darstellung, fiir die die Quotientabbildung V' — V/U ein Morphismus ist. Eine
Darstellung V' # 0 heifit einfach oder irreduzibel, wenn sie nur 0 und V" als Unter-
darstellungen hat. Eine Darstellung V' heifit unzerlegbar, wenn sie keine direkte
Zerlegung V' = U; @ U, in von Null verschiedene Unterdarstellungen U; hat. Eine
irreduzible Darstellung ist offenbar unzerlegbar. Eine Darstellung heifit trivial,
wenn jedes Gruppenelement als die Identitét operiert.

Die Axiome einer Darstellung besagen, daBl g — [, ein Homomorphismus
[:G — GL(V) von G in die Gruppe GL(V') der linearen Automorphismen von
V ist. Ist V' n-dimensional, so wird [ nach Wahl einer Basis durch einen Ho-
momorphismus G — GL(n, K) gegeben. Ein solcher Homomorphismus heifit
Matrizdarstellung von GG. Eine Darstellung heifit ¢reu, wenn [ injektiv ist. Jeder
Homomorphismus G — GL(V') entsteht auf diese Weise aus einer Darstellung
auf V. Nach dem Basiswechselsatz der linearen Algebra liefern zwei Homomor-
phismen f,9:G — GL(n,K) genau dann isomorphe Darstellungen, wenn sie
konjugiert sind, d. h. wenn es ein A € GL(n, K) so gibt, daf fiir alle x € G die
Gleichung f(z) = Ag(x)A™! gilt.

Die Standarddarstellung von GL(n,K) ist durch die Matrizenmultiplikation
GL(n,K) x K™ — K", (A,z) — Az gegeben. Die Determinantendarstellung
wird durch den Homomorphismus det: GL(n, K) — K* vermittelt.

Der folgende Satz ist unter dem Namen Lemma von Schur bekannt.

(1.1) Satz. Seien E und F irreduzible Darstellungen. Ein Homomorphismus
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[+ E — F st entweder Null oder ein Isomorphismus. Der Endomorphismenring
R = Homg(FE, E) ist ein Schiefkirper. Ist K algebraisch abgeschlossen, so ist
K — R, A+— X-id ein Isomorphismus.

BEWEIS. Sei f von Null verschieden. Dann hat f trivialen Kern, da F irreduzibel
ist. Also ist f injektiv; und das Bild ist gleich F', weil F' irreduzibel ist. Das zeigt
die erste Aussage und auflerdem, dafl jedes von Null verschiedene Element von
R eine Einheit ist. Ist K algebraisch abgeschlossen, so hat f einen Eigenwert
A. Sei E()) der zugehorige Eigenraum. Fir ¢ € G und v € E()) gilt f(gv) =
gf(v) = A(gv). Also ist gv € E(A\) und somit F(\) eine Unterdarstellung. Da E
irreduzibel ist, gilt £ = E(\) und also f = A -id. O

(1.2) Permutationsdarstellungen. Sei S eine G-Menge und K(S) = KS
der freie K-Vektorraum iiber S. Die Linksoperation von G auf S wird linear
fortgesetzt und liefert eine Darstellung auf K'S, die Permutationsdarstellung von
S heif3t, weil die Gruppenelemente die Basiselemente permutieren. Ist S = G mit
der G-Operation durch Linkstranslation, so heifit die zugehérige Darstellung die
requldre Darstellung. Die regulédre Darstellung ist offenbar treu. &

Bekannte Konstruktionen der linearen Algebra liefern neue Darstellungen aus
gegebenen. Die direkte Summe haben wir schon erwdhnt. Sind V' und W Dar-
stellungen von G, so wird das Tensorprodukt V @ W eine G-Darstellung, indem
g € G durch die lineare Abbildung l, ® {, wirkt. Wir nennen V ® W das Ten-
sorprodukt der gegebenen Darstellungen. Auf dem Dualraum V* = Homg (V, K)
operiert g € G durch (g-¢)(v) = p(g ' v). Damit wird V* die duale Darstellung.
Auf Homg (V, W) operiert g € G durch (g - )(v) = gp(g~'v), und damit wird
eine Darstellung gegeben.

Kanonische Isomorphismen zwischen Vektorraumkonstruktionen liefern Iso-
morphismen der zugehorigen Darstellungen. Zum Beispiel haben wir einen kano-
nischen Isomorphismus

(1.3) Homg(V, W)=V @ W

zwischen Darstellungen. Direkte Summen und Tensorprodukte sind assoziativ
und kommutativ, bis auf natiirliche Isomorphie. Es gilt das Distributivgesetz:

(1.4) UaV)eW=UaoW)a (Ve W)

Wir behandeln im folgenden nur endlichdimensionale Darstellungen endlicher
Gruppen. Unser Ziel ist eine Zerlegung von Darstellungen in irreduzible und eine
Ubersicht iiber irreduzible Darstellungen.

(1.5) Eindimensionale Darstellungen. Sei V eine eindimensionale Darstel-
lung von G. Dann ist [,: V' — V' die Multiplikation mit einem Skalar A(g) € K*.
Die Zuordnung xy:G — K* g — A(g) ist ein Homomorphismus. Allgemein
heifit ein Homomorphismus x: G — K* Charakter von G. Jeder Charakter y
liefert eine eindimensionale Darstellung auf V' = K durch [,(v) = x(g)v. Da K*
abelsch ist, sind zwei eindimensionale Darstellungen genau dann isomorph, wenn
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ihre Charaktere gleich sind. Das Produkt zweier Charaktere y und ¢ ist durch
(x - ¢)(9) = x(9)¢(g) erkldrt und wieder ein Charakter. Mit dieser Verkniipfung
wird die Menge X (G, K') der Charaktere mit Werten in K* eine abelsche Gruppe,
die Charaktergruppe von G mit Werten in K heif3t.

Da ein Charakter x: G — K™ ein Homomorphismus in eine abelsche Gruppe
ist, faktorisiert er iiber die Projektion G — G auf die abelsch gemachte Gruppe.

Es gibt n verschiedene eindimensionale Darstellungen der zyklischen Gruppe
Z/n iiber den komplexen Zahlen. Ist ¢ = exp(27i/n), so sind sie durch

" tmodn — (M

gegeben (0 <k <n-—1). <&

(1.6) Satz. Fine endlichdimensionale irreduzible Darstellung einer abelschen
Gruppe tiber einem algebraisch abgeschlossenen Kdrper ist eindimensional.

BEWEIS. Fiir abelsches G ist jede Linkstranslation [, ein Endomorphismus von
Darstellungen. Nach (1.1) ist [, ein Vielfaches der Identitét. Dann ist aber jeder
Untervektorraum eine Unterdarstellung. O

Eine allgemeine Eigenschaft von Charakteren ist ihre lineare Unabhéngigkeit.

(1.7) Satz. Seien x1,...,Xn paarweise verschiedene Charaktere einer beliebi-
gen Gruppe G mit Werten in K*. Dann sind sie im K -Vektorraum aller Funk-
tionen G — K linear unabhdngig.

BEWEIS. Induktion nach n. Sei eine echte lineare Relation
axi+ -+ anXn =0, aj € K

gegeben. Wir nehmen an, n mit dieser Eigenschaft sei minimal. Dann ist n > 2,
und alle a; sind von Null verschieden. Da x; und x, verschieden sind, gibt es eine
Stelle z € GG, an der sie sich unterscheiden. Aus der fiir alle x € G bestehenden
Relation

arxi(zz) + -+ apxn(zz) =0

folgt, weil die x; Charaktere sind,

arx1(z)x1 + -+ + anXn(2)xn = 0.

Wir multiplizieren die Ausgangsrelation mit y;(z), subtrahieren von der letzten
und erhalten

(aaxa2(z) — asx1(z))x2 + -+ = 0.

Der erste Koeflizient ist von Null verschieden und deshalb die Relation kiirzer.
Widerspruch. O

Der Beweis des letzten Satzes benutzt iibrigens nur, da8 die x; Homomor-
phismen einer Menge G mit Verkniipfung sind; Assoziativitdt, sowie Existenz
des neutralen Elementes und der Inversen wird nicht verwendet.
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Wir ordnen nun die Darstellungstheorie in die Modultheorie ein. Wir erinnern
an die Gruppenalgebra KG der Gruppe G iiber dem Koérper K. Additiv handelt
es sich um die freie abelsche Gruppe iiber GG. Die Multiplikation ist durch bilineare
Fortsetzung der Gruppenmultiplikation gegeben, das Produkt zweier Elemente
ist also durch die folgende Formel definiert

(D Ae9) - Q_mh) =D Agngh.

geCG heG g,heG

Ist V' eine Darstellung von G iiber K, so wird V ein KG-Modul, wenn wir
> gec g9 durch (3 o agg)(v) = > ay(gv) operieren lassen, d. h. wir be-
trachten nicht nur die Linkstranslationen der Gruppenelemente sondern auch
beliebige Linearkombinationen davon. Ist umgekehrt ein K G-Modul gegeben, so
erhalten wir daraus eine G-Darstellung, indem wir g € G durch die Skalarmul-
tiplikation des Basiselementes g € K G definieren. Auf diese Weise entsprechen
sich KG-Moduln und G-Darstellungen. Morphismen von G-Darstellungen gehen
bei dieser Entsprechung in K G-lineare Abbildungen iiber. Die Kategorie der G-
Darstellungen ist dquivalent zur Kategorie KG-Mod der KG-Moduln. Direkte
Summen entsprechen sich.

Ubrigens kann man K G-Moduln natiirlich auch betrachten, wenn K ein belie-
biger kommutativer Ring ist. Das fithrt zu der allgemeineren Darstellungstheorie
iiber K-Moduln.

Die in den folgenden Abschnitten entwickelte Darstellungstheorie ist in weiten
Teilen unabhéngig von der Modultheorie. Es ist jedoch hilfreich, sie in die Mo-
dultheorie einzuordnen.

(1.8) Aufgaben und Erginzungen.

1. Sei G* die Charaktergruppe von G iiber den komplexen Zahlen. Es gibt einen
kanonischen Isomorphismus (G x H)* = G* x H*. Fiir endliche abelsche Gruppen
ist G zu G* isomorph.

2. Ein Homomorphismus a: A — B induziert durch Zusammensetzung mit Cha-
rakteren einen dualen Homomorphismus a*: B* — A*. Sei

o g

A B C

eine exakte Sequenz von endlichen abelschen Gruppen. Dann ist auch die duale
Sequenz o 3

A* B* 0N

exakt.
3. Die Darstellung

(R,+) = GL(2,R), t— < é f )

ist unzerlegbar aber nicht irreduzibel.
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4. Durch (A, X) — AXA™! wird eine Darstellung von GL(n, K) auf dem Vek-
torraum M, (K) der (n,n)-Matrizen iiber K definiert (

adjungierte Darstellung von GL(n, K)). Die Matrizen mit der Spur Null bil-
den eine Unterdarstellung. Ist letztere irreduzibel?
5. Sei V eine G-Darstellung und W eine H-Darstellung iiber K. Dann wird
Homg (V, W) eine G x H-Darstellung durch die Vorschrift ((g,h) - ¢)(v) =
gp(h~'v). Durch die Vorschrift (g,h) - (v ® w) = (gv, hw) wird V @ W eine
G x H-Darstellung, die wir zur Unterscheidung vom Tensorprodukt weiter oben
auch dufleres Tensorprodukt von V' und W nennen. Der Isomorphismus (1.3) von
K-Vektorrdumen wird durch

@ w (v pv)w)

gegeben. Er ist mit den soeben definierten Darstellungen ein Isomorphismus von
G x H-Darstellungen.

6. Ist o:G — H eine Gruppenhomomorphismus, so wird aus einer H-
Darstellung V' eine G-Darstellung ¢*V mit demselben Vektorraum aber der Ope-
ration (g,v) — @(g)v. Ist ¢ die Inklusion einer Untergruppe, so nennen wir ¢*V'
auch die Restriktion res%V von V auf H. Die Zuordnung V — ¢*V ist mit
Homomorphismen vertraglich, wir erhalten also einen Funktor

¢*: KH-Mod — KG-Mod.
7. Fiir Permutationsdarstellungen von G gibt es kanonische Isomorphismen
K(SUT)= K(S)® K(T), K(SxT)= K(S)® K(T).

8. Sei V eine G-Darstellung iiber K und « ein K-wertiger Charakter. Durch die
Operation g - v := a(g)gv wird eine Darstellung von G auf dem Vektorraum V
definiert. Ist W ein Darstellungsraum von «, so ist diese Darstellung zu W ® V
isomorph.

9. Der Gruppenring K C,, der zyklischen Gruppe C,, der Ordnung n ist isomorph
zu Klz]/(2™ —1).

2 Direkte Zerlegungen

Wir legen einen festen Korper K zugrunde. Er habe die Eigenschaft, daf§ die
Gruppenordnung |G| in ihm invertierbar sei. Das bedeutet: Es gibt ein z € K,
so da |G|z = 1 ist. Wir schreiben z = o7- Die Bedingung an K ist genau
dann erfiillt, wenn die Charakteristik von K die Ordnung |G| nicht teilt. Zur
Erinnerung: Fiir n € N und y € K wird unter ny die Summe y + --- + y
von n Summanden y verstanden. Unter der genannten Voraussetzung ist jede
Darstellung direkte Summe irreduzibler. Der folgende Satz ist unter dem Namen

Satz von Maschke bekannt.

(2.1) Satz. Jede Unterdarstellung einer Darstellung ist ein direkter Summand.
Insbesondere ist jede G-Darstellung direkte Summe irreduzibler Darstellungen.
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BEWEIS. Die zweite Aussage folgt offenbar sofort aus der ersten durch Induktion
nach der Dimension. Sei W Unterdarstellung von V. Genau dann ist W ein
direkter Summand, wenn es einen Projektionsoperator ¢: V' — V mit dem Bild
W gibt. Ein Projektionsoperator ist ein Morphismus ¢ mit der Eigenschaft ¢ = q.
Fiir eine Projektion gilt immer V' = Bild ¢ ¢ Kern q.

Es gibt sicherlich eine K-lineare Projektion p: V' — V mit dem Bild W. Wir
machen sie durch Mittelwertbildung kiinstlich G-dquivariant, indem wir definie-
ren

q(v) Z g 'plgv).
e
geG
An dieser Stelle wird gebraucht, daf die Ordnung |G| in K invertierbar ist. Als
Linearkombination K-linearer Abbildungen ist ¢ wieder K-linear. Fiir h € G
rechnen wir

g(hv) = ‘G’Zg "pghv) = |G‘hzh g~ 'p(ghv) = hq(v).

Das ist die Aquivarianz. Fiir w € W ist p(w) = w, also p(gw) = gw und folglich
¢(w) = w. Nach Konstruktion liegt ¢(v) immer in W. O

Der folgende Satz liefert die Eindeutigkeit der Zerlegung in irreduzible Sum-
manden.

(2.2) Satz. Sei V=V, @---@V, eine direkte Zerleqgung in irreduzible Darstel-
lungen V; und W irreduzibel. Sei d(W) = dim Home (W, W). Die Anzahl n(W,V)
der V;, die zu W isomorph sind, ist gleich d(W)~!dim Homg(W, V) und auch
gleich d(W)~! dim Homg (V, W).

BEWEIS. Es gilt allgemein fiir eine endliche direkte Summe wie im Satz
Home (W, V) = | [ Home(W, V).
J
Die Behauptung ist damit eine direkte Folge aus dem Schurschen Lemma (1.1).

Analog fiir die zweite Aussage. O

Wir verwenden im weiteren die folgenden Bezeichnungen: I = Irr(G, K) sei
ein vollstéindiges System paarweise nichtisomorpher irreduzibler Darstellungen
von G iiber K. Mit nW bezeichnen wir die n-fache direkte Summe von W mit

sich selbst. Ist
V- @

so heifit ny, die Multiplizitat von W in V. Ist ny # 0, so sagen wir auch, W
(oder jede dazu isomorphe Darstellung) kommt in V' vor. Wir notieren an dieser
Stelle schon ein vorlaufiges Ergebnis:

(2.3) Notiz. Die Menge I ist endlich. Jede irreduzible Darstellung kommt in
der requldren Darstellung vor.
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Bewers. Fiir jedes U ist Homg(KG,U) — U, ¢ +— p(e) ein Isomorphismus.
Wird KG direkt zerlegt, so gibt es also in KG nach dem Schurschen Lemma
einen zu U isomorphen Summanden. Da K G endlichdimensional ist, gibt es darin
nach (2.2) nur endlich viele verschiedene irreduzible Summanden. O

Fir W e I sei V(W) die Summe aller zu W isomorphen Unterdarstellungen
von V. Eine Summe von Unterdarstellungen (U; | j € J) ist dabei die kleinste
Unterdarstellung, die alle U; enthilt; als Vektorraum ist sie gleich der Summe
der Unterrdume U;. Wir nennen V(W) den W-isotypischen Anteil von V, falls
V(W) # 0ist, und die Zerlegung aus dem néchsten Satz die isotypische Zerlequng
von V.

(2.4) Lemma. Sei V' Summe irreduzibler Unterdarstellungen (A; | j € J) und
B eine irreduzible Unterdarstellung von V. Dann ist B zu einem A; isomorph.

BeEwEIS. Nach dem Satz von Maschke gibt es einen surjektiven Homomorphis-
mus 3:V — B. Ist B zu keinem A; isomorph, so ist die Einschrankung von (3
auf alle A; nach dem Schurschen Lemma gleich Null, also 3 tiberhaupt Null.
Widerspruch. O

(2.5) Satz. Jede Darstellung ist direkte Summe ihrer isotypischen Bestandtei-
le. O

BewEIs. Nach (2.1) ist V direkte Summe irreduzibler Unterdarstellungen, also
jedenfalls Summe der isotypischen Bestandteile. Sei W die Summe der von V' (A)
verschiedenen isotypischen Bestandteile V' (A;). Wir haben zu zeigen: V(A) N
W = 0. Ware dem nicht so, so gébe es in dem Durchschnitt eine irreduzible
Unterdarstellung, die nach dem letzten Lemma zu A und zu einem A; isomorph
wére. Widerspruch. O

Wir geben der isotypischen Zerlegung noch eine préaziesere Gestalt. Sei
D(U) = Homg(U, U) die Endomorphismenalgebra von U. Dann ist U ein D(U)-
Linksmodul durch (¢, u) — ¢(u) und Homg (U, V') ein D(U)-Rechtsmodul durch
(a,¢) = ao . Auf dem Tensorprodukt Home (U, V) @ py U operiert G durch
(9,0 ® v) — o ® gv und macht daraus eine G-Darstellung. Die Abbildung

vy Homg(U, V) @pan U =V, @ ®@u— p(u)
ist dann ein Morphismus von G-Darstellungen. Sei

L: @Homg(U, V)®@pwyU —V
Uel

die Summe dieser Abbildungen .

(2.6) Satz. Abbildung v ist ein in der Variablen V natirlicher Isomorphismus.
Das Bild von vy ist der U-isotypische Bestandteil.

BEWEIS. Zur Abkiirzung bezeichnen wir die Quelle von ¢ mit S(V). Ist ¢: V —
W ein Homomorphismus, so haben wir einen induzierten Homomorphismus von
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G-Darstellungen S(¢): S(V) — S(W), indem wir Homg(U, V) — Homg (U, W)
durch Zusammensetzung mit ¢/ bilden und auf dem Faktor U die Identitéat ver-
wenden. Dadurch wird S ein Funktor. Das Diagramm

S(V) 1%
o
SW) — W

ist kommutativ, d. h. ¢ ist eine natiirliche Transformation. Ist ¢;: V; — V eine
direkte Summe von V/, so ist S(i;) eine direkte Summe von S(V'). Damit und mit
der Kommutativitat des letzten Diagrammes folgert man leicht: Ist ¢ fiir V3 und
V4 ein Isomorphismus, so auch fiir die direkte Summe V; @ V5. Es geniigt deshalb,
die Isomorphie fiir irreduzibles V' nachzuweisen. Dann handelt es sich um eine
einfache Verifikation aus den Definitionen mit Hilfe des Schurschen Lemmas. O

Wir bezeichnen mit R™(G, K) die Menge der Isomorphieklassen von G-Dar-
stellungen iiber K. Auf dieser Menge wird durch die direkte Summe von Darstel-
lungen die Struktur eines abelschen Monoids gegeben. Die Menge I = Irr(G, K)
ist in folgendem Sinne eine Basis von RT(G, K): Jedes Element x hat eine ein-
deutige Darstellung der Form

x:ZnAA, na € Np.
Ael

Das ist eine Umformulierung der eindeutigen Zerlegung in irreduzible Summan-
den. Wir setzen fiir G-Darstellungen U und V'

(U, V) =dimHomg (U, V).

Diese natiirliche Zahl héing nur von den Isomorphieklassen von U und V' ab. Aus
dem Schurschen Lemma folgt die Orthogonalititsrelation:

(2.7) Notiz. Sind U und V nichtisomorphe irreduzible Darstellungen, so ist
(U, V)=0. O

Wir notieren die folgenden Eigenschaften der Form ( —, —):

V,w) = (W, v)

(2.8) TV = (UW)+ (V..

Die zweite Aussage folgt direkt aus der Definition; ebenso die analoge fiir di-
rekte Zerlegungen des rechten Arguments. Sind U = @y, uwW und V =
Dy, vwW direkte Zerlegungen, so folgt mit (2.7)

(2.9) (U V) =) uwow (W, W).
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Daraus ergibt sich insbesondere die Symmetrie der Form. Wir erhalten somit
eine symmetrische biadditive Form

(—,—):RT(G,K)x R"(G,K) —Z, (UYV)~ (UV).

(2.10) Folgerung. Ist (V,V ) =1, so ist V irreduzibel. O

(2.11) Satz. Seien S und T endliche G-Mengen. Dann gilt ( K(S), K(T)) =
(S xT)/G]|.

BEWEIS. Beide Seiten sind additiv beziiglich disjunkter Summen in S. Es geniigt
deshalb, den Fall einer Bahn S = G/A zu behandeln. Es gilt immer

Homg (K (G/A), KT) = Abbg(G/A, KT) = (KT)".

Der erste Isomorphismus ist durch die universelle Eigenschaft des freien Vektor-
raums gegeben, der zweite ist durch o — a(eA) induziert. Sei T = [, T; die
Zerlegung von T in A-Bahnen. Dann ist KT = € ey KTj als A-Darstellung. Ist
T; = A/B, so liegt ein Element } p. 4z n(aB)aB genau dann in der Fixpunkt-
menge von A, wenn die n(aB) alle untereinander gleich sind. Also ist (K (A4/B))4
eindimensional. Es folgt ( K(G/A),KT) = |J| = |T/A]. O

(2.12) Aufgaben und Erginzungen.

1. Die symmetrische Gruppe S,, operiert durch Permutation auf 7" = {1,...,n}.
Die Standgruppe von 1 ist isomorph zu .S,,_; und besteht aus den Permutationen
von {2,...,n}. Beziiglich dieser S,,_;-Operation hat {1,...,n} zwei Bahnen. Ist
KT die Permutationsdarstellung, so gilt ( KT, KT') = 2.

Wir stellen uns KT als K" vor, und S,, operiert durch Permutation der Ko-
ordinaten. Sei V' die Unterdarstellung {(z1,...,2,) | >_;2; = 0} und W die
Unterdarstellung {(z,...,z) | z € K}. Dann ist W eine triviale Darstellung. Ist
n in K invertierbar, so ist KT die direkte Summe V & W. Aus ( KT, KT ) = 2
folgt dann (V, V') = 1. Also ist V irreduzibel.

2. Ein Homomorphismus G — O(n) in die orthogonale Gruppe heifit orthogo-
nale Darstellung. Eine orthogonale Darstellung ist direkte Summe irreduzibler.
Analog fiir unitdre Darstellungen G — U (n).

3. Ein invariantes Skalarprodukt auf einer reellen Darstellung V' ist ein Skalar-
produkt auf V', das (gv,gw) = (v, w) fir alle g € G erfiillt. Eine Darstellung
zusammen mit einem invarianten Skalarprodukt heift ebenfalls orthogonale Dar-
stellung. Ist G endlich und b ein beliebiges Skalarprodukt, so ist durch

1
c(v,w) = €] Z b(gv, gw)

geG

ein invariantes Skalarprodukt ¢ gegeben. Analog fiir hermitesche Formen auf
komplexen Darstellungen.

4. Sei F ein endlicher Korper der Charakteristik p und G eine p-Gruppe. Ist V'
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eine Darstellung von G iiber I, so ist |[V| = [V¥ mod p, also V¢ eine von Null
verschiedene Unterdarstellung. Die einzige irreduzible Darstellung ist deshalb in
diesem Fall die triviale eindimensionale. Die reguldre Darstellung FG hat eine
eindimensionale Fixpunktmenge und ist deshalb unzerlegbar.

3 Charaktere

Wir setzen in diesem Abschnitt voraus, dafl K die Charakteristik Null hat.

Ist V' eine G-Darstellung, so ordnen wir ihr einen Charakter xyv:G — K zu.
Der Wert xy(g) an der Stelle ¢ ist die Spur von [,: V' — V. Die Charaktere ein-
dimensionaler Darstellungen wurden im ersten Abschnitt schon erwédhnt. Weil
konjugierte Matrizen dieselbe Spur haben, sind die Charaktere isomorpher Dar-
stellungen gleich. Der Charakter ist also eine Invariante des Isomorphietyps. Die
Konjugationsinvarianz der Spur liefert ferner fiir je zwei Gruppenelemente g und

h:

(3.1) xv(hgh™") = xv(g)-

Wir nennen eine Funktion auf G, die auf Konjugationsklassen konstant ist, ei-
ne Klassenfunktion. Dazu gehoren also die Charaktere. Charaktere haben die
folgenden weiteren Eigenschaften:

(3.2) Xvew = Xv +Xxw,  Xvew =Xv - xw, Xv+(g) =x(g7").

Fiir die direkte Summe ist das klar. Fiir die duale Darstellung verwenden wir, dafl
ein Endomorphismus und sein dualer dieselbe Spur haben. Fiir das Tensorpro-
dukt zeigt man allgemein Spur(f ® g) = Spur(f) - Spur(g) fiir Endomorphismen
f und g¢. Fiir die weiteren Anwendungen heben wir hervor:

(3.3) Satz. Der Charakter von Homg(V, W) ist g — xv(g7")xw(g)-

BeEwEIS. Das folgt aus (3.2) zusammen mit der Identitdt (1.3). Wir rechnen es
aber zusétzlich direkt aus. Wir schreiben alle gebrauchten Daten in Matrizenform
auf. Sei vy, ..., v, eine Basis von V und wy, ..., w, eine Basis von W. Wir setzen

lg’l(vi) = Zj aj;v; und ly(wy) = >, byyw;. Eine Basis von Homg (V, W) wird
durch e,s:v; — dgw, gegeben. Damit rechnen wir:

(g'er8)<vi) = geré’(gilvi)

= gers(z ajivj)

j
= 9> adyuw,)

J
= g O ;b
j?l

= E Qg blrwl

l
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= Z asiblreu(vi)-
l

Die Spur ergibt sich als Summe iiber die Diagonalelemente damit zu ers QAssbpr =
xv (g~ )xw(9)- O

(3.4) Satz. Die im zweiten Abschnitt eingefiihrte Form lafst sich mit Charak-
teren durch

VW) = |—é| S xv (g (9)

geG

ausrechen.

BEWEIS. Die lineare Abbildung

1
p:U — U, uHEZgu
Gl =

ist ein G-dquivarianter Projektor auf die Fixpunktmenge U®. Die Spur eines
Projektionsoperators p ist gleich dem Rang von p. Also ist

(3.5) dim U¢ = Spurp = |—(1;| Z Spur(ly).

geG

Wir wenden diese Relation auf U = Hom(V, W) an und bedenken Hom(V, W)¢ =
Home(V, W) O

(3.6) Satz. Zwei Darstellungen von G sind genau dann isomorph, wenn ihre
Charaktere gleich sind.

BEwEIS. Haben V und V' gleichen Charakter, so sind nach dem letzten Satz
fir alle W die Werte (W, V) und (W, V") gleich. Nach (2.2) sind dann die Mul-
tiplizitdten von W € Irr(G, K) in V und V"’ gleich. O

(3.7) Notiz. Sei V = KS die Permutationsdarstellung der endlichen Menge

S. Dann gilt xy(g) = |59|. Dabei ist S9 die Fizpunktmenge der Linkstranslation
l

g-

BEWEIS. Wir betrachten die Matrix von [, beziiglich der Basis S. Ein Basisele-
ment s € S liefert genau dann einen von Null verschiedenen Eintrag auf der
Diagonale, wenn gs = s ist. Dieser Eintrag ist dann 1. O

Das Zentrum Z(A) einer Algebra Aist {z € A |Vz € A, zx = xz}.

(3.8) Notiz. Sei a:G — K gegeben. Das Element 3 _,a(g)g € KG liegt
genau dann im Zentrum von KG, wenn o eine Klassenfunktion ist.

BEWEIS. Die Gleichheit

Za(uh_l)u = Za(g)gh = Z a(g)hg = Za(h‘lu)u

u g u
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gilt genau dann fiir alle h € G, wenn fiir alle u, h € G die Gleichheit a(uh™!) =
a(h™u) besteht, und letzteres ist dquivalent dazu, daf a eine Klassenfunktion
ist. a

(3.9) Folgerung. Sei a:G — K gegeben. Die Linearkombination
a = Za(g)lg: V-V
geG

st genau dann fir jede Darstellung V' ein Morphismus, wenn o eine Klassen-
funktion ist.

BEWEIS. Ist o’ fiir die regulidre Darstellung ein Morphismus, so liegt Y a(g)g

im Zentrum von KG. Die Umkehrung folgt unmittelbar aus (3.8). O
(3.10) Notiz. Sei
KG =@ nww
wel

die Zerlequng der regquliren Darstellung. Dann ist dimg W = ny (W, W).
BEwEIs. Fir W e [ ist

dim W = dim Abbg (G, W) = (KG, W) =Y ny(W,U) = ny (W, W),

Uel
letzteres wegen (2.7). Wir berechnen die linke Seite mittels (4.3) und (4.6):
1 _ .
(W,KG) = €] > xreg(@)xw(g™") = xw(1) = dim W
geG

Damit ist alles gezeigt. O

(3.11) Folgerung. Sei K algebraisch abgeschlossen. Dann ist die Multiplizitit
von W e I in KG gleich dimW. Es folgt |G| =Y e (dim W)2. O

Die letzte Gleichung liefert eine Methode, um festzustellen, ob ein System von
paarweise verschiedenen irreduziblen Darstellungen vollsténdig ist.

(3.12) Satz. Eine endliche Gruppe G ist genau dann abelsch, wenn alle irre-
duziblen Darstellungen tiber den komplexen Zahlen eindimensional sind.

BEWEIS. Eine eindimensionale komplexe Darstellung wird durch einen Homo-
morphismus G — C* = GL(1,C) gegeben. Die regulire Darstellung ist treu. Lafit
sie sich in eindimensionale Darstellungen zerlegen, so besitzt GG einen injektiven
Homomorphismus in eine abelsche Gruppe.

Die umgekehrte Implikation haben wir schon in (1.6) bewiesen. ]

(3.13) Beispiel. Wir betrachten komplexe Darstellungen der symmetrischen
Gruppe S3. Es gibt die triviale eindimensionale Darstellung und die Signum-
Darstellung. Da S3 nicht abelsch ist, sind nicht alle Darstellungen eindimensional.



T. tom Dieck 4 Komplexe Darstellungen 153

Wegen 6 = 12 + 12 + 22 bleibt noch eine zweidimensionale zu finden. Sie wird
durch Permutation der Koordinaten in W = {(z1,z9,23) € C* | Y. z; = 0}
gegeben. Wir berechnen den Charakter von W. Die Vektoren e; = (1,—1,0)
und e = (0,1, —1) bilden eine Basis von W. Sei in Zyklenschreibweise ¢ = (12)
und ¢ = (123). Dann ist te; = —e; und tes = e; + e, also x(t) = 0. Ferner
ist ce;y = —e; — ey und ces = ey, also x(¢) = —1. Die Elemente 1,¢, ¢ sind
Représentanten der drei Konjugationsklassen. Es folgt

(., x)==(224+0+0+0+(-1)>+ (-1)%) = L.

| =

Also ist W irreduzibel. Die Irreduzibilitét von W wurde auch in (2.12.1) gezeigt.<

(3.14) Aufgaben und Erginzungen.

1. Die symmetrische Gruppe hat eine zu Z/2 x Z/2 isomorphen Normalteiler
N, der von der Permutation (12)(34) in Zyklenschreibweise erzeugt wird. Die
Untergruppe S5 der Permutationen von {1,2,3} hat mit N den Schnitt 1. Also
ist S, das semidirekte Produkt von N und Sjs.

4 Komplexe Darstellungen

In diesem Abschnitt sei K ein algebraisch abgeschlossener Koérper der Charakte-
ristik Null, vorzugsweise aber C.
Sei K1(G) der Ring der Klassenfunktionen G — K. Wir definieren auf KI(G)

eine symmetrische Bilinearform durch

0.9) = g Dals

gEG

Sind V' und W Darstellungen, so gilt nach (3.4) (V. W) = { xv, xw ). Die Cha-
raktere irreduzibler Darstellungen sind orthogonal beziiglich dieser Form, also
linear unabhéingig. Wir werden gleich sehen, dafl sie eine Orthonormalbasis von
KI(G) bilden.

(4.1) Satz. SeiV irreduzibel und f € Hom(V, V). Dann ist

_ Sp(f)
]G|Zg /= dlmV id-

geG

BEWEIS. Die linke Seite ist als G-Abbildung nach dem Schurschen Lemma gleich
dem A-fachen der Identitdt. Durch Anwenden der Spur

AdimV =[G Sp(igof o l;) =G> Sp(f) = Sp(f)

berechnen wir A. O
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(4.2) Satz. Sei o € KI(G) und V irreduzibel. Dann ist po = 3 cqalg ")l
auf V' die Multiplikation mit |G|(dim V)™ a, xv ).
BEWEIS. Da « eine Klassenfunktion ist, so ist nach (3.9) p, ein Endomorphismus

von V', nach dem Schurschen Lemma also die Multiplikation mit einem Skalar \.
Durch die Rechnung

AdimV = Sp(X-id) = Sp <Za(g_1)lg>

= Doalg)sell) = 3 ale xv(9)
= |G|{a,xv)-

wird A bestimmt. O

(4.3) Satz. Sei a € KI(G) orthogonal zu allen Charakteren irreduzibler Dar-
stellungen. Dann 1st a = 0.

BEWEIS. Wenden wir die Voraussetzung iiber « in (4.2) an, so sehen wir, dafl
P in allen irreduziblen Darstellungen als Nullabbildung wirkt, also {iberhaupt
in allen. In der reguléren Darstellung gilt dann 0 = p,(e) = " a(g')g. Da die
g € G eine Basis von KG bilden, folgt a(g) = 0 fiir alle g € G. O

(4.4) Satz. Die irreduziblen Charaktere von G bilden eine Orthonormalbasis
von KI(G). Die Anzahl der irreduziblen Darstellungen ist gleich der Anzahl der
Konjugationsklassen von G.

BEWEIS. Sei U C KI(G) ein Unterraum. Ist U # KI(G), so ist das orthogonale
Komplement U~ beziiglich der Form (—,—) von Null verschieden. Ist U der
von den Charakteren erzeugte Unterraum, so sagt (4.3), daB U+ = 0 ist. Also
erzeugen die Charaktere KI(G). Es is klar, da8 die Dimension von KI(G) gleich
der Anzahl der Konjugationsklassen ist. O

Sei W irreduzibel. Wir bilden dazu

dim W
(4.5) ew = c ZXW(Q_I)Q € KG.
geG

(4.6) Satz. Die Multiplikation mit ey ist in jeder Darstellung die Projektion
auf den W -isotypischen Bestandteil. Es gilt e}, = ew. Sind V und W nicht
1somorph, so ist eyey = 0.

Bewers. Nach (4.2) wirkt ey auf einer zu W isomorphen Darstellung V' als
Identitdt und auf einer anderen irreduziblen Darstellung als Null. Daraus folgt
die erste Behauptung. AuBlerdem folgt, dafl €%, und ey in jeder Darstellung
gleich wirken. Anwendung auf die regulire Darstellung zeigt %, = ey. Da eyey
in jeder Darstellung als Null wirkt, gilt ebenso ey ey = 0. O

Ein Element e einer Algebra heifit idempotent, wenn e? = e ist. Idempotente
e, [ heiflen orthogonal, wenn ef = fe = 0 ist. Sie heiflen zentral, wenn sie im
Zentrum liegen. Nach dieser Terminologie bilden die (ey | W € Irr(G, K)) ein
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System von zentralen, paarweise orthogonalen Idempotenten von KG. Auflerdem

gilt offenbar
L= ew,

Wwel

da die Summe in jeder Darstellung als Identitéit wirkt.

(4.7) Orthogonalitétsrelation. Seien V und W irreduzibel. Dann gilt

xv ()
dim V"’

|G|ZXV Jxw(zg) = (V,.W)

geG

BeEwEISs. Die Gleichung eyey = (V, W )ey nach (4.6) lautet ausgeschrieben

dim V dim W dlmV _
|G|2 ZXV ) “gh = \G! ZXV .

Indem man auf beiden Seiten den Koeffizienten von =1 vergleicht, ergibt sich
die Behauptung. O

Fiir komplexe Klassenfunktionen definieren wir eine hermitesche Form auf

KI(G) durch
)= g 20

gelG

Wegen der Relation yy(¢7!) = xv(g) gilt fiir Charaktere (xv,xw) = (V,W).
Die irreduziblen Charaktere bilden also auch eine Orthonormalbasis von KI(G)
beziiglich dieser Form.

Sei C' C G ein Reprisentantensystem der Konjugationsklassen. Wegen |C| =
|I| nach (4.4) ist X:C x I — K, (¢,V) — xc(c) eine quadratische Matrix. Sie
heifit Charaktertafel von G. Wir schreiben die Orthogonalitédtsrelation als eine
Aussage iiber diese Matrix um. Dazu sei X*: 1 x C — C, (V,¢) — xy(c) die
transponiert-konjugierte Matrix und D: C' x C' — C die Diagonalmatrix (¢, d) —
dc.alc], worin |c| die Méachtigkeit der Konjugationsklasse von ¢ bezeichnet.

Die Orthogonalitéatsrelation (xv, xw) = dv.w kann dann als

> " lelxv(e)xw(e) = |Gldvw

ceC

geschrieben werden, oder in Matrizenform X*DX = |G|E (mit der Einheitsma-
trix F). Es folgt

XX*D=XX"DXX'=X(|GIE)X ' = |G|E

und damit X X* = |G|D7!. Sei Z(c) = {g € G | gcg™* = ¢} der Zentralisator
von ¢ in G. Dann ist |¢| = |G : Z(c)|. Die letzte Matrizengleichung besagt damit:

(4.8) Zweite Orthogonalitétsrelation. Fir je zwei Konjugationsklassen c,d
gilt >y xv(©)xv(d) = 6calZ(c)]. D
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5 Darstellungen von Produkten

Sei V' eine Darstellung von G und W eine von H {iber K. Auf dem Tensorprodukt
V @ W erhalten wir eine Darstellung von G x H durch

(g,h) - (v®w) = gv @ hw.

Hat K die Charakteristik Null, so gilt fiir diese, wieder V' ® W bezeichnete,
Darstellung von G x H

xvew (9, h) = xv(9)xw(h).

Den Vektorraum Hom(V, W) machen wir zu einer G x H-Darstellung durch

((g,h) - ©)(v) = hp(g~ ).

Damit wird der kanonische Isomorphismus V* @ W — Hom(V, W) ein Isomor-
phismus von G x H-Darstellungen.

Sind Vi, Vo G-Darstellungen und Wy, Wy H-Darstellungen, so ist der kanoni-
sche Isomorphismus

(5.1) Hom(V;, V3) ® Hom(W5, Ws) — Hom(V; @ W1, Vi @ Wa)

ebenfalls einer von G x H-Darstellungen; denn diese Abbildung ist tautologisch
als a® f — a® (3 definiert; die G x H-Operation links ist durch (g,h)(a® 3) =
lgady—1 @ 1Bl definiert und rechts durch (g, h)(a ® ) = lgn (a0 @ B)lgn-1,
was aber eben dasselbe ist.

(5.2) Notiz. Seien |G| und |H| in K invertierbar. Dann gilt
(Vi@ Wi, Va®@ Wa)axm = (Vi,v2)a{ Wi, Wa)n.

(wir haben die verwendete Gruppe als Index geschrieben.)
BEWEIS. Die linke Seite ist der Rang von

1
|G x H| Z (e

(9,h)eGxH

in Hom(V; ® Wi, Vo ® Wy). Vermoge des Isomorphismus (5.1) entspricht diesem

Operator aber
1 1
— E ly, @ — E ln,
Gl 2= TH] 2™
geG

heH
und dieser hat die rechte Seite der behaupteten Gleichheit als Rang. O

(5.3) Satz. Sei K algebraisch abgeschlossen. Dann ist
Irr(G,K) x Irr(H,K) = Irr(G x H,K), (VVW)—=VoW

definiert und bijektiv.
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Bewers. Sind V und W irreduzibel, so ist nach (5.2) (V@ W, V@ W) =
(V,VY W, W) =1, damit V ® W irreduzibel und die genannte Abbildung de-
finiert. Wegen der Orthogonalitdt der Charaktere ist sie auch injektiv. Die An-
zahlformel (3.11) zeigt, dafl es nicht mehr irreduzible Darstellungen von G x H
geben kann, als diese Konstruktion liefert. O

6 Die Struktur der Gruppenalgebra

Sei C(G, K) der Vektorraum aller Abbildungen G — K. Er wird zu einer linken
G-Darstellung durch (g - a)(z) = «a(z,g) und zu einer rechten G-Darstellung
durch (a - h)(z) = a(hx). Diese beiden Operationen von G sind miteinander
vertauschbar: (g-«a)-h=g-(a-h).

Allgemein sei eine (G, H)-Darstellung V' ein H-Vektorraum V' mit einer linken
G-Darstellung und einer rechten H-Darstellung, so daf} fiir ¢ € G, v € V und
h € H immer g- (v-h) = (g-v)-h gilt. Aus einer (G, H)-Darstellung V' erhalten
wir eine linke G x H-Darstellung auf V' durch (g, ) -v = gvh™. Auf diese Weise
entsprechen die (G, H)-Darstellungen den G x H-Darstellungen.

Sei V' eine linke G-Darstellung. Wir machen den Dualraum V* durch (¢ -
g)(v) = ¢(gv) zu einer rechten G-Darstellung.

Einem Paar (p,v) € V* x V ordnen wir die Funktion d,,:¢g — ¢(gv) in
C(G,K) zu. Die Zuordnung ¢,v +— d,, ist linear in ¢ und v und induziert
deshalb eine lineare Abbildung

sy VeV = C(G,K),p Qv i—dy,.

Wir machen V*® V' zu einer (G, G)-Darstellung, indem ¢ von links durch 1 ® 1,
und von rechts durch [, ® 1 operiert. Aus den Definitionen verifiziert man:

(6.1) Notiz. Die Abbildung sy ist ein Homomorphismus von (G,G)-Darstel-
lungen. O

Wir definieren eine lineare Abbildung ty:Hom(V,V) — C(G,K) durch
tvarg — Sp(ly o o) = Sp(a o l,;). Wir machen Hom(V,V) zu einer (G,G)-
Darstellung durch (g - - h)(v) = ga(hv). Es ist

ty(g-a-h)(x) = Sp(lyalyl,) = Sp(lpllo)

und
(g-tva-h)(z) =tya(heg) = Sp(lhga).
Also gilt:
(6.2) Notiz. ty ist ein Homomorphismus von (G, G)-Darstellungen. O

Wir haben einen linearen Isomorphismus 0: KG — C(G,K), > a(g)g — «.
Wir tbertragen damit die Multiplikation von KG. Das Produkt in C(G, K)
bezeichnen wir mit («, 3) — « % § und nennen es Faltung. Wegen

g u g u h

(Z a(a)g) (2}; B(h)h) == (Z Oz(g)ﬁ(g‘W)) u=> (Z a(uh™")B(h)

)u
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ist die Faltung durch
(6-3) (axB)(u) = > a(g)Blg"u) =) a(uh™
9 h
definiert. Wir betrachten C'(G, K) mit dem Faltungsprodukt als ein Modell fiir

die reguléare Darstellung.

(6.4) Satz. Sei K algebraisch abgeschlossen und habe die Charakteristik Null.
Sei V' irreduzibel. Dann ist
dim V
TV =
|G

ty:Hom(V, V) — C(G, K)

ein Antihomomorphismus von Algebren.
BEWEIS. Wir benutzen, daf fiir jedes § € Hom(V, V') die Gleichung
Vv
(%) | | Z 1,8, (3)idy
gEG

gilt (4.1). Damit rechnen wir

Vv 2

’ ’ 5 > lgBlulyila

g,ueG

auf zweierlei Weise aus. Indem wir (%) auf > l,l,~1l,~1 anwenden und (4.6)
einsetzen, erhalten wir

Indem wir () auf »_ 1,0l,l-1 anwenden, erhalten wir

V]
@l zu:sp(mu)zu_la.

Auf die damit gewonnene Gleichheit wenden wir die Spur an und erhalten

Vi

Sp(Ba) = ‘G’ZSp l.B) Sp(ly—1c).

Wir ersetzen 3 durch [;3 und erkennen in

V
‘ |tvaf * tvﬁ

tV(ﬁa) ’G|

die Behauptung. O
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(6.5) Satz. Das Bild von 7y ist der V-isotypische Bestandteil von C(G, K)
beziiglich der linken G-Operation und der V*-isotypische Bestandteil beziiglich
der rechten G-Operation. Als (G, G)-Darstellung ist Hom(V, V') irreduzibel und
das Bild von Ty der Hom(V, V')-isotypische Bestandteil der (G, G)-Darstellung.

BEWEIS. Die kanonische Abbildung V* ® V' — Hom(V, V) ist ein Isomorphis-
mus von (G, G)-Darstellungen. Nach (5.3) ist deshalb Hom(V, V) als (G, G)-
Darstellung irreduzibel. Da 7, # 0 ist, ist 7y injektiv. Das Bild von 7y liegt
sicherlich im V-isotypischen Teil. Wir wissen schon, daf} dieser die Dimension
|V']? hat. Also ist 7 ein Isomorphismus wie angegeben. O

(6.6) Bemerkung. Das Bild des Einselementes, also der Identitét von V', bei
Ty ist die Funktion g — Sp(l,) = xv(g). Bei dem Isomorphismus KG = C(G, K)
entspricht das dem Idempotenten ey.. Wenn wir statt 7, mit Homomorphis-
men arbeiten wollen, kénnen wir den Antihomomorphismus Hom(V* V*) —
Hom(V, V), 5* — (3 davorschalten. Dann wird die Identitét auf das entsprechen-
de Idempotente abgebildet. &

Als Algebra ist Hom(V, V') isomorph zur Matrixalgebra der (|V], |[V'|)-Matrizen
iiber K. Wir haben damit die reguldre Darstellung in das Produkt solcher Ma-
trixalgebren zerlegt. Genauer

B Hom((V,V) - CG K), (zv)— > 7v(zy)

velrr(a,k) vel

ist ein Antiisomorphismus von Algebren. In dieser Aussage steckt noch die Ortho-
gonalitit 7y (x)mw (y) = 0 fir V' 22 W. Das ist aber eine Folge aus eyey = 0.

7 Darstellungsringe

Sei RT(G, k) die Menge der Isomorphieklassen von endlichdimensionalen Dar-
stellungen von G iiber k. Durch direkte Summe von Darstellungen wird daraus
ein abelsches Monoid mit universeller Gruppe R(G, k).

(7.1) Satz. Sei |G| ink invertierbar. Dann ist R(G, k) die freie abelsche Gruppe
tiber den Isomorphieklassen irreduzibler Darstellungen.

BEWEIS. Sei R(G,k) die besagte freie abelsche Gruppe. Wir erhalten einen
Homomorphismus i: R* (G, k) — R(G,k) durch i(V) = >, ;naA, worin ny
die Multiplizitit von A € Irr(G,k) in V ist. Fiir diesen Homorphismus wird
die universelle Eigenschaft direkt mit der universellen Eigenschaft einer Basis
verifiziert. O

Das Tensorprodukt von Darstellungen liefert auf R*(G, k) eine weitere asso-
ziative und kommutative Verkniipfung mit der trivialen eindimensionalen Dar-
stellung als Einselement. Die Vertréglichkeit (1.4) des Tensorprodukts mit direk-
ten Summen besagt, dafl dal diese Multiplikation ® beziiglich der Addition bi-
additiv ist. Damit wird R (G, k) ein Halbring, und der zugehorige Grothendieck-
Ring heifle Darstellungsring von G iiber k.
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Habe k die Charakteristik Null. Die Zuordnung V' — yy/, die jeder Darstellung
ihren Charakter zuordnet, ist wegen (3.2) ein Homomorphismus x*: RT (G, k) —
KI(G, k) in den Ring der Klassenfunktionen. Wir erhalten einen induzierten Ho-
momorphismus x: R(G, k) — KI(G, k). Da die Charaktere irreduzibler Darstel-
lungen linear unabhéngig sind, ist y injektiv. Das Bild heifit der Charakterring
von G.

(7.2) Aufgaben und Erginzungen.

1. Fiir eine endliche abelsche Gruppe G ist R(G, C) isomorph zum Gruppenring
ZG* der Charaktergruppe G* iiber den ganzen Zahlen. (Letztere ist isomorph zu
G.)

8 Burnside-Ringe

Sei AT(G) die Menge der Isomorphieklassen endlicher G-Mengen. Durch disjunk-
te Summe (Addition) und cartesisches Produkt (Multiplikation) wird A*(G) zu
einem kommutativen Halbring. Der Grothendieck-Ring dazu heifle Burnside-Ring
von G und werde mit A(G) bezeichnet. Sei [S] das Bild der G-Menge S in A(G).

Ist H < G eine Untergruppe, so gelten fiir die Anzahlen der H-Fixpunkte
offenbar die Regeln

(ST =S| +[T7],  [(SxT)"| = |S"||T"].

Die Zuordnung S + |S¥| ist deshalb ein Homomorphismus A*(G) — Z von
Halbringen und liefert nach der universellen Eigenschaft des Grothendieck-Ringes
einen Homomorphismus von Ringen

(8.1) o A(G) — Z,

der H-Marke von A(G) heifle. Seien H und K in G konjugiert, d. h. es gebe
g € G mit gHg™! = K. Fiir jede G-Menge S induziert dann die Linkstrans-
lation I, eine Bijektion [,: S” — S¥. Deshalb hingt die H-Marke nur von der
Konjugationsklasse (H) von H ab. Wir nennen H subkonjugiert zu K, wenn H
zu einer Untergruppe von K konjugiert ist. Wir erinnern daran, da} G/H und
G /K genau dann isomorph sind, wenn H und K konjugiert sind. Aus G/HY # ()
folgt, da8 L zu H subkonjugiert ist. Die G-Automorphismenmenge von G/H ist
isomorph zur Gruppe NH/H = W H; darin ist NH = {g € G | gHg™' = H}
der Normalisator von H in G. Der Quotient W H wird auch Weyl-Gruppe von
H in G genannt — wegen dieser Bezeichnung fiir den Fall, dal H der maximale
Torus einer kompakten Lieschen Gruppe G ist.?

Sei ®(G) die Menge der Konjugationsklassen von Untergruppen von G und
C(G) der Ring aller Abbildungen ®(G) — Z. Subkonjugation induziert eine
teilweise Ordnung auf ®(G). Wir sammeln die H-Marken zu einem Homomor-
phismus von Ringen

3Siehe Th. Brocker, T. tom Dieck: Representations of compact Lie groups. Springer-Verlag.
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(8.2) 0: A(G) — C(G),
der z € A(G) auf die Funktion (H) — ¢g(z) abbildet.

(8.3) Satz. Additiv ist A(G) die freie abelsche Gruppe tber den Isomorphie-
klassen von homogenen Mengen G/H. Der Homomorphismus ¢ ist injektiv.

BEWEIS. Da eine G-Menge disjunkte Summe von Bahnen ist und eine Bahn
isomorph zu einer homogenen Menge der Form G/H, erzeugen die [G/H| die
Gruppe A(G). Sei )y an[G/H]| = 0 eine echte lineare Relation mit ganzzah-
ligen Koeffizienten apy. Unter den (H) mit ap, # 0 sei L maximal beziiglich
Subkonjugation. Aus G/H% # () folgt, dal L zu H subkonjugiert ist. Also gilt

0=¢(> ay|G/H]) = ar|G/L*| = ar|[WL| #0.

(H)

Widerspruch. Das zeigt die lineare Unabhéngigkeit der [G/H]. In derselben Weise
folgt auch die Injektivitéat von . O

Fiir Permutationsdarstellungen gelten die Regeln
E(SUT)=k(S)®k(T), k(SxT)=k(S)®k(T).
Die Zuordnung S +— Q(S) induziert deshalb einen Ringhomomorphismus

(8.4) nq: A(G) — R(G,Q).

Er ist im allgemeinen weder injektiv noch surjektiv.

Um die Multiplikation in A(G) zu bestimmen, mul man die Produkte der
Form [G/H]|G/K] kennen. Die G-Bahnen der Menge G/H x G//K entsprechen
den Doppelnebenklassen HgK, siehe (77). Damit erhilt man:

(8.5) Notiz. Die Multiplikation in A(G) ist durch

(G/H] % [G/K]= ) [G/HNgHg™]

HgKeH\G/K
gegeben. O

Ist speziell G abelsch, so ist [G/H||G /K] = ¢[G/H N K], wobei sich ¢ aus einer
Anzahlbestimmung ergibt. Dieselbe Formel ergibt sich, wenn K Normalteiler von
G ist.

Die Abbildung (8.2) ist ein injektiver Homomorphismus zwischen freien abel-
schen Gruppen von gleichem Rang. Der Kokern ist also eine endliche abelsche
Gruppe. Im néchsten Satz bestimmen wir angepafite Basen fiir diese Inklusion.

(8.6) Satz. Flir jede Konjugationsklasse (H) gibt es ein Element xgy € C(G),
das der Gleichung ¢(G/H) = |W H|x gy gentigt. Die Menge {x@y | (H) € ®(G)}
ist eine Z-Basis von C(G).
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BEWEIS. Die Automorphismengruppe WH von G/H operiert frei auf G/H
durch (¢gH,nH) — gnH. Deshalb operiert WH frei auf allen Fixpunktmen-
gen G/HX. Mit anderen Worten: Die Funktionswerte von ¢(G/H) sind alle
durch |WH| teilbar. Das liefert x(g). Der Wert von x(y) an der Stelle (H)
ist 1. Fiir alle (K) mit (K) £ (H) ist der Wert Null. Also ist die Werteta-
belle (H), (K) — xy)(K) eine Dreiecksmatrix (beziiglich der Partialordnung
»subkonjugiert ) mit Einsen auf der Diagonale. Daraus folgt, dafl die xx) eine
Basis bilden. O

(8.7) Folgerung. Der Kokern von ¢ ist isomorph zu

Il z/wH.

(H)ed(G)



10 Galois-Theorie

1 Die Galois-Korrespondenz

In der Galois-Theorie werden Korpererweiterungen mit Hilfe ihrer Symmetrie-
gruppen untersucht. Es gibt zwei Standpunkte: Entweder geht man von Korperer-
weiterungen oder von Symmetriegruppen aus. In diesem Abschnitt formulieren
wir die Struktursétze der Galois-Theorie.

Eine Galois-Symmetrie (K,G) besteht aus einem Korper K zusammen mit
einer endlichen Gruppe G C Aut(K) von Automorphismen von K.

Eine Erweiterung K|k heifit Galois-Erweiterung, wenn sie endlich ist und die
Gruppe G = G(K|k) der k-Automorphismen von K die Ordnung [K : k| hat.
Die Gruppe G heifit dann die Galois-Gruppe von K|k. Die beiden Standpunkte
sind dquivalent, wie im dritten Abschnitt gezeigt wird:

(1.1) Satz. Folgende Aussagen tber eine Erweiterung K|k sind dquivalent:
(1) K|k ist eine Galois-Erweiterung.
(2) Es gibt eine Galois-Symmetrie (K,G) mit der Fizpunktmenge k = K©.
Gelten diese Aussagen, so ist G die Galois-Gruppe von K|k.

Sei eine Galois-Symmetrie gegeben. Wir haben dann eine effektive Operation
von G auf K durch G x K — K, (0,z) — o(x). Jede Untergruppe H < G hat
einen Unterkérper K von K als Fixpunktmenge. Zu jedem F' C K gibt es die
Standgruppe Gr = {0 € G | Vo € F,o(x) = x}. Wir betrachten k = K¢ als
Grundkérper der Galois-Symmetrie. Mit Un(G) bezeichnen wir die Menge der
Untergruppen von G und mit Zw(K) die Menge der Zwischenkorper von K|k.

Die Hauptresultate der Galois-Theorie sind die beiden folgenden Korrespon-
denzsdtze. Sie werden im dritten Abschnitt bewiesen.

(1.2) Satz. Sei (K,G) eine Galois-Symmetrie. Die Zuordnungen ®:U — KY
und X: F — Gp sind zueinander inverse Bijektionen ®:Un(G) — Zw(K) und
Y:Zw(K) — Un(G). Ferner gelten fir U € Un(G) und F € Zw(K) die folgenden
Anzahlrelationen

(K K] =|U|, [KY - k] = |G/UL, [K : F] = |Gp|, [K : k] = |G/Gpl.

Ein zweiter Korrespondenzsatz betrifft Morphismen. Fir L, M € Zw(K)
bezeichen wir mit Morg(L, M) die Menge der Homomorphismen L — M
von k-Algebren (k-Morphismen). Fir A, B € Un(G) bezeichen wir mit
Abbg(G/B,G/A) die Menge der G-Abbildungen G/B — G/A. Die Auswer-
tung Abbg(G/B,G/A) — GJ/AP, a — a(eB) ist bijektiv. Genau dann liegt oA
in G/AP, wenn 071 Bo C A ist.

(1.3) Satz. Wir fizieren Paare L, M € Zw(K) und A, B € Un(G) mit L = K4
und M = KB, die sich nach (1.2) eindeutig entsprechen.
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(1) Genau dann bildet 0 € G den Kérper L in den Korper K ab, wenn
oA € G/AB ist. Aus cA =TA folgt o|L = 7|L. Die Zuordnung

®: Abbg(G/B,G/A) = G /AP — Mory (K4, K?B), o o|A

1st bijektiv.
(2) Zu jedem ¢ € Mory(L, M) gibt es ein o, € G mit 0,|L = ¢. Aus o|L =
T|L folgt cA = TA. Die Zuordnung

Mory,(L, M) — G /AP = Abbo(G/B,G/A), ¢+ a,A
st bijektiv und invers zu .

Wir formulieren nun (1.2) und (1.3) als eine Isomorphie von Kategorien um.
Die Zwischenkorper zusammen mit den k-Morphismen bilden ndmlich eine Ka-
tegorie Zw(K'). Die Untergruppen von G zusammen mit Abbg(G/B,G/A) als
Morphismenmenge von B nach A bilden eine Kategorie Un(G). Verwendet man
nicht die Objekte A sondern G/A, so erhélt man die Orbitkategorie Or(G), die
vom Standpunkt der Kategorientheorie natiirlicher als Un(G) ist.

Wir definieren kontravariante Funktoren &:Un(G) — Zw(K) und
¥:Zw(K) — Un(G). Auf den Objekten wurden die Funktoren in (1.2) definiert,
auf den Morphismen in (1.3). Um die Funktoreigenschaften besser zu erkennen,
zeigen wir, dafl beide Funktoren im wesentlichen Hom-Funktoren sind.

Sei a € Abbg(G/B,G/A). Damit definieren wir ®(a) € Mory (K4, K?) durch
das folgenden kommutative Diagramm.

*

«

Abbg(G/B,K) —%—+ Abbg(G/A, K)

d(a)

KB K4

Darin ist o die Zusammensetzung f — f o a (Hom-Funktor). Die senkrechten
Isomorphismen sind durch die Auswertung am neutralen Element gegeben.

Fir jedes F' € Zw(K) triagt Mory(F, K) eine G-Operation (o, ) — o o f3.
Indem wir 0 € G C Mor, (K, K) auf F' einschrénken, erhalten wir eine Abbildung
G — Morg(F, G), die nach Konstruktion eine injektive G-Abbildung

(1.4) ir:G/Gpr — Mor,(F, K)

liefert. Nach (1.3) ist diese Abbildung auch surjektiv.
Sei B € Morg(L, M) gegeben. Wir definieren ¥(3) € Abbg(G/Gr, G/GL)
durch die Kommutativitdt des folgenden Diagrammes.

*

Mory (M, K)

Mor (L, K)

(3 ir

ciew P e,
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Darin ist 5* die Zusammensetzung f — fof (Hom-Funktor). Nach Konstruktion
ist () eine G-Abbildung. Der folgende Satz ist nur noch eine Zusammenfassung
von (1.2) und (1.3). Davon moge man sich tiberzeugen.

(1.5) Satz. Die Funktoren ®:Un(G) — Zw(K) und ¥:Zw(K) — Un(G) sind

zueinander inverse kontravariante Isomorphismen von Kategorien. O

(1.6) Satz. Sei (K,G) ein Galois-Symmetrie. Die G-Operation macht K zu
einer G-Darstellung tiber k. Diese Darstellung ist isomorph zur reguldren Dar-
stellung.

Nach diesem Satz gibt es insbesondere ein Element a € K, so dal {o(a) | 0 €
G} eine k-Basis von K ist. Eine Basis dieser Form nennt man Normalbasis der
Erweiterung K|k. Deshalb heifit der letzte Satz auch Satz von der Normalbasis.

2 Verschrinkte Darstellungen

Wir legen eine Galois-Symmetrie (K, G) mit Grundkérper & = K¢ zugrunde.
Eine verschrankte (K, G)-Darstellung besteht aus einem K-Vektorraum W und
einer Operation von G auf W mit den folgenden Eigenschaften

(1) Die Linkstranslation l,: W — W, w — o(w) mit ¢ € G ist k-linear.

(2) FirAe K, 0 € Gund w e W gilt o(Aw) = o(N)o(w).
Ist W eine verschriankte (K, G)-Darstellung, so ist W insbesondere eine G-
Darstellung iiber £ und V = WY ein k-Unterraum. Das Standardbeispiel einer
verschrinkten (K, G)-Darstellung ist W = K mit der durch G C Aut(K) vor-
gegebenen Operation. Der ndchste Hauptsatz iiber verschrinkte Darstellungen
besagt, dal es nur direkte Summen des Standardbeispiels gibt.

(2.1) Satz. Sei W eine verschrinkte (K, G)-Darstellung. Dann ist eine k-Basis
von V' eine K-Basis von W.

Im Beweis dieses Satze brauchen wir das néichste sogenannte Dedekindsche
Lemma iiber die lineare Unabhéngigkeit von Algebrenhomomorphismen. Ist A
eine k-Algebra, so bezeichnen wir mit Alg, (A, K) die Menge der Homomorphis-
men A — K von k-Algebren.

(2.2) Satz. Die Menge Alg, (A, k) \ {0} ist im K-Vektorraum Homg(A, K) li-
near unabhdngig.

BEWEIS. Seien ¢, ..., ¢, € Alg, (A, K) paarweise verschiedene Elemente (von
Null verschieden). Seien je n — 1 davon linear unabhéngig (Induktion nach n).
Sei eine lineare Relation ) ; A;p;(a) = 0 fiir alle a € A mit gewissen \; € K
gegeben. Weil die ¢; Homomorphismen sind, gilt dann auch fiir alle a,b € A die
Relation 0 = >, Ajp;(a)p;(b). Wir subtrahieren von dieser Gleichung die mit
¢1(b) multiplizierte erste und erhalten

Z%’(%‘(b) —p1())pj(a) = 0.
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Aus der linearen Unabhéngigkeit folgt A;(p;(b) — ¢1(b)) = 0 fiir alle b. Wegen
©; # @1 zeigt das \; = 0. O

Im vorstehenden Satz wird von A nicht verlangt, daf§ ein Einselement existiert
oder daf3 A assoziativ ist.

(2.3) Folgerung. FEs ist dimy Homy (A, K) = dimg(A). Also gilt
|Alg, (A, K)| < dimg(A).
Insbesondere gilt die Abschdtzung

| Morg(F, K)| < dimyg F' = [F : k]

fir alle F € Zw(K). O
(2.4) Folgerung. Die Menge G C Alg, (K, K) ist in Homy(K, K) K-linear
unabhdngig. O
Beweis von (2.1). Seien vy, ...,v, € V k-linear unabhéngig. Je n — 1 seien linear

unabhéngig iiber K in W. Sei \jv1+- - -+, v, = 0 eine echte lineare Relation iiber
K. Dann ist A\, # 0, und wir nehmen deshalb ohne Schaden A\, = 1 an. Durch
Anwendung von ¢ wird aus der linearen Relation > o(A;)v; = 0, da v; € we
ist. Wir subtrahieren beide Relationen und erhalten wegen o()\,) = o(1) = 1 aus
der linearen Unabhéngigkeit von vy, ...,v,_1, dal o(};) = A, ist. Da dieses fiir
alle o gilt, liegen die \; in k = K¢. Damit haben wir eine lineare Relation {iber
k, im Widerspruch zur Annahme.

Wir miissen noch zeigen, daf§ V' den K-Vektorraum W erzeugt. Falls dem nicht
so ist, gibt es eine K-lineare Abbildung f: W — K, die auf V' verschwindet, aber
nichttrivial ist. Das Element ) __. o(Aw) liegt fiir alle A € K und w € W in
W¢ =V. Also gilt

0=FQ o) =) o) f(o(w))

g g

Diese Gleichung ist eine lineare Relation zwischen den Elementen von G. Nach
(2.4) ist fo(w) = 0 und speziell f(w) = 0 fiir alle w € W, im Widerspruch zu
f#0. O

Wir definieren nun die fiir unsere Zwecke wichtigen verschréinkten Darstellun-
gen. Sei S eine endliche G-Menge. Der K-Vektorraum Abb(S, K) aller Abbildun-
gen S — K ist eine K-Algebra vermoge Addition und Multiplikation von Funk-
tionswerten. Sie triigt die G-Operation (o, f) — o * f mit (o f)(s) = o f(c7's).
Die Fixpunktmenge ist die Menge Abbg(S, K) aller G-Abbildungen.

(2.5) Notiz. Der K-Vektorraum A = Abb(S,K) zusammen mit der eben
definierten G-Operation ist eine verschrinkte (K,G)-Darstellung. Jedes Ele-
ment von G wirkt auf A als ein Automorphismus von k-Algebren. Speziell ist

Abbg(S, K) = Abb(S, K)¢ eine k-Algebra.



T. tom Dieck 3 Beweis der Korrespondenzsétze 167
BEWEIS. Firce G, Ae K, f € Aund s € S gilt

(0% (A))(s) =c(Af(o7's)) =a(N) o f(o's)

und besagt die Regel (2) einer verschrankten Darstellung o (Af) = a(\)- (o * f).
Die Aussagen o (fi + fo) = o x fi + o x found o * (fif2) = (0 % f1) - (0 % fa)

folgen unmittelbar durch Einsetzen der Definitionen. Da jedes Element von G als
Automorphismus von k-Algebren wirkt, ist die Fixpunktmenge eine k-Algebra.O

Wegen (2.5) konnen wir auf A = Abb(S, K) den Satz (2.1) anwenden und
erhalten:

(2.6) Notiz. Fiir jede endliche G-Menge S gilt

3 Beweis der Korrespondenzsitze

Wir beweisen die Sitze (1.2) und (1.3) fiir eine Galois-Symmetrie. Wir verwenden
die Bezeichungen der vorigen Abschnitte.

Beweis von (1.2). Fiir jede Untergruppe U von G gilt

(3.1) dimy, KV = |G/U|.

BEWEIS. Wir haben einen Isomorphismus von k-Algebren
Abbg(G/U K) — KY,  f s f(el).

Nach (2.6) ist die k-Dimension der linken Seite gleich |G//U]|. O
Sei F' € Zw(K). Wir haben die Ungleichungen

dimy, F > | Mor(F, K)| > |G/GF| = dimj, K¢* > dim, F.

Die erste Ungleichung wird durch (2.3) gegeben; die zweite durch die Injektivitét
der Abbildung ir aus (1.4); die Gleichheit ist (3.1); die letzte Ungleichung gilt
wegen der Inklusion F' C K9F, die aus der Definition von G folgt. In der Kette
steht also iiberall die Gleichheit. Das bedeutet:

(3.2) OX(F) = F.
(3.3) dim; F = |G/Gr|.
(34) G/GF %JMOI']C(F, K)

Mit (3.1) und (3.3) sind die Anzahlrelationen von (1.2) gezeigt. Mit (3.4) ist die
Bijektivitdt von ip in (1.4) bewiesen.
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Sei = KV fiir U € Un(G). Wir haben die Gleichungen
|G/U| = dimy, KY = dim;, F = |G /G|

Die erste ist (3.1), die zweite die Definition von F' und die dritte (3.3). Nach
Definition von F' gilt U < Gp; also folgt die Gleichheit U = G, d. h.

(3.5) XP(U) =U.
Mit (3.2) und (3.5) sind die Aussagen iiber ® und ¥ in (1.2) gezeigt. O

Beweis von (1.3). Sei 0 € G und o(L) C M. Wegen M = K7 gilt fiir jedes
b € B die Gleichheit bo|L = o|L. Demnach bildet ¢ 'bo den Kérper L in sich
ab und liegt nach (1.2) in A. Also gilt cA € G/AB. Ist oa = 7 fiir ein a € A, so
gilt wegen L = K4 die Gleichheit o|L = 7|L. Damit ist ® als wohldefiniert und
injektiv erkannt.

Sei ¢ € Mory (L, M). Wegen (3.4) gibt es ein o, mit o,|L = ¢. Ist ¢|L = 7|L,
so bildet 77 !¢ den Koérper L in sich ab und liegt deshalb in A. Damit ist X als
wohldefiniert erkannt.

Nach Konstruktion sind > und ® zueinander invers. O

Beweis von (1.1). (1) = (2). Sei G = G(K|k) = Mori(K, K) die Automor-
phismengruppe der Erweiterung K|k. Die Gruppe G(K|K®) enthilt G' nach
Konstruktion. Nach (2.3) ist |G(K|K%)| < [K : K¢]. Aus der Kette

(K : k] =G| < |G(K|K®)| < [K : K9] < [K : K]

folgt die Gleichheit k = K. Also ist (K, G) eine Galois-Symmetrie mit Grund-
korper k.

(2) = (1). Nach (1.2) ist [K : k] = |G|. Nach Definition ist G < G(K|k). Wegen
|G(K k)| < [K : k] ist G = G(K|k) und damit K|k eine Galois-Erweiterung mit
Gruppe G. a

4 Der Existenzsatz

(4.1) Satz. FEine endliche Erweiterung K|k ist genau dann ein Galois-Erwei-
terung, wenn sie normal und separabel ist.

Im Beweis dieses Existenzsatzes verwenden wir den folgenden Satz.

(4.2) Satz. Sei (K,G) eine Galois-Symmetrie, sei a € K und sei Ga die G-
Bahn von a. Dann ist
Jo= H (J: - u)

ueGa
das Minimalpolynom von a tiber k.
BEwEIs. Wir wenden o € G auf f, an und erhalten o.f, = [[,(z — o(u)). In

diesem Produkt sind gegeniiber f, die Faktoren nur vertauscht. Also ist o, f, =
fa- Da o, f, durch Anwendung von o auf die Koeffizienten von f, entsteht, sehen
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wir, daf8 diese in K¢ = k liegen. Folglich ist f, € k[z] ein Polynom mit der
Nullstelle a. Mit einer Nullstelle b mufl auch (b) Nullstelle des Minimalpolynoms
sein. Also ist f, das Minimalpolynom. O

Beweis von (4.1). Sei (K,G) eine Galois-Symmetrie. Nach (4.2) ist dann jedes
a € K Nullstelle eines Polynoms f € k[z], das tiber K in verschiedene Linear-
faktoren zerfillt. Das bedeutet aber gerade, dal K|k normal und separabel ist.
Die Umkehrung wurde in VI(4.5) gezeigt; dazu beachte man die Definitionen aus

VI.5 und VI.6. O

Eine Erweiterung Kk ist genau dann normal und separabel, wenn sie
Zerfallungskorper eines separablen Polynoms f € k[x] ist. In solchem Fall nennen
wir G(Kk) auch die Galois-Gruppe von f.

5 Reine Gleichungen

Ein Polynom der Form z" — a € k[z] heifit reines Polynom. Ein Element b einer
Erweiterung K|k heifit n- Radikal oder n-te Wurzel von a, wenn "™ = a ist. Wir
setzen im folgenden voraus, dal n € N teilerfremd zur Charakteristik von k
ist. Fiir @ # 0 haben dann 2" — @ und nz™ ! keinen gemeinsamen Teiler. Das
Polynom x™ — a ist separabel.

Sei k, |k der Zerfallungskorper von ™ — 1. Er entsteht aus & durch Adjunktion
der n-ten Einheitswurzeln.

Sei K der Zerfillungskorper von x" — a fiir a € k*. Es gibt n verschiedene
n-Radikale by,...,b, von a in K. Die Elemente 1, by/by,...,b,/b; sind dann n
verschiedene n-te Einheitswurzeln. Also gilt &k, C K. Ist b ein n-Radikal von
a und sind (y,...,(, € K die n-ten Einheitswurzeln, so sind b(y, ..., b, die n
Nullstellen von ™ — a. Ferner gilt K = k,(b). Die Erweiterungen K|k, K|k,,
k,|k sind als Zerfallungskorper separabler Polynome Galois-Erweiterungen.

(5.1) Satz. Sei k = k,, und K|k Zerfillungskorper von z™* — a, a € k*. Sei
b" = a. Die kleinste Zahl t € N, so daff b € k ist, ist unabhingig von der
Auswahl des n-Radikals b von a und ein Teiler von n. Die Galois-Gruppe von
K|k ist isomorph zu Z/t. Ferner ist K Zerfillungskérper von xt — b* € k[z].

BEWEIS. Da k = k, ist, so haben wir eben gesehen, dal K = k(b) ist. Ist
b' € k, so ist b Nullstelle von z* — b'. Sei n = gt +r mit 0 < r < ¢. Dann ist
b~ = b" € k im Widerspruch zur Minimalitit von ¢. Ebenso sieht man, dafl
b* genau dann in k liegt, wenn ¢ ein Teiler von s ist. Wegen t|n ist z' — b ein
Teiler von 2™ — 0" = 2" — a und zerféllt in K in Linearfaktoren. Also ist K auch
Zerfallungskorper von x! — bt

Sei ¢ € G(K|k). Mit b ist auch ¢(b) eine Nullstelle von z* — b*. Folglich gilt
©(b) = £"¥)b mit einer primitiven ¢-ten Einheitswurzel ¢, die nach Voraussetzung
in k =k, liegt. Es ist r(¢) modt durch ¢ eindeutig bestimmt, und ¢ +— r(¢p) ist
ein injektiver Homomorphismus v: G(K|k) — Z/t. Insbesondere ist G(K|k) zyk-
lisch. Sei ¢ ein erzeugendes Element von G(K|k). Dann ist ¢(u) = u dquivalent
zu u € k. Wir haben also die folgenden Aquivalenzen: t|s genau wenn b° € k
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genau wenn b® = @(b%) = €7@ genau wenn £7¥)* = 1. Also muB &%) eine
primitive ¢-te Einheitswurzel sein. Somit hat ¢ die Ordnung ¢, und ~ ist ein
Isomorphismus. O

(5.2) Satz. Sei k = k, und K|k eine Galois-Erweiterung mit Gruppe Z/n.
Dann gibt es ein b € K mit b € k und K = k(b). Es ist dann K der
Zerfillungskorper von ™ — b" € k[x].

BEWEIS. Sei ¢ € G(K|k) ein erzeugendes Element, sei ¢ € K und ¢ € K eine
primitive n-te Einheitswurzel. Das Element b = b(c) = ¢+ (" tp(c) + -+ +
¢~ Dn=1(c) erfiillt ¢(b) = ¢b. Es gibt ein ¢ € K, so daB b(c) # 0 ist, weil die
Elemente von G(K|k) linear unabhéngig in Homy (K, K) sind (2.4).

Die Automorphismen 1,¢,...,o" ' sind wegen ¢’/(b) = (/b auf k(b) alle
verschieden. Also ist [k(b): k] > n und demnach K = k(b). Ferner ist wegen
e(b™) = (¢b)™ = b"™ das Element b" invariant unter der Galois-Gruppe und liegt
deshalb in k. O

6 Konsequenzen aus den Hauptsitzen

(6.1) Satz. Eine Galois-Erweiterung hat nur endlich viele Zwischenkorper, da
jeder Zwischenkorper Fizpunktmenge einer Untergruppe der Galois-Gruppe ist.0

(6.2) Satz. Sei K|k Galois-Erweiterung und L ein Zwischenkdrper. Dann ist
K|L Galois-Erweiterung mit Galois-Gruppe Gp,. O

(6.3) Satz. Sei L|k eine endliche separable Erweiterung. Dann ist L Zwischen-
korper einer Galois-Erweiterung K|k.

BEweEIs. Ist ndmlich L = k(ay,...,a,), so wihle man als K den
Zerféllungskorper der Minimalpolynome der a;. O

(6.4) Satz. FEine endliche separable Erweiterung L|k besitzt ein primitives Ele-
ment, d. h. es gilt L = k(a) mit einem a € L.

BEWEIS. Die Erweiterung hat nur endlich viele Zwischenkorper. Ein Vektor-
raum iiber einem unendlichen Korper ist nicht Vereinigung endlich vieler echter
Unterrdume. Ein Element a, das in keinem echten Zwischenkorper liegt, liefert
L = k(a). Ist L endlich, so gilt die Aussage, weil L* zyklisch ist. O

(6.5) Folgerung. Fine Galois-Erweiterung ist Zerfillungskiorper eines geeig-
neten rreduziblen Polynoms. O

(6.6) Satz. Erweiterungen L|k und M|k in Zw(K|k) sind genau dann k-
isomorph, wenn Gy und Gy in G konjugiert sind. O

(6.7) Satz. Sei L C M eine Inklusion von Zwischenkorpern von K|k. Dann ist
G(M|L) isomorph zu (NG N GL)/Gur. Genau dann ist M|L galoissch, wenn
Gy QGyp ist; in diesem Fall ist G(M|L) = GL/G .



T. tom Dieck 6 Konsequenzen aus den Hauptséitzen 171

BEWEIS. Da K|L eine Galois-Erweiterung mit Gruppe G, ist, geniigt es, den
Fall L = k zu betrachten. Nach (1.3) ist dann NgG /G die Automorphismen-
gruppe von M |k. Die Erweiterung ist genau dann galoissch, wenn diese Gruppe
die Ordnung G//G); hat, wenn also G = NgG)y ist. O

Die Mengen Zw(K|k) und Un(G) tragen eine weitere Struktur, ndmlich eine
durch Inklusion gegebene teilweise Ordnung. Die Zuordnungen ® und I' keh-
ren die Ordnung um. Ordnungstheoretische Begriffe iibertragen sich also. Dafiir
einige Beispiele.

Der Schnitt zweier Untergruppen A, B ist die Untergruppe C' mit den beiden
Eigenschaften: (1) C < A, C < Bund (2) D < A, D < B impliziert D < C
(Infimum von A und B). Die von A, B erzeugte Untergruppe C' = (A, B) ist
dual als Supremum charakterisiert: (1) A< C, B<Cund (2) A<D, B<D
impliziert C' < D. Fiir die Zwischenkorper gilt Entsprechendes. Aus dem Satz
(1.2) folgt demnach:

(6.8) KANKB = KAB (KA KB) = kA8
(6.9) (Gr,Gum) = Gram, Gy =G NGy

Der von Zwischenkorpern L und M erzeugte Korper (L, M) wird auch mit LM
bezeichnet und Kompositum von L und M (in K') genannt. Die Situation (6.8)
veranschaulichen wir durch die folgenden Diagramme.

KANKE —~ KB (A,B) ~—— B

]

KAK?B A

K4 ANB

(6.10) Lemma. Genau dann ist A < (A, B), wenn B C Ng(A). In diesem
Fall ist (A, B) = AB, und wir haben dann nach einem Isomorphiesatz ABJA =
B/ANB. O

(6.11) Satz. Sei L,M € Zw(K) und LN M C L eine Galois-Erweiterunyg.
Dann ist auch M C LM eine Galois-Erweiterung. Ein o € G(LM|M) induziert

durch Einschrinkung o|L € G(L|L N M), und o — o|L ist ein Isomorphismus
G(LM|M) = G(L|Ln M).

BEWEIS. Sei L = K# und M = KB, Wegen K4 N K? = K(®*) und der Vor-
aussetzung ist A <1 ( A, B). Nach dem Lemma ist AN B <1 B und deshalb KZ C
KAMB = KAK?P eine Galois-Erweiterung. Ein o € G(LM|M) = G /G NGy =
B/A N B bildet genau dann L in sich ab, wenn o € Ng(GL) = Ng(A), was
aber der Fall ist. Der behauptete Isomorphismus entspricht dann genau dem
kanonischen B/AN B — AB/B des Isomorphiesatzes. O

In einem Kompositum von Galois-Erweiterungen kann man die Gruppe des
Kompositums aus den Gruppen der beteiligten Korper aufbauen.
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(6.12) Satz. Seien Li|k und Lo|k Galois-Erweiterungen in Zw(K|k). Die In-
klusionen Ly N Ly C Lj C LyLsy induzieren durch Einschrinkung von Automor-
phismen das Diagramm

651

G(L1Ls|k)

Q2 153}

GLalk) — e G(L 0 Lolk)

G(L1|k)

Die Abbildung
(051,042)3 G(LlLQU{) — G(Ll‘k) X G(LQlk)

ist injektiv und thr Bild besteht genau aus den Paaren (x,y) mit B1(x) = Ba2(y),
d. h. das Diagramm ist ein Pullback von Gruppen.

BEWEIS. Sind L C M Galois-Erweiterungen in Zw(K|k) mit Gy = A C G =
B, so ist die durch Einschrinkung von Automorphismen gegebene Abbildung
die Faktorabbildung G/A — G/B. Sei L; die Fixpunktmenge von A;. Dann
entspricht das obige Diagramm dem kanonischen Diagramm

G/(AiNAy) — G/A

G/As — G/A1 A
und fiir dieses ist die Behauptung klar. O

Die Injektivitdt von (a, ) bedeutet: Ist ¢ € G(L1Lylk) auf Ly und Ly die
Identitéat, so auch auf LiLs, denn Ly U Ly erzeugt Ly Lo.

Der Satz enthilt die interessante Aussage, dafl man Automorphismen von
Ly und L, zu einem von L;L, zusammensetzen kann, wenn sie auf L; N Lo
iibereinstimmen.

Man muf} in (7.12) {ibrigens nur voraussetzen, dafl L; und Ly in einem Kérper
K|k liegen. Dann ist Ly Ly|k eine Galois-Erweiterung,.

(6.13) Aufgaben und Erginzungen.

1. Sind L|K und K|k Galois-Erweiterungen, so ist L|k nicht notwendig eine
Galois-Erweiterung. Beispiele, in denen beide Erweiterungen quadratisch sind?
2. Der Korper K = Q(\/i, \/3) hat {iber Q hochstens den Grad 4. Es gibt 4
verschiedene Automorphismen, die durch (v/2,v/3) — (£v/2,£v/3) bestimmt
sind. Also ist K|Q eine Galois-Erweiterung mit Gruppe Z/2 x Z/2. Die Bahn
des Elementes v/2 + /3 hat die Lange 4. Deshalb ist K = Q(\/§ + \/3) Nach
dem Verfahren von (4.2) errechnet sich das Minimalpolynom von V2 4+ V3 zu
rt — 1022 + 1.
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7 Radikalerweiterungen

Eine Korpererweiterung K |k heifit Radikalerweiterung, wenn es eine Kette

k=LycliC...CL,=K

von Zwischenkorpern L; gibt, so dafl jeweils L; aus L,;_; durch Adjunktion ei-
ner Nullstelle eines reinen Polynoms erhalten wird. Eine Erweiterung L|k heifle
durch Radikale aufldsbar, wenn L Zwischenkorper einer Radikalerweiterung ist.
Ein Polynom f € k[z] heile durch Radikale auflosbar, wenn dieses fiir seinen
Zertéllungskorper gilt.

Der Einfachheit halber arbeiten wir im folgenden nur mit Kérpern der Cha-
rakteristik Null.

Eine endliche Gruppe G heifit auflosbar, wenn es eine Sequenz

1=Gy<Gi<...<G,, =G

von Untergruppen so gibt, daf jeweils G; < G;4; und der Quotient G;41/G,
zyklisch ist. Wir benutzen im folgenden, dafl in einer exakten Sequenz

l1-H—-G—-G/H—1

G genau dann auflosbar ist, wenn dieses fiir H und G/H gilt (siehe die Aufga-
ben).

Der folgende Satz gibt eine gruppentheoretische Charakterisierung von Radi-
kalerweiterungen.

(7.1) Satz. Eine Galois-Erweiterung L|k ist genau dann durch Radikale
auf losbar, wenn thre Galois-Gruppe aufldsbar ist.

BEWwEIS. (1) Sei K|k eine galoissche Radikalerweiterung, die L als Zwi-
schenkorper enthélt. Dann ist G(L|k) Quotient von G(K|k), und es geniigt,
letztere als auflosbar nachzuweisen. Es gibt also eine Kette

k=LyclyC...C L, =K,

worin L;4; = L;(b;) und b?(j) =c; € L;ist. Sei n =n(1)n(2)...n(m —1) und ¢
eine primitive n-te Einheitswurzel in einer Erweiterung von K. Wir adjungieren
¢ zu allen Korpern der Kette. Dann sind auch

Lj+1(C) 2 Lj(C)? K(C) Dk, k(C) Dk

Galois-Erweiterungen. Ist ndmlich K|k Zerfallungskorper von g, so ist K({) D
k Zerfallungskorper von (z" — 1) - ¢g. Ferner enthdlt L;(() eine primitive
n(j)-te Einheitswurzel, und deshalb ist L;1(() D L;(¢) nach Abschnitt 10
Zerfillungskorper von ") — e;. Da K|k Galois-Erweiterung ist, so ist G(K|k)
Faktorgruppe von G(K(()|k). Es gentigt also, letztere als auflosbar nachzuwei-
sen. In der Kette
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1 CGK(Q) [ Lim-(Q)) C ... C GK(Q)[Lo(C)) € G(K(C)IF)

ist G(K(C)|L;j+1(¢)) Normalteiler von G(K(¢)|L;(¢)) mit der Faktorgruppe
G(L;j+1(Q)|L;(Q)) := Gy, weil alle drei Erweiterungen Galois-Erweiterungen sind.
Die Gruppe G ist aber zyklisch, wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben.
Ebenso ist G(K(¢)|k(¢)) Normalteiler in G(K(¢)|k) mit zyklischer Faktorgruppe
G(k(¢)|k). Damit ist G(K(¢)|k) als auflosbar nachgewiesen.

(2) Wir miissen im allgemeinen die Voraussetzung des ersten Beweisschrit-
tes sicherstellen. Wir zeigen dazu: Eine Radikalerweiterung ist in einer galois-
schen Radikalerweiterung enthalten. Der Beweis wird durch Induktion nach dem
Korpergrad gefithrt. Sei zunéchst K = k(a) und a Nullstelle von 2" — a. Der
Zerfallungskorper dieses Polynoms ist dann durch k,(a) D k, D k gegeben, und
beide Schritte sind Radikalerweiterungen.

Sei nun K|L|k und K = L(b) mit b™ € L. Wir wihlen eine galoissche Radika-
lerweiterung L'|L|k mit Gruppe G = G(L'|k). Der Zerfallungskorper K’ von

g=[]@" =)

peCG

iber L' ist eine Radikalerweiterung. Da g Koeffizienten in & hat, ist K’|k eine
Galois-Erweiterung.
Sei umgekehrt G(K |k) = G auflosbar. Wir wihlen eine Reihe

1=G,<G,1<...<4G =G

mit zyklischen Faktoren G;/Gj11. Sei L; die G;-Fixpunktmenge in K. Wir haben
dann eine Kette von Zwischenkorpern

KILmDmelD...DLOIk,

worin L;1|L; eine Galois-Erweiterung mit Gruppe G;/G;; ist.
Wir adjungieren zu dieser Kette wieder eine primitive n-te Einheitswurzel ¢
fiir n = |G|. Es gentigt dann zu zeigen, daf

K(¢) = Lm(C) D Lin-1(¢) D ... D Lo(C) = k(C) Dk

eine Radikalerweiterung ist. Wieder ist mit L;1|L; auch L;1(¢)|L; eine Galois-
Erweiterung. Wenn wir zeigen, da8 L;.1(¢)|L;(¢) eine Radikalerweiterung ist,
sind wir fertig. Nach (6.2) miissen wir dazu die Galois-Gruppe als zyklisch nach-
weisen. Der Homomorphismus in eine zyklische Gruppe

G(Lj1(Q)|L;(C)) = G(Lj1(Q)IL;) — G(Ljsal|Ly)

ist aber injektiv, denn ein Element im Kern ist auf L1 U L;(¢) die Identitét,
also auf dem Erzeugnis L1 (). O
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(7.2) Aufgaben und Erginzungen.

1. Sei G die Kommutatorgruppe von G und induktiv G™ die Kommutator-
gruppe von G~ Y. Aus dem Entsprechungssatz folgt, daf es eine Sequenz

H=Hy,<xH<..<H =G

mit zyklischen Quotienten H;/H;_; gibt, wenn G < H ist.

2. Aus B < A folgt B™ < A™,

3. Ein surjektiver Homomorphismus A — C' induziert surjektive Homomorphis-
men A™ — O™,

4. Hat die Sequenz

H=H<H_,<...<Hy=G

abelsche Quotienten H,/H;,1, so gilt GY) < H;.
5. G ist genau dann auflésbar, wenn es ein n € N mit G™ gibt.
6. In einer Sequenz

l1-H—-G—G/H—1
ist G’ genau dann auflésbar, wenn H und G/H auflosbar sind.
7. Eine p-Gruppe ist auflosbar.

8 Beispiele
Kreisteilungskorper.

(8.1) Satz. Sei ¢ € C eine primitive n-te Einheitswurzel. Dann ist Q(()|Q
eine Galois-FErweiterung. Die Galois-Gruppe G ist isomorph zur Einheitengruppe

(Z/n)".

BewEgls. Wir fixieren ¢ = (, = exp(2wi/n). Wir wissen, daB Q(({) der
Zerfallungskorper des Kreisteilungspolynoms &,, ist. Folglich ist Q(¢)|Q eine
Galois-Erweiterung. Ein Element o der Galois-Gruppe G von Q(¢)|Q bildet ¢
auf ein ¢ mit (a,n) = 1 ab, da G die Nullstellen von ®,, permutiert. Indem
wir o € G die zugehorige Restklasse a zuordnen, erhalten wir einen kanonischen
Homomorphismus G(Q(¢)|Q) — (Z/n)*, der bijektiv ist, da beide Gruppen
dieselbe Ordnung haben. O

Sei p eine ungerade Primzahl. Die Gruppe (Z/p)* = G ist zyklisch und hat
deshalb genau eine Untergruppe H vom Index 2. Somit ist Q(¢)? = K eine
quadratische Erweiterung von Q, die im Kreisteilungskorper der p-ten Einheits-
wurzeln liegt. Wir wollen sie bestimmen.

Der Homomorphismus G — {£1} mit dem Kern H wird a mod p — (%)
bezeichnet und (%) Legendre-Symbol genannt.

(8.2) Satz. In Q((,) liegt die durch x> = (—1)®=V/2p bestimmte quadratische
Erweiterung.
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BEWwWEIS. Um K zu bestimmen, miissen wir ein Element u € K\Q angeben und
feststellen, welcher quadratischen Gleichung es geniigt. Fiir jedes a € Q(() liegen

die Elemente
S(a) =Y o(a), Y (a)= > 7(a)

oceH TEG\H

in der H-Fixpunktmenge und folglich auch jede Linearkombination a3(a) +
B3~ (a) iber Q. Ferner liegt ¥(a) + X (a) in der G-Fixpunktmenge, also in
Q. Wegen

a+ 3

aX(a) + B (a) = .

(X(a) + 27 (a))

sind also die Elemente ¥(a) — 37 (a) die einzig Betrachtenswerten. Diese gehen
aber im wesentlichen aus dem Fall a = ¢ hervor. Das Element

U u
(8.3) S=> (=X
ueG p
muf} also K erzeugen. Es heifit Gaufische Summe. Wir zeigen:
—1
(8.4) S? = (—

Zunéchst gilt
2
5* = (Z(%cu) =D (e

Mit v durchlauft fir festes u auch wv alle Elemente von (Z/p)* genau einmal.
Damit erhalten wir:

SQ _ Z(%)CU—FUUZZ(E)CU(I—M)

v p ) p
- ;<‘71><0+U;1<§>;<w+”>
- <‘71><p—1>+;1<§>;<u
- <§><p—1>+U;1<§><—1>
- <‘71><p—1>+<‘71>—;<§>
= (_71)19

Esist (21) = (=1)®"Y/%, da a — a®~D/? ein Homomorphismus (Z/p)* = (Z/p)*
mit Bild {1} ist. 0
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Gleichungen dritten Grades.

(8.5) Satz. Sei f = x®+ax?+br+c € k[z] ein irreduzibles separables Polynom.
Der Zerfillungskorper K von f hat den Grad 3 oder 6 diber k. Im ersten Fall ist
die Galois-Gruppe isomorph zu Z/3, im zweiten isomorph zu Ss.

BEWEIS. Sei @ € K eine Nullstelle von f. Dann hat k(«) iiber k& den Grad 3.
Ist k(o) # K, so zerféllt f iiber k(«) in einen linearen und einen quadratischen
Faktor. Der Zerfallungskorper K |k(«) des quadratischen Faktors hat den Grad 2.
Insgesamt hat K|k den Grad 6. Im letzteren Fall ist die Galois-Gruppe eine Un-
tergruppe der Permutationsgruppe der drei Nullstellen von f, folglich isomorph
zu S3. O

Seien x1, 9, 3 die drei Nullstellen von f in (5.5). Sei
0(f) = (w1 — w2) (s — wa) (w3 — 1),  D(f) =

Da die Diskriminante D(f) bei allen Permutationen der x; invariant ist, liegt sie
in k.

(8.6) Satz. Habe k nicht die Charakteristik zwei. Die Galois-Gruppe von f aus
(5.5) ist genau dann Z/3, wenn D(f) in k ein Quadrat ist.

BEWEIS. Das Produkt ¢ ist bei zyklischen Permutationen der x; invariant. Hat
K|k den Grad 3, so besteht die Galois-Gruppe aus den zyklischen Permutationen.
Folglich liegt dann ¢ in k£ und D ist ein Quadrat.

Sei umgekehrt D = u?, u € k. Dann ist § = u € k und folglich § invariant
unter der Galois-Gruppe. Da aber eine Transposition das Vorzeichen &ndert,
wenn k nicht die Charakteristik zwei hat, ist die Galois-Gruppe isomorph zu
Z]3. O

Hat k nicht die Charakteristik 3, so wird f durch die Substitution z =y — %
in ein Polynom der Form g = 3+ py + ¢ verwandelt. Es gilt D(g) = —4p® —27¢*.
Die Diskriminante von h = 2% — 3z + 1 ist 92. Dieses Polynom hat also iiber Q
einen Zerfallungskorper vom Grad 3. Ist u = exp(27i/9), so hat h die Nullstellen
vy =u+tut, o =ut+u? x5 =u'+ut Esgilt 2? = 2o+ 2 und 22 = 23 + 2.
Man sieht also direkt, dafl Q(z) der Zerfallungskorper ist.

Endliche Korper.

Sei p ein Primzahl und ¢ = p". Dann ist F, der Zerféllungskorper des separablen
Polynoms z? — x € F,[z|. Folglich ist F,|F, eine Galois-Erweiterung vom Grad
n. Die Abbildung o:F, — F,,z — 2P ist ein Automorphismus. Ist 0% = id, so
muf fiir alle x € I, die Gleichung =z gelten. Das ist genau fiir £ = 0modn
der Fall. Also erzeugt o die Galois-Gruppe von F|F,,.

Polynome mit symmetrischer Galois-Gruppe. Wir konstruieren Polynome
mit symmetrischer Galois-Gruppe. Dazu verwenden wir die
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(8.7) Notiz. Sei p eine Primzahl und G eine Untergruppe von S,, die einen
Zweierzyklus und ein Element der Ordnung p enthdlt. Dann ist G = .S,.

BEWwWEIS. Wird eine Permutation in Zyklen zerlegt, so ist ihre Ordnung das KGV
der Zyklenléingen. Ein Element der Ordnung p ist deshalb ein p-Zyklus. Wir
setzen ihn in der Form o = (1,2, ..., p) an. Der Zweierzyklus sei 7 = (k, ). Dann
ist cro™! = (k+ 1,1+ 1). Durch Iteration sehen wir, daf} alle (k +¢,0+t) in G
liegen (Eintrage modn). Ferner gilt (k,1)(l, m)(k,l) = (k,m). Ist | = k+1, so ist
t # Omod p. Es liegen deshalb alle (k, k+1t) in G. Wir wihlen rt = 1 mod p und
sehen, daB (k,k + 1) fiir alle k£ in G liegt. Diese Transpositionen erzeugen aber
Sp. O

(8.8) Satz. Sei p eine Primzahl und f € Q[z| ein irreduzibles Polynom vom
Grad p mit genau zwei nichtreellen Nullstellen. Dann ist die Galois-Gruppe von
f gleich S,.

BEwEIS. Mit a € C ist auch @ Nullstelle von f. Komplexe Konjugation ist
also ein Element der Galois-Gruppe. Nach Voraussetzung werden dadurch genau
zwei Nullstellen vertauscht; also enthélt G, aufgefalt als Permutationsgruppe der
Nullstellen, einen Zweierzyklus. Ferner teilt p den Grad des Zerfallungskorpers
iiber Q. Also teilt p auch die Ordnung der Galois-Gruppe; sie enthélt demnach
ein Element der Ordnung p. Nun wende man (8.7) an. O

(8.9) Beispiel. Die Polynome x°—4z+2 oder 2° — 16242 = z(2?—4)(2*+2)+2
haben drei reelle Nullstellen. Mit Hilfe des Kriteriums von Eisenstein sieht man,
daB sie irreduzibel sind. O

(8.10) Satz. Die symmetrische Gruppe S, ist fir n > 5 nicht auflisbar.

BEWEIS. Sei H die von allen Dreierzyklen erzeugte Untergruppe. Sind ¢, 5, k, [, m
paarweise verschieden und setzen wir ¢ = (ijk), 7 = (klm), so errechnen wir
o 'r7lor = (kjl). Jeder Dreierzyklus ist also ein Kommutator, d. h. H ist gleich
seiner Kommutatorgruppe und deshalb nicht auflésbar. Die Kommutatorreihe
G™ einer Gruppe G endet aber genau dann nicht bei 1, wenn G eine Gruppe
H enthilt, die gleich ihrer Kommutatorgruppe ist, wie aus den Aufgaben des

vorigen Abschnittes sofort folgt. O
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1 Halbeinfache Moduln

Sei A ein Ring. Wir betrachten Linksmoduln iiber A. Die folgende einfache Be-
merkung ist als Schursches Lemma bekannt.

(1.1) Notiz. Seien E und F einfache Moduln. Fin Homomorphismus f: E — F
1st entweder Null oder ein Isomorphismus. Der Endomorphismenring von E st
ein Divisionsring.

BEWEIS. Der Kern von f ist 0 oder E. Ist f # 0, so ist der Kern also Null und
deshalb das Bild von Null verschieden, also gleich F. Ist £ = F und f # 0,
so ist f ein Automorphismus, hat also im Endomorphismenring End4(E) ein
Inverses. O

Ist M ein Modul und (M; | j € J) eine Familie von Untermoduln, so ist
die Summe ) jes M; der von U ; M; erzeugte Untermodul. Er besteht aus allen
Elementen, die sich als endliche Summe von Elementen aus | J ; M; darstellen
lassen. Fiir direkte Summenzerlegungen sei auf V(2.6) verwiesen; wir verwenden
diesen Satz stillschweigend.

(1.2) Satz. Sei der Modul M Summe einer Familie (M; | j € J) einfacher
Untermoduln. Sei N ein Untermodul von M. Dann gibt es eine Teilmenge I C J,
so dafy M direkte Summe von N und (M; |€ I) ist.

BEWwEIS. Fiir I C J setzen wir M; = ) .., M;. Wir wéhlen I C J maximal mit
der Eigenschaft, dafl N + M direkte Summe von (N, M; | i € I) ist. Wir zeigen,
da8 N + M; = M ist. Sei j € J. Der Schnitt M; N (N + M) ist ein Untermodul
von M, also gleich Null oder M;. Ist der Durchschnitt Null, so ist N + M + M,
direkte Summe von N + M; und M;, also I nicht maximal. Deshalb ist M fiir
jedes j in N 4+ M enthalten und folglich dieser Modul gleich M. |

Im vorstehenden Beweis gibt es eine maximale Menge nach dem Zornschen
Lemma. Ist namlich I, € A, eine total geordnete Menge von Teilmengen von
J derart, dal M, = > (M, | i € I,) direkte Summe der M;,i € I, ist und ist I*
die Vereinigung der I, so ist auch > (M; | i € I*) direkte Summe der M;, i € I*.
Folglich hat jede total geordnete Menge eine obere Schranke, und das Lemma
von Zorn laBt sich anwenden. Der Fall endlicher J in (1.2) ist fiir uns allerdings
meist ausreichend.

(1.3) Satz. Folgende Aussagen iiber einen A-Modul M sind dquivalent:
(1) M ist Summe einer Familie einfacher Untermoduln.
(2) M ist direkte Summe einer Familie einfacher Untermoduln.
(3) Jeder Untermodul N von M ist direkter Summand in M.
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BEwEIS. (1) = (2) und (1) = (3) wurde in (1.2) gezeigt, und (2) = (1) ist
trivial.
(3) = (1). Wir zeigen zunéchst, dal jeder von Null verschiedene Untermodul
F' einen einfachen Untermodul enthélt. Sei 0 # x € F. Wir betrachten die
Menge aller Untermoduln F” von F', die x nicht enthalten. Diese Menge enthéalt
den Nullmodul, ist also nicht leer. Nach dem Zornschen Lemma gibt es in ihr
einen maximalen Untermodul Fy. Nach Voraussetzung gibt es eine Zerlegung
Fo® F* = M. Wir setzen Fy = F*NF. Aus Fo N F* =0 folgt Fy N Fy = 0. Ist
Yy =1y + y1 € F die Zerlegung mit yg € Fo und y; € F*, soist y1 =y —yo € F,
also y; € F* N F = F}. Folglich ist F' = Fy ® F}. Wir behaupten: F} ist einfach.
Andernfalls géibe es nach Voraussetzung eine Zerlegung Fy; = F, & F3 mit von
Null verschiedenen F, und Fj. Aus F' = Fy @ Fy, @ F; folgt © ¢ Fy & F» oder
xr & Fy® F3, da andernfalls z € (Fy @ Fo) N (Fy @ F3) = Fy ware. Das widerspricht
aber der Maximalitdt von Fj. Damit ist die Einfachheit von F gezeigt.

Sei nun M, der Untermodul von M, der von allen einfachen Untermoduln
erzeugt wird. Ware My # M, so gébe es eine Zerlegung M = My ® M; und einen
einfachen Untermodul in M, im Widerspruch zur Definition von Mj. O

Ein A-Modul, fiir den eine der Eigenschaften (1) — (3) aus (1.3) gilt, heif}t
halbeinfach.

(1.4) Satz. Untermoduln und Faktormoduln eines halbeinfachen Moduls sind
wieder halbeinfach.

BEWEIS. Sei M halbeinfach und N C M. Ist F C N Untermodul, so gibt
es eine Zerlegung M = F @& E. Wir setzen F/ = N N E und haben wie im
Beweis des vorigen Satzes N = F' @ F’. Damit ist fiir N die Eigenschaft (1.3.3)
nachgewiesen. O

Ein Modul iiber einem Koérper K ist ein Vektorraum. Ein einfacher K-Modul
ist ein eindimensionaler Vektorraum. Jeder Vektorraum ist also ein halbeinfacher

K-Modul.
(1.5) Satz. Der Modul M besitze direkte Zerlegungen

M=U& ---U,=Vid---al,

in einfache Moduln U; und V;. Dann ist m = n, und mit einer Permutation o

von {1,...,n} gilt U; = V).
BEWEIS. Wir setzen M; = @i>j U;. Dann gilt M = MyD> M; D> ...> M, =0
und M;_;/M; = U;. Wir haben damit eine Kompositionsreihe, und die Behaup-

tung folgt aus dem Satz von Jordan-Holder. O

(1.6) Notiz. Sei M Summe einfacher Untermoduln (M; | j € J). Dann ist
jeder einfache Untermodul U von M zu einem M; isomorph.

BEwEIs. Nach (1.3) gibt es eine Projektion p: M — U. Ist U zu keinem M,
isomorph, so ist die Einschriankung von p auf M; nach (1.1) die Nullabbildung,
also p selbst die Nullabbildung. O
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Sei Irr(A) ein vollstdndiges System paarweise nichtisomorpher einfacher A-
Moduln. Fiir W € Irr(A) und einen halbeinfachen Modul M bezeichne M (W)
die Summe der zu W isomorphen Untermoduln von M. Wir nennen M (W) den
W-isotypischen Anteil von M. Es gilt die isotypische Zerlegung:

(1.7) Notiz. Jeder halbeinfache A-Modul ist direkte Summe seiner isotypischen
Anteile.

BEWEIS. Er ist sicher die Summe dieser Anteile. Aus (1.6) folgt, da8 ein isoty-
pischer Anteil mit der Summe der weiteren den Schnitt Null hat, weshalb die
Summe direkt ist. O

Wir beschreiben die Endomorphismenringe halbeinfacher Moduln, falls sie
direkte Summe von endlich vielen einfachen sind. Sei M direkte Summe von
Untermoduln M, ..., M,. Jeder Modul M; sei direkte Summe von einfachen
Moduln, die zu einem festen S; isomorph sind. Fiir i # j sei S; 2 S;. Ein
Endomorphismus f von M bildet nach dem Schurschen Lemma jeweils M; nach
M; ab; sei f;: M; — M; die dadurch induzierte Einschrénkung. Die Abbildung

(1.8) End(M) — HEnd(Mj), Fe(f)

ist offenbar ein Isomorphismus von Ringen. Die Struktur von End(M;) wird im
folgenden Satz bestimmt.

(1.9) Satz. Sei M = S, & --- & Sy direkte Summe von zu S isomorphen ein-
fachen Moduln S;. Sei D = End(S) der zu S gehérende Divisionsring. Dann ist
End(M) isomorph zum Ring der (k, k)-Matrizen My (D).

BEWEIS. Wir wihlen einen Isomorphismus M = S*. Es geniigt, End(S*) zu
beschreiben. Seien i;: S — S* und p;: S* — S die Inklusion des j-ten und die
Projektion auf den j-ten Summanden. Einem f € End(S*) wird die Matrix
(fuw) € Mi(D) mit f,, = p,fi, zugeordnet. Diese Zuordnung ist der behauptete
[somorphismus. O

Wir betrachten eine Inklusion A C B von halbeinfachen Ringen. Durch Ska-
larerweiterung wird aus einem A-Modul M ein B-Modul B® 4 M. Dieser Modul
wird auch der induzierte Modul ind% M genannt. Aus einem B-Modul wird durch
Restriktion der Skalarmultiplikation auf A ein A-Modul resf N. Fiir B-Moduln
N und A-Moduln M gilt die kanonische Adjunktionsisomorphie

Homp(ind5 M, N) 22 Hom4 (M, resh N)

Wir haben eine Inklusion von A-Moduln M — res{ B4B ® 4 M),z — 1®x. Da
M als halbeinfacher A-Modul projektiv ist, so ist ® 4 M ein exakter Funktor. Sei
M ein einfacher A-Modul. Wir zerlegen B ® 4 M in einfache Moduln B ® M =
@D, N;. Diese Zerlegung restringieren wir auf A und sehen aus (1.6):
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(1.10) Satz. Sei A C B eine Inklusion von halbeinfachen Ringen. Zu jedem
einfachen A-Modul M gibt es einen einfachen B-Modul N, so daf$ M isomorph
zu einem direkten Summanden von resf N ist. O

Sei A C B eine Inklusion von endlichdimensionalen halbeinfachen Algebren
iiber dem Korper K. Ein einfacher B-Modul N wird dann als A-Modul in ei-
ne endliche direkte Summe P ;m;M; paarweise nichtisomorpher einfacher A-
Moduln zerlegt. Die Art und Weise, wie sich einfache B-Moduln bei Restriktion
auf A zerlegen, ist eine wichtige Invariante der Inklusion A C B. Die Situa-
tion wird manchmal im sogenannten Bratteli-Diagramm notiert. Das Bratteli-
Diagramm ist ein Graph mit den Eckenmengen Iso(B) und Iso(A). Eine Ecke
N in Iso(B) wird durch m Kanten mit der Ecke M € Iso(A) verbunden, wenn
in resf N genau m Summanden M auftreten. Wir werden spéter untersuchen,
inwiefern A C B durch das Bratteli-Diagramm bestimmt ist.

2 Halbeinfache Ringe
Ein Ring A heifit halbeinfach, wenn jeder A-Linksmodul halbeinfach ist.

(2.1) Satz. Ein Ring A ist genau dann halbeinfach, wenn der linksrequlire Mo-
dul A halbeinfach ist.

BEWEIS. Sei der linksreguldre Modul halbeinfach. Ein beliebiger Modul ist Quo-
tient eines freien. Ein freier Modul ist aber die direkte Summe von Linksregu-
laren. Nun wende man (1.4) an. O

Die Untermoduln des linksreguldren Moduls sind die Linksideale. Ein solcher
Modul ist genau dann einfach, wenn das Ideal minimal ist, d. h. aufler dem
Nullideal kein echt kleineres enthélt.

Sei A ein halbeinfacher Ring. Zu jedem einfachen Linksideal L betrachten wir
die Summe A(L) aller zu L isomorphen einfachen Linksideale, den L-isotypischen
Bestandteil von A. Sei Iso(A) ein vollstandiges System paarweise nichtisomorpher
einfacher Linksideale. Nach (1.7) ist A = @ A(L), zunéchst als Zerlegung des
linksreguldren Moduls.

(2.2) Satz. Sei A ein halbeinfacher Ring. Dann gilt:
(1) Iso(A) ist eine endliche Menge.
(2) Fiir jedes L € Iso(A) ist A(L) ein zweiseitiges Ideal.
(3) A ist direkte Summe der A(L) fir L € Iso(A) und als Ring das Produkt
der Ringe A(L).

BeEwEIS. Wegen III(2.3) miissen wir nur zeigen: A(L)A(M) = 0 fir M # L und
A(L)A(L) C A(L). Das Zweite ist aber klar, da A(L) ein Linksideal ist. Seien L
und M nichtisomorphe einfache Linksideale. Wir zeigen: LM = 0. Es ist LM ein
Untermodul von M. Also gilt entweder LM = 0 oder LM = M, da M einfach
ist. Angenommen LM = M. Wir wihlen m € M, so dal Lm # 0 ist. Dann ist
L — M, [+ [m nach dem Schurschen Lemma ein Isomorphismus. Widerspruch.
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Aus dem Gezeigten folgt A(L1)A(L2) = 0, sofern Ly, Ly verschiedene Elemente
aus Iso(A) sind. O

(2.3) Satz. Sei A halbeinfach und seien L, M isomorphe einfache Linksideale.
Dann gibt es o« € A mit Lo = M.

BEwEIs. Da A halbeinfach ist, ist L direkter Summand. Es gibt also einen A-
linearen Projektionsoperator f: A — L. Sei s: L — M ein Isomorphismus. Die
Verkettung

AL LSS A
ist ein Endomorphismus h des A-Moduls A. Es gilt fiir z € A
hz)=h(z-1)=x-h(l) =2 a, a = h(1).
Fiir x € L gilt h(z) = s(z) = x - a, da f ein Projektionsoperator ist. O

(2.4) Satz. Sei B ein zweiseitiges Ideal in dem halbeinfachen Ring A. Dann ist
B ein Produkt von isotypischen Bestandteilen von A.

BEWwWEIS. Da B ein Untermodul des linksreguléren ist, so gibt es in B einfache
Untermoduln L. Ist M ein einfacher Untermodul von A(L), so ist nach (2.3)
M = La. Da B auch ein Rechtsideal ist, so ist M C B. Alsoist A(L) C B. O

(2.5) Folgerung. Fiir einen halbeinfachen Ring sind dquivalent:
(1) Alle Linksideale sind isomorph.
(2) A hat nur die zweiseitigen Ideale A und 0. O

Eine Ring A heifle einfach, wenn er halbeinfach ist und 0 und A die einzigen
zweiseitigen Ideale sind.

(2.6) Satz. Die isotypischen Bestandteile A(L) eines halbeinfachen Ringes A
sind einfache Ringe.

BEWEIS. Sei U ein einfacher A-Untermodul von A(L). Sei 0 # V C U ein A(L)-
Untermodul. Wegen A(L)A(M) = 0 fir L 2 M ist V' auch ein A-Untermodul.
Also ist V' = U und U auch als A(L)-Modul einfach. Damit ist A(L) als links-
reguldrer A(L)-Modul direkte Summe einfacher A(L)-Moduln, die zudem alle
isomorph sind. O

(2.7) Satz. Ein Produkt A= Ay x --- x A, halbeinfacher Ringe A; ist halbein-
fach.

BEWEIS. Wir schreiben A; als Summe einfacher Aj-Linksideale; vermoge der
Projektion A — A; sind diese dann einfache A-Moduln. ]

(2.8) Satz. Sei A ein einfacher Ring. Dann gibt es einen Divisionsring D und
eine natirliche Zahl n, so daff A zum Matrizenring M, (D) isomorph ist.

BEwEIS. Wir wissen nach (2.5), da§ A direkte Summe einfacher Linksideale ist,
die alle zu einem festen A-Modul S isomorph sind. Die Zuordnung

A — Homa(A, A), z— (ry:z— 2x)
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ist ein Antiisomorphismus von Ringen. Wir wissen nach (2.9), dafi Homy4 (A, A)
zu M, (A) mit A = End(S) isomorph ist. Also ist A isomorph zum Gegenring
M, (A)°. Man bestitigt, da der Ubergang zur transponierten Matrix ein Iso-
morphismus M, (A)° = M, (A°) ist. Also kann D = A° gewihlt werden. O

Wir tragen jetzt die Resultate zum Klassifikationssatz von Wedderburn fiir
halbeinfache Ringe zusammen:

(2.9) Satz. Sei A ein halbeinfacher Ring. Dann ist A isomorph zu einem Pro-
dukt
Mn(l)(Dl) X X Mn(r)(Dr>

von Matrizringen iber Schiefkorpern D;. Das System von Paaren (n(j), D;) ist
durch A bis auf Permutation bestimmt. Jeder Ring dieser Form ist halbeinfach.

BEWwWEIS. Wegen (1.6) und (2.7) ist jedes Produkt von Matrixringen {iber
Schiefkérpern halbeinfach. Sei A halbeinfach. Nach (2.2), (2.6) und (2.8) ist A
Produkt von Matrixringen iiber Schiefkérpern. In einem Produkt von einfachen
Ringen sind die einfachen Faktoren die isotypischen Bestandteile und als solche
durch das Produkt bestimmt. Es bleibt zu zeigen: Aus M, (D) = M,,(E) folgt
n=mund D = FE. Es ist D° isomorph zum Endomorphismenring eines einfa-
ches M, (D)-Moduls. Es folgt D = E und dann n = m mittels (1.6) und dem
Satz von Jordan-Holder. O

Ist ein halbeinfacher Ring gegeben, so besteht natiirlich das Problem, die durch
(2.9) gegebene Zerlegung explizit zu verstehen, insbesondere die Schiefkérper D;
und die Rénge n; zu bestimmen.

Halbeinfache Ringe A treten héufig als endlichdimensionale Algebren iiber
Korpern K auf; das bedeutet, dafl K ein Unterring im Zentrum von A ist. Ist K
algebraisch abgeschlossen, so sind alle D; in(2.9) gleich K:

(2.10) Satz. Eine endlichdimensionale Divisionsalgebra D iiber einem algebra-
1sch abgeschlossenen Korper ist gleich K.

BEWwEIS. Die Linkstranslation [,: D — D, x +— ax ist K-linear. Da K algebra-
isch abgeschlossen ist, gibt es einen Eigenvektor v von [,, etwa zum Eigenwert
A € K. Die Gleichung av = Mv liefert nach Rechtsmultiplikation mit v~ die
Gleichheit a = A, d. h. jedes a € D liegt schon in K. O

Ist A eine halbeinfache endlichdimensionale Algebra iiber dem algebraisch
abgeschlossenen Korper K und sind Vi, ...,V, die verschiedenen einfachen A-
Moduln, so gilt wegen (2.9) und (2.10) die Gleichheit

k
(2.11) dimy, = Y (dimy, V).

J=1

Damit kann man manchmal feststellen, ob man alle einfachen Moduln gefunden
hat.
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Eine Matrix aus M,(D), die mit allen Matrizen daraus vertauschbar ist,
mufl notgedrungen ein Vielfaches der Einheitsmatrix sein. Das Zentrum eines
Schiefkorpers ist ein Korper. Das Zentrum eines halbeinfachen Ringes ist also
ein Produkt von Kérpern. Da M,,(D) fiir n > 1 nicht kommutativ ist, sehen wir
aus dem Struktursatz:

(2.12) Folgerung. Ein kommutativer Ring ist genau dann halbeinfach, wenn
er endliches Produkt von Korpern ist. Er ist genau dann einfach, wenn er ein
Korper ist. O

Im Vorangehenden haben wir immer mit Linksmoduln gearbeitet. Deshalb
miifiten wir eigentlich von links-halbeinfachen Ringen sprechen. Die Ringe M,,(D)
sind aber auch rechts-halbeinfach; die Zerlegung des rechtsreguldren Moduls in
einfache Rechtsideale wird durch Betrachtung der Zeilenvektoren gewonnen. Wir
sehen: Ein Ring ist genau dann links-halbeinfach, wenn er rechts-halbeinfach ist.

3 Tensorprodukte von Algebren

Ein einfacher Ring ist isomorph zu einem Matrizenring M, (D) iiber einem
Schiefkérper D. Das Zentrum eines Ringes A bezeichnen wir mit Z(A). Fiir
jeden Ring A gilt:

(3.1) Notiz. Die Zuordnung X\ — X - I, liefert einen Isomorphismus Z(A)
Z(My(A)).

Das Zentrum von D ist ein Korper K. Wir konnen deshalb M, (D) als K-
Algebra auffassen. Es ist ratsam, die Algebren nach ihrem Zentrum zu sortieren.

Wir betrachten im folgenden endlichdimensionale K-Algebren A. Durch A —
A-1 fassen wir K als Unterkorper des Zentrums Z(A) auf. Ist K = Z(A), so heifit
A eine zentrale K-Algebra. Unbezeichnete Tensorprodukte seien im folgenden
iiber K gebildet. Sind A’ C A und B’ C B Unteralgebren, so fassen wir A’ ® B’
kanonisch als Unteralgebra von A® B auf. Wir haben injektive Homomorphismen
von K-Algebren

o IR

A—-A®B,a—a®1, B—-A®RB,b—1®b,

die gelegentlich als Inklusionen angesehen werden.
Fiir eine Teilmenge X C A definieren wir den Zentralisator von X in A durch

Za(X)={2z€A|zz =2z firalleze X}.
Das ist eine Unteralgebra von A. Falls X selbst eine Unteralgebra ist, so gilt

70 Zu(X) = Z(X).

(3.2) Notiz. Seien A" C A und B' C B Unteralgebren, so gilt

Zaop(A'@ B') = Z4(A") @ Zg(B').
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BeEwEIS. Die eine Inklusion Z4(A") ® Zg(B') C Zagp(A' ® B') ist aus den
Definitionen unmittelbar klar.

Ist by,...,b, eine K-Basis von B, soist 1®by, ..., 1®b, eine A-Basis von A® B
beziiglich der linksreguldren Modulstruktur u - (@ ® b) := ua ® b. Ist X;a; ® b; €
Zasp(A'® B'), so gilt fiir alle a € A’ die Gleichheit ¥;aa; ® b; = Xaja @ b;, und
durch Koeffizientenvergleich folgt a; € Z4(A’). Ebenso argumentieren wir mit
einer K-Basis von A und erhalten in

Zasn(A ® B)) C (A® Zp(B) N (Za(A) ® B) = Za(A) ® Zy(B')

die andere Inklusion. |

(3.3) Folgerung. Das Tensorprodukt zentraler K-Algebren ist wieder eine zen-
trale K-Algebra. O

(3.4) Satz. Sei A eine zentrale einfache und B eine einfache Algebra. Dann
1st A® B einfach.

BEWEIS. Sei I # 0 ein Ideal von A ® B. Wir haben I = A ® B zu zeigen.
Angenommen [ enthélt ein Element der Form a ® b # 0. Da A einfach ist, so
ist das von a erzeugte zweiseitige Ideal gleich A. Es gilt deshalb eine Darstellung

1= E aaqa;, a;,a; € A.

Also ist
Y(a;®@1)(a®b)(a,@1)=120b

ein Element von I. Indem wir dasselbe Argument auf 1 ® b anwenden, sehen wir
1®1lel
Im allgemeinen Fall wiahlen wir in [ ein Element der Form

0#Fx=0a, @b + -+ a; ® by, CLjE/LbjEB

mit moéglichst kleinem k. Dann sind die by, ..., b, K-linear unabhéngig, da eine
lineare Relation zu einer kiirzeren Darstellung fithren wiirde. Es ist a; # 0, und
wir kénnen wie im Anfang des Beweises ein Element dieser Form finden, fiir das
ap = 1 ist.

Angenommen k£ > 1. Dann sind a,_; und ay iiber K linear unabhéngig, denn
eine Relation ay_; = Aay wiirde wegen ay_1 ® by_1 + a, @ by, = a @ (Abg_1 + by,)
ein kiirzeres Element in [ liefern.

Da A zentral ist und a; = 1, wiirde aus a_1 € Z(A) eine lineare Relation der
Form a;_1 = Aay folgen. Also gibt es a € A mit aa;_1 — ap_1a # 0. Das Element

(a®@ 1)z —z(a®1) = (aa; —aja) @by + -+ - + (aar_1 — ax_1a) @ by_1

liegt in /. Es ist ungleich Null, da die b; K-linear unabhéngig, also die 1 ® b;
A-linear unabhéngig sind, und der Koeffizient von by_; von Null verschieden ist.0]
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Sei A eine K-Algebra und A° ihre Gegenalgebra. Wir erhalten einen Homo-
morphismus von Algebren

(3.5) 0: A® A" — Endg(A),
indem wir a ® b € A ® A° den Endomorphismus 1, :  — axb zuordnen.

(3.6) Inversionssatz. Sei A einfach und zentral. Dann ist ¢ ein Isomorphis-
mus. Es gilt Z o0(A®1) =10 A%, Ziga(1®@ A% =Ax®1.

BEWEIS. Nach (3.4) ist A® A° einfach. Da ¢ nicht die Nullabbildung ist, so ist
der Kern von ¢ als zweiseitiges Ideal das Nullideal. Aus Dimensionsgriinden ist
¢ bijektiv. Die Aussagen iiber den Zentralisator folgen aus (3.2). a

(3.7) Notiz. Die tautologische Abbildung
T:Hom (M, M) ® Homp (N, N')to Homagp(M @ N, M’ @ N')

ist ein Isomorphismus, wenn M ein endlich erzeugter freier A-Modul und N ein
endlich erzeugter freier B-Modul ist.

BEWEIS. Wir betrachten zunichst den Fall M = A und N = B. Wir haben
kanonische Isomorphismen

e:Homa(A, M) — M', ¢+ (1)
und ebenso fiir B und N’. Damit ist das Diagramm

Homa(A, M') ® Homg(B, N')

Homugp(A® B,M'® N')
EReE €
!/ / ld ! !
M &N —_ M & N

kommutativ. Das beweist die Notiz in diesem Fall. Der allgemeine Fall folgt aus
der Vertréglichkeit von 7' mit endlichen direkten Summen in den Variablen M
und N. O

Die tautologische Abbildung liefert speziell einen Homomorphismus von En-
domorphismenalgebren

T:Ends(M) @k Ends(N) — Endags(M @ N).

Im Fall M = A™ und N = B" ist diese Abbildung nach (3.7) ein Isomorphismus.
Er 148t sich dann in Matrizenform iibersetzen und liefert:

(3.8) Notiz. Es gibt einen kanonischen Isomorphismus von Algebren
M, (A) @ My, (B) = My (A @k B).

Er wirft (a;;) ® (b) auf (cig i) mit ci i = aij @ by. O
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Im Fall m = 1 erhalten wir aus (3.8) speziell
(3.9) A®y M,(B) = M,(A®k B).

Ist L|K eine Korpererweiterung und C' eine K-Algebra, so ist L ® C' eine L-
Algebra, denn L ® 1 liegt offenbar im Zentrum. Der Ubergang von C' zu L ®
C' heiit Skalarerweiterung. Im Lichte von (3.9) gilt kanonisch L ®x M, (B) =
M, (L ®k B).

4 Die Hauptsitze.
Der folgende Satz ist als Satz von Skolem-Noether bekannt.

(4.1) Konjugationssatz. Sei A eine zentrale einfache K-Algebra und seien
o,7: B — A zwei Homomorphismen der einfachen Algebra B nach A. Dann gibt
es ein Element g € A mit 7(b) = g~ 'o(b)g fiir alle b € B.

BEWwEIS. Wir betrachten zunédchst den Fall A = Endg (V) fiir einen Vektorraum
V. Dann ist V wie {iblich durch Evaluation ein A-Modul. Wir benutzen ¢ und
7 dazu, V zu B-Moduln V, und V., zu machen. Da B einfach ist, gibt es bis
auf Isomorphie nur einen einfachen B-Modul. Aus Dimensionsgriinden sind V
und V, direkte Summe gleichvieler einfacher B-Moduln und deshalb isomorph.
Ein Isomorphismus f:V, — V, erfiillt fiir alle b € B und v € V die Gleichung
F(r(b)v) = o(b) f(v) oder T(B) = f1o(b) .

Im allgemeinen Fall betrachten wir
c®id, T®id: B® A" - A® A” = Endg(A),

wobei wir (1.6) verwenden. Nach (1.4) ist B ® A° einfach. Der Beweisanfang
liefert ein f € A® A°, so dal immer

Th)®a=f(o(b)@a)f

gilt. Wir setzen b = 1 und stellen fest, da§ f mit allen Elementen aus 1 @ A°
vertauschbar ist. Nach (1.6) hat deshalb f die Form ¢ ® 1 € A ® 1. Wir setzen
nun a = 1 und erhalten 7(b) = g 1o (b)g fiir alle b € B wie gewiinscht. O
(4.2) Folgerung Jeder Automorphismus einer zentralen einfachen Alge-
bra ist ein innerer Automorphismus. Isomorphe einfache Unteralgebren sind
konjuguert. O

(4.3) Zentralisatorsatz. Sei A eine zentrale einfache K-Algebra und B eine
einfache Unteralgebra mit Zentrum L D K. Sei C = Za(B) der Zentralisator
von B in A. Dann gilt:

(1) C ist einfach.

(2) dimg(A) = dimg(B) dimg(C).

(3) Ist L=K, soist A= Bk C.
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BEWEIS. (1) Wir wissen, dall T = B ® A° einfach ist. Wir betrachten A als
T-Modul vermoge

(b@a)x =bra, beB,zc A ac A

Die T-linearen Endomorphismen von A sind die Elemente von Endg(A) = A ®
A die mit B ® A° kommutieren; also nach (3.4)

Endr(A) & Zga0(B® A%) = Z4(B) ® Zp0(A%) = C @ K.
Da A als T-Modul direkte Summe isomorpher einfacher ist, etwa A = M*, so ist
C = Endr(A) = Mi(D), D = Endr (M)
eine einfache Algebra.

(2) Wir betrachten die K-Dimensionen a,b,c,... von A, B,C,.... Es gelten:

a = mk A= MF
t =ba T>~B®A°
m = sd M = D?
t = s%d T = Endp(M)° = M,(D)
Durch Elimination folgt
a2 a2 a2 2

= k2d = d= ——d=— = — = —

¢ m? s2d? t ab b

wie gewiinscht.

(3) Die Abbildung B® C — A, 3 ® v +— (7 ist ein Homomorphismus von
Algebren; sie ist injektiv, weil B ® C einfach ist, und surjektiv aus Dimensions-
griinden. O

(4.4) Satz vom doppelten Zentralisator. Sei B einfache Unteralgebra der
zentralen einfachen Algebra A. Dann gilt ZA(Z 4(B)) = B. Die Algebren B und
Z4(B) haben dasselbe Zentrum.

BewEIS. Nach Definition von Z4(B) sind die Elemente von B und Z4(B) ver-
tauschbar, so dal B C Z4(Za(B)) ist. Aus der Dimensionsformel (2.3.2) folgt
die Gleichheit.

Das Zentrum von Z4(B) ist danach Z4(B) N Za(Z4(B)) = Za(B) U B, und
letzteres ist das Zentrum von B. a

Wir bemerken, dafl (2.3.2) insbesondere sagt:

(4.5) Folgerung. Die Dimension einer einfachen Unteralgebra B einer zentra-
len einfachen Algebra teilt dim A. O

(4.6) Satz vom maximalen Korper. Sei A eine Dimensionsalgebra mit Zen-
trum K und B ein mazimaler Unterkorper von A. Dann gilt:
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(1) Zu(B) = L.
(3) B@x A My(B), b=dimg B.

BeEwEers. (1) Da B kommutativ ist, so ist B C Z4(B). Ware x € Z4(B) \ B, so
wire B[z] ein echt grofierer Unterkorper.

(2) Nach (2.3.2) ist dim A = dim B dim Z4(B) = b*.

(3) Im Beweis von (2.3) fiir diese Situation ist A ein einfacher T' = B @y A°-
Modul, also k = 1, B = D, D = Endgga(A4) = B, T = My(B) und aus
Dimensionsgriinden, da dimp(7T) = dimg(B ® A%) = 1?, s = b. O

Sei A eine zentrale einfache K-Algebra. Eine Korpererweiterung L|K heifit
Zerfillungskérper von A, wenn L ®x A ein Matrixring iiber L ist. Aus dem
letzten Satz entnehmen wir: Ein maximaler Unterkérper einer Divisionsalgebra
D ist ein Zerféllungskorper von D. Ist A = M,.(D), so ist wegen L @k M, (D) =
M, (K ®g D) ein Zerfillungskorper von D auch einer von A.

(4.7) Beispiel. C @ H = M,(C). &

5 Anwendungen
Der folgende Satz ist ein beriithmter Satz von Wedderburn:
(5.1) Satz. Ein Schiefkorper D mit endlich vielen Elementen ist kommutativ.

BEWEIS. Sei K das Zentrum von D. Jedes Element von D ist in einem maxi-
malen Korper enthalten. Nach (4.6) haben alle diese Korper dieselbe Dimension
iiber K und sind deshalb nach der Strukturtheorie der endlichen Kérper iso-
morph. Isomorphe Unterkorper sind nach dem Satz von Skolem-Noether konju-
giert. Insgesamt ergibt sich die folgende gruppentheoretische Situation, wenn D
nicht kommutativ ist: Die multiplikative endliche Gruppe G = D* ist Vereini-
gung der Konjugierten einer echten Untergruppe H = L*. Das kann aber nicht
sein. Es gibt ndmlich |G/NH| zu H konjugierte Untergruppen. Da diese alle das
neutrale Element gemeinsam haben, liefern sie héchstens

|G/NH[(|H| = 1]) +1
Elemente, und diese Zahl ist kleiner als |G]|. O

Die Divisionsalgebren iiber R werden durch den Satz von Frobenius geliefert.

(5.2) Satz. FEine endlichdimensionale Divisionsalgebra D tiber R ist isomorph
2u R, C, H.

BEWEIS. Ist D kommutativ, so ist D = R, C. Ist D nicht kommutativ, so ist
Z(D) = R, da eine Divisionsalgebra tiber C gleich C ist, wie wir frither gesehen
haben.

Im nichtkommutativen Fall sind also die maximalen kommutativen Koérper in
D als Erweiterungen von R gleich C. Folglich ist nach (4.6) dimg D = 4.
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Wir untersuchen daher zunéchst iiberhaupt vierdimensionale zentrale Divisi-
onsalgebren D {iber einem Korper K der Charakteristik # 2.

Sei D D L D K, L|K quadratische Erweiterung. Da Char K # 2 gibt es e; €
L\ K mit e = a € K. Der Automorphismus e; — —e; von L ist nach Skolem-
Noether durch Konjugation mit einem e, gegeben, d. h. es gibt e, mit epejey’ =
—ep oder ege; = —ejey. Es ist dann ey ¢ L und folglich als L-Vektorraum D =
L & Ley. Das Element €3 ist mit e; vertauschbar (e2e; = —egeje = e1€3), also
mit allen Basiselementen von D, also im Zentrum von D enthalten: e2 =b € K.
Demnach hat D eine Basis 1, ey, €5, e1e9; die Multiplikationstabelle der Basis ist
durch e? = a, €2 = b, e;e; = —29¢; bestimmt. Eine Divisionsalgebra dieser Form
heifit Quaternionenalgebra Q(a,b).

Im Fall K = R miissen a und b negativ sein, da andernfalls 22 — a und 2> — b
nicht irreduzibel wire. (L = K[e;]). Dann kénnen wir e; und ey durch

. €1 . €9
i=—=, j=-—7
Vil 0]
ersetzen und erhalten die klassische Quaternionenalgebra H = Q(—1,—1). O

Sei A eine zentrale einfache Algebra iiber K der Dimension n? und sei L ein
Unterkorper von A der Dimension n. Wir setzen voraus:

(5.3) L|K ist eine Galois-Erweiterung mit zyklischer Galois-Gruppe G.

Sei 0 € G ein erzeugendes Element. Nach dem Satz von Skolem-Noether ist
der Automorphismus ¢ von L durch Konjugation mit einem Element e € A*
gegeben:

oA)=eXe!, l€L.

Da o = id ist, gilt €" € Z4(L) = L. Wegen o(e") = ee"e! = e" ist €”" in der
Fixpunktmenge von G enthalten, liegt also in K; etwa e = a € K. Es gilt:

(5.4) Die Elemente 1,e,...,e" ' sind iiber L linear unabhingig.

BEWEIS. Sei
T:)\0+)\1€—|—"'+)\k€k:()

eine Relation mit minimalem k. Sei L = K|[u]. Dann ist o'y # p fiir of # id, da
i den Korper L erzeugt. Es folgt

(ur) = rp)e™
= poet A+ pdge + - pde !
ope t — Mepe ™t — Xoe?pe ™t — - Npef e

= M —o(w) +da(p—o*(w))e + - M(u — o*(w))e" ™,

und das ist eine echte und kiirzere Relation.
Damit haben wir also als L-Vektorraum

A=L®dLe® - & Le™ L.
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Die Multiplikation wird durch
(Ae)(ue?) = Ne'pe e = X' (p)e'

und e” = a € K gegeben.

Aus diesen Daten kann man umgekehrt eine K-Algebra-Struktur auf L &
Le®---@ Le" ! definieren. Die resultierende Algebra A = (L|L, 0, a) heifit eine
zyklische Algebra. Man iiberlegt sich, dafl eine solche Algebra immer eine zentrale
einfache K-Algebra ist.

6 Die Brauer-Gruppe.

Zwei zentrale einfache Algebren A, B iiber K heiflen dhnlich, wenn sie zu iso-
morphen Divisionsalgebren gehéren: A ~ B < A = M, (D), B = M,(D).
Ahnlichkeit ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge Br (k) der Isomorphie-
klassen von zentralen einfachen K-Algebren. In jeder Klasse gibt es genau einen
Isomorphietyp einer Divisionsalgebra (definitionsgemaf).

(6.1) Satz. Das Tensorprodukt von K-Algebren induziert auf Br(K) die Struk-
tur einer kommutativen Gruppe, genannt die Brauer-Gruppe von K.

BEWEIS. Zunéchst einmal ist das Tensorprodukt zentraler einfacher Algebren
wieder eine Algebra dieses Types. Sei A ~ B, etwa wie oben A = M,,(D), B
M, (D). Sei C = M,(E) und D ® E = M;(F'). Dann ist

A® C 2 My(D) @ My(E) 2 Myy(D ® E) = Myie(F), B®C 2 My (F),

also A ® C' ~ B ® C. Folglich ist ~ mit dem Tensorprodukt vertrdaglich und
® induziert auf Br(K) eine wohldefinierte Verkniipfung, die offenbar assoziativ
und kommutativ ist. Die Existenz des Inversen folgt aus A @ A° = Endg(A) =
M, (K), n = dimg A. Das neutrale Element wird durch K représentiert. O

(6.2) Beispiel. Br(R) = Z/2. Es gibt nur die beiden zentralen Divisionsalge-
bren R und H. Es ist H ®g H das neutrale Element, also H ®@g H = M, (R). Es
ist Br(C) trivial. &

(6.3) Beispiel. Ist K ein endlicher Kérper, so ist Br(K) trivial (Satz 5.1). <



12 Artinsche Ringe

1 Halbeinfache artinsche Ringe

Im letzten Kapitel haben wir die halbeinfachen Ringe modultheoretisch behan-
delt. Wir wollen sie jetzt ringtheoretisch charakterisieren.

(1.1) Notiz. Ein halbeinfacher Ring ist artinsch.

BEWEIS. Sei I ein Linksideal des Ringes. Es ist direkte Summe von einfachen
Linksidealen. Nach dem Satz von Jordan-Hoélder ist die Anzahl [(1) der einfachen
direkten Summanden eindeutig bestimmt. Ist J C I ein echter Untermodul, so
ist {(J) < I(I). Also kann es keine echt absteigenden unendlichen Idealsequenzen
geben. O

Das nédchste Lemma wird zu einer genaueren Beschreibung halbeinfacher Rin-
ge gebraucht.

(1.2) Notiz. Sei I # 0 ein minimales Linksideal eines Ringes A. Dann ist
entweder I* = 0 oder es gilt I = Ae mit einem Idempotenten e.

BEWEIS. Sei I? # 0. Es gibt dann Elemente x,y in I, deren Produkt yz # 0 ist.
Da ein minimales Linksideal ein einfacher Modul ist, so ist deshalb der Homo-
morphismus f: I — I, a — ax nach dem Schurschen Lemma ein Isomorphismus.
Fiir ein geeignetes e € I ist somit # = ex und dann auch ex = e%z. Das heifit
aber f(e) = f(e?); und es folgt e = €2, weil f bijektiv ist. Da Ae ein von Null
verschiedener Untermodul von [ ist, gilt Ae = 1. O

(1.3) Satz. Folgende Aussagen iiber einen artinschen Ring sind dquivalent:
(1) A ist halbeinfach.
(2) Jedes Linksideal hat die Form Ae mit einem Idempotenten e.
(3) Jedes von Null verschiedene zweiseitige Ideal enthdlt ein von Null ver-
schiedenes Idempotentes.
(4) Es gibt kein von Null verschiedenes nilpotentes zweiseitiges Ideal.
(5) Es gibt kein von Null verschiedenes nilpotentes Linksideal.

BEWEIS. (1) = (2). Sei I C A ein Linksideal. Dann gibt es eine Linksidealzer-
legung A = I & I’ nach Definition von halbeinfach, und nach (VIL5) ist [ = Ae
mit einem Idempotenten e.

(2) = (3) ist klar.

(3) = (4). Sei I nilpotent. Wire 0 # e € I nilpotent, so wiirde e = e* € I* fiir
alle k € N gelten.

(4) = (5). Sei I ein nilpotentes Linksideal. Dann ist 1A ein zweiseitiges Ideal
und wegen (I A)™ = I" A nilpotent.

(5) = (1). Sei I ein einfaches Linksideal. Dann ist I? # 0 und nach (1.2) I = Ae.
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Es gibt also eine Zerlegung A = Ae @ A(1 — e), d. h. jeder einfache Untermo-
dul ist direkter Summand. Weil A artinsch ist, enthélt jeder Untermodul einen
einfachen. Wir kénnen also von A(1—e) wiederum einen einfachen direkten Sum-
manden abspalten. Dieser Prozess mufl nach endlich vielen Schritten abbrechen,
weil A artinsch ist. Folglich ist A direkte Summe einfacher Linksideale. ]

Ein Element a eines Ringes heifit nilpotent, wenn a # 0 ist und fiir ein n € N
die Relation a™ = 0 gilt.

(1.4) Satz. FEin kommutativer artinscher Ring ist genau dann halbeinfach,
wenn er kein nilpotentes Element enthilt.

BEWwWEIS. Enthélt der Ring A ein nilpotentes Element a, so ist das von a erzeugte
Hauptideal Aa wegen der Kommutativitdt von A nilpotent, also A nach (1.3)
nicht halbeinfach. Und umgekehrt. O

In der allgemeinen Ringtheorie heifit ein Ring A einfach, wenn er nur die
zweiseitigen Ideale 0 und A hat. Wir zeigen, daf§ ein solcher Ring halbeinfach ist
und damit einfach im bisher definierten Sinne, wenn er ein minimales Linksideal
I besitzt. In diesem Fall ist ndmlich A ein zweiseitiges Ideal, also gleich A. Es
gibt deshalb eine Darstellung

l=xa1+ - +2xpa,, z;€I1, a;€A
Wir wéhlen eine solche mit minimalem n und behaupten, dafl dann
A=TIa1 & - - Ia,

ist. Wegen a = axiay + -+ - + axy,a, ist sicherlich A = )7 i Ia;. Sei andererseits
0= Zj yja;, y; € I, etwa mit y,a, # 0. Dann ist Ay, = I, da I ein minimales
Linksideal ist. Wegen

n—1

Ian = Aynan = A(_ylal — = Yp_10p_1 C Z ]aj

J=1

wiirden wir eine kiirzere Darstellung der Eins finden. Also ist die Summe der /a;
direkt. Die Ja; sind zu I isomorphe einfache Moduln.

2 Das Radikal

Ein Ziel dieses Abschnittes ist zu zeigen, dafl ein artinscher Ring einen gréfiten
halbeinfachen Quotienten hat. Das ausdividierte Ideal ist das Radikal.

(2.1) Lemma. Seien I,...,1I, Ideale eines Ringes A und J ein mazimales
Ideal. Ist (;1; C J, so gibt es ein k mit I, C J.

BEWEIS. Angenommen [}, liegt fiir alle k£ nicht in J. Dann ist I, + J = A, weil
J maximal ist. Wir wéhlen eine Darstellung 1 = ay + by mit a € I und b, € J.
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Wir multiplizieren 1 = (ay + by) - -+ (a,, + b,) aus. Der Summand a; - - - a,, liegt
dann nach Voraussetzung in J. Die anderen Summanden enthalten einen Faktor
b; und liegen deshalb in J. Insgesamt folgt 1 € J. Widerspruch. O

(2.2) Satz. Ein artinscher Ring hat nur endlich viele mazimale Ideale.

BEWEIS. Seien [y, I5,... paarweise verschiedene maximale Ideale. Wir setzen
Jy=0LNIN...N1I. Dann gilt J; D Jy.1. Es gibt also ein n mit J,, = J,11 und
das besagt J, C I,,11. Nach dem letzten Lemma gilt fiir ein £ < n die Inklusion
Iy C I,,11, was der Maximalitét von [ widerspricht. O

Wir bezeichnen den Durchschnitt der maximalen Ideale von A mit rad(A) und
nennen dieses Ideal das Radikal von A.

(2.3) Satz. Sei J ein mazximales Ideal eines artinschen Ringes A. Dann ist

A/J ein einfacher Ring.

BEWEIS. Als Quotient eines artinschen Ringes ist A/J artinsch. Gébe es in A/.J
ein von Null verschiedenes nilpotentes Ideal, so wére J nicht maximal in A. Also
ist A/J nach (2.3) halbeinfach und dann auch einfach, weil es keine echten Ideale
gibt. O

(2.4) Satz. Sei A artinsch. Dann ist A/ rad(A) halbeinfach.

BEWEIS. Seien Ii,..., I, die maximalen Ideale von A. Nach dem chinesischen
Restsatz ist A/rad(A) = [[;_, A/I;. Nach (2.3) sind die A/I; einfach. Also ist
A/rad(A) als Produkt einfacher Ringe halbeinfach. O

(2.5) Satz. FEin artinscher Ring A ist genau dann halbeinfach, wenn rad(A) =
0 st.

BeEweris. Ist rad(A) = 0, so ist A nach (2.4) halbeinfach. Ist A halbeinfach, so
folgt aus dem Struktursatz iiber halbeinfache Ringe, dafi der Schnitt der maxi-
malen Ideale Null ist. O

(2.6) Satz. Sei A artinsch. Sei J ein Ideal, fir das A/J halbeinfach ist. Dann
ist rad(A) C J.

BeEwEIS. Die maximalen Ideale von A/.J haben die Form //.J mit maximalen
Idealen I von A. Sind 1,/J,...,1./J die maximalen Ideale von A/J, so ist nach
(2.5)

0=rad(A/J)=L/JNn...N1/J=(LN...N1)/J,

also J=1IinN...NI. |

(2.7) Satz. Das Radikal eines artinschen Ringes ist der Schnitt der mazimalen
Linksideale.

BEWEIS. Sei J der Schnitt der maximalen Linksideale. Wegen der Minimalbe-
dingung ist J der Schnitt endlich vieler maximaler Linksideale I4,...,[,. Die
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kanonische Abbildung
AT = T A/

j=1
ist ein injektiver Homomorphismus von A-Moduln in ein Produkt von einfachen
Moduln. Also ist A/J ein halbeinfacher A-Modul, also auch ein halbeinfacher
A/J-Modul und dehalb A/J ein halbeinfacher Ring. Es folgt nach dem letzten
Satz rad(A) C J. Da A/rad(A) halbeinfach ist, so ist nach demselben Argument
jedenfalls rad(A) Schnitt einiger maximaler Linksideale und somit J C rad(A).O

Wir bemerken, daf} in einem Ring A ein maximales Ideal J immer Schnitt
von maximalen Linksidealen ist. Sei ndmlich J C I ein maximales Linksideal.
Dann enthélt der Annullator des Moduls M = A/I das Ideal J. Wegen der
Maximalitét von J ist also J = Ann(M), da Ann(M) zweiseitig ist. Andererseits
ist Ann(M) = Ny20 Ann(z), und weil M einfach ist, ist Ann(x) fiir jedes 0 # x €
M ein maximales Linksideal.

(2.8) Satz. Sei M einfacher Modul des artinschen Ringes A. Dann ist der An-
nullator von M ein mazimales Ideal von R.

BEWEIS. Der Annullator J ist ein zweiseitiges Ideal, und M kann als treuer
Modul iber B = A/J aufgefaBt werden. Es geniigt zu zeigen, dafl B einfach ist.
Sei I ein minimales Linksideal von B. Dann ist IM # 0, weil andernfalls [ im
Annullator von M liegt, was der Treue von M widerspricht. Sei x € M so gewéhlt,
dafl Iz # 0 ist. Dann ist f: I — M, A — Az nach dem Schurschen Lemma ein
Isomorphismus. Also sind alle minimalen Linksideale von B isomorph. Ferner ist
I? #£ 0, denn wegen Iz = M gibt es ein a € I mit ax = x, also a?z = = # 0, also
a® # 0. Nach (2.3) ist B halbeinfach und nach VII(2.5) einfach. O

(2.9) Folgerung. Die einfachen Moduln eines artinschen Ringes A sind Mo-
duln tiber dem halbeinfachen Quotienten A/rad(A). O

(2.10) Lemma. Seia € rad(A). Dann hat 1 — a ein Linksinverses in A.

BEWEIS. Angenommen A(1 —a) # A. Dann gibt es ein maximales Linksideal
I, das A(1 — a) umfaBit. Esist 1 = a+ (1 — a), also A =rad(A) + A(1 —a) C
rad(A) + I C I, da rad(A) Schnitt maximaler Linksideale ist. Widerspruch. O

(2.11) Satz. Das Radikal J eines artinschen Ringes ist nilpotent.

BEWEIS. Wegen der Minimalbedingung gibt es ein n, sodaf§ J* = J?" ist. Ange-
nommen J" # 0. Wir betrachten die Linksideale I mit J"I # 0. Unter die-
sen gibt es ein beziiglich Inklusion minimales I. Sei x € [ so gewéhlt, dafl
J"x # 0 ist. Insbesondere ist dann = # 0. Es ist J"z C [ ein Linksideal, und
J(Jx)) = J*x = J"r # 0. Wegen der Minimalitit von [ ist J"x = I. Es gibt
ein a € J" mit ax = z. Aus (1 — a)z = 0 und dem vorigen Lemma folgt aber
x = 0. Widerspruch. O

(2.12) Satz. Sei M ein endlich erzeugter Modul iber dem artinschen Ring A.
Dann ist M noethersch und artinsch.
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BEWEIS. Sei J das Radikal von A. Wir setzen M; = J'M. Dann wird M;/M;,,
durch J annulliert und ist deshalb nach (2.9) halbeinfach. Nach (1.2) und (1.4)
ist M;/M; ., artinsch und hat deshalb eine Kompositionsreihe. Dann hat aber
auch M eine Kompositionsreihe. O

(2.13) Folgerung. Ein linker artinscher Ring ist ein linker noetherscher Ring.
BEWEIS. Anwendung des vorstehenden Satzes auf den linksreguldren Modul. O

Ein artinscher Ring ist genau dann halbeinfach, wenn er einen treuen halb-
einfachen Modul besitzt.

3 Anwendungen auf die Galois-Theorie

Wir betrachten die Galois-Theorie vom Standpunkt der Algebren, verschérfen sie
dadurch und geben einen neuen Beweis fiir den Hauptsatz der Galois-Theorie.

Seien K|k und L|k endliche Korpererweiterungen, und sei o: K — L ein k-
Morphismus. Wir betrachten L als (K, L)-Bimodul vermoge

k-xz=o(k)r, z-1l=uxl

fir k € K,z € L,| € L. Aquivalent dazu betrachten wir L als K ®j, L-Linksmodul
vermoge

(@®B) = ola)zp

fira e K, § € L, x € L. Diesen Modul nennen wir L,. Er ist als L-Rechtsmodul
eindimensional.

Sei umgekehrt ein (K, L)-Bimodul M gegeben, der als L-Modul eindimensio-
nal ist. Fiir x € M \ 0 und o € K gibt es genau ein o(«) € L mit

a-r=x-o0(a).

Die Zuordnung o — o(«) ist ein von der Wahl von x unabhéngiger k-Morphismus
o=oy: K — L. Zwei Moduln M und N dieser Art sind genau dann isomorph,
wenn oy = oy ist. Demnach besteht eine Bijektion zwischen Mory (K, L) und
den Isomorphieklassen von (K, L)-Bimoduln, die als L-Moduln eindimensional
sind (bzw. solchen K ®;, L-Moduln).

Ein K ®;, L-Modul, der als L-Modul eindimensional ist, ist sicherlich einfach.
Da er einfach ist, gehort er zur L-Algebra K ®j, L/rad(K ®; L) = A. Es gibt
hochstens dimy, (A) verschiedene eindimensionale Moduln. Es ist dimy(A) < [K :
k|. Im Fall K = L erhalten wir den schon anderweitig bewiesenen Satz:

(3.1) Folgerung. Fiir jede Galois-Erweiterung L|k gilt |G(L|k)| < [L:k]. O

Eine Galois-Erweiterung war durch die Bedingung [L : k| = |G(L|k)| definiert,
und G = G(L|k) hief ihre Galois-Gruppe. Das Tensorprodukt M @ N zweier
(L, L)-Bimoduln ist wieder einer: Das Tensorprodukt wird beziiglich der rechten
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L-Struktur von M und der linken L-Struktur von N definiert und die (L, L)-
Modulstruktur beziiglich der linken von M und der rechten von N. Seien o, 7 €
G.In L, ®p L, gilt

a-(z®y) = ola)r®y
= r@o(a)-y
= z®T10(a)y
= (z®y)- 10(a).

Das bedeutet:
La L L’T = LTO"

Die Isomorphieklassen von (L, L)-Bimoduln, die als L-Rechtsmoduln eindimen-
sional sind, bilden also beziiglich Tensorprodukt eine Gruppe, die zur Galois-
Gruppe G(L/k) isomorph ist.

Aus den Vorbetrachtungen ergibt sich jetzt unmittelbar:

(3.2) Satz. Genau dann ist L|k eine Galois-Erweiterung, wenn L®y L halbein-

fach ist und in diber L eindimensionale einfache Bestandteile zerfillt. Diese ein-

fachen Bestandteile sind die isotypischen Summanden und zu den L, isomorph.

Es gibt demnach eine direkte Zerlequng L @ L = €@ L, . O
ceqG

Wir schildern die Zerlegung des vorstehenden Satzes genauer im Lichte der
fritheren Untersuchungen zur Galois-Theorie.

Seien K|k und L|k Korpererweiterungen. Die Algebra K ®y, L ist kommutativ.
Der Homomorphismus L — K ®; L, y — 1 ® y macht daraus eine L-Algebra,
der Homomorphismus K — K ®; L, x — x ® 1 eine K-Algebra.

Sei L|k eine Galois-Erweiterung mit Gruppe G. Die Gruppe G operiert auf
der k-Algebra L ®; L durch die Automorphismen

g-(z®y) =r®gy

fiir ¢ € G. Beziiglich der linken L-Modulstruktur operiert g L-linear, nicht aber
beziiglich der rechten L-Modulstruktur.

Ein Automorphismus einer halbeinfachen Algebra bildet einen isotypischen
Bestandteil wieder auf einen ab.

Sei dazu L = k[a] mit Minimalpolynom p von «. Uber L zerfalle p in paarweise
verschiedene Faktoren p(x) = [[j_, (2 — ;). Wir haben einen Isomorphismus

klel/(p) = L, ==«

Er liefert einen Isomorphismus

L®,L=>=Le,klx]/(p).

Ferner ist
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L ®y, k[z]/(p) = L[z]/(p),

wobei A ® 1 der Klasse von A und 1 ® = der Klasse von x entspricht. Vermoge
des gesamten Isomorphismus

L &y L = Llx]/(p)

ist die linke L-Modulstruktur durch die {ibliche Skalarmultiplikation mit Elemen-
ten aus L gegeben. Bei der rechten entspricht die Multiplikation mit v derjenigen
mit x und Elemente aus k wirken wie iiblich.

Die Zerlegung von p in Linearfaktoren liefert nach dem chinesischen Restsatz
einen Isomorphismus

Llz)/(p) — [ ] Ll=)/(x = ay).
j=1
Das ist ein Isomorphismus von k-Algebren, L-linear beziiglich der linken Modul-
struktur.
Wir haben einen Isomorphismus

L)/ (e — ) = L @ ay,

der beziiglich der linken Struktur wieder L-linearist. Das Element o € L operiert
in Liz]/(x — a;) durch Multiplikation mit = von rechts und im Bild von ~;
durch Multiplikation mit «;. Wir setzen zur Unterscheidung der verschiedenen
Operationen L = Lj;.

Insgesamt erhalten wir auf diese Weise eine Zerlegung von k-Algebren

(3.3) Loy L=]]L;
j=1

Das ist auBerdem eine Zerlegung von (L, L)-Bimoduln, wobei L von links iiberall
wie gewohnlich operiert, wihrend a@ € L in L; durch Multiplikation mit «;
operiert. Es gibt aber einen k-Morphismus o;: L — L mit oz = 2 - o = (o).
Demnach ist o; durch o;(a) = a; bestimmt.

Wir betrachten L in iiblicher Weise als Modul iiber dem Gruppenring kG,
wobei g € G als der gegebene k-Morphismus wirkt. Durch Skalarerweiterung
wird L ®;, L ein Modul tiber L ®;, kG = LG. Wir behaupten:

(3.4) Satz. Der LG-Modul L ®j, L ist isomorph zum reguldren LG-Modul.

BEWEIS. Seil =) _. e, diezu (3.3) gehérende Einszerlegung. Fiir jedes g € G
ist 1@y — g-(r®y) = x®gy ein Automorphismus der k-Algebra L®y, L. Deshalb
ist g-e, wieder eines der Idempotenten e,. Beziiglich der linken L-Modulstruktur
ist die G-Operation L-linear. Es folgt mittels (3.3) und der Definition von L,

e.7(a) = a-e;=alg-e,)=gla-e,)

= gles0(a)) = (g - er)(go(a)) = e-go(a)
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und demnach 7 = go. Diese Rechnung belegt, dafi LG — L®;, L, XgA;g — XAz,
ein Isomorphismus von LG-Moduln ist. Aus (6.4) und (77) folgt:

(3.5) Satz. Ist L|k eine endliche Galois-Erweiterung mit Gruppe G, so ist L
als kG-Modul zu kG isomorph. Ist a: kG — L ein solcher Isomorphismus und
ist o(1) = z € L, so ist {o(z) | 0 € G} eine k-Basis von L. (Eine Basis dieser

Art heifst Normalbasis. O

(3.6) Folgerung. Fiir ecine Galois-Erweiterung L|k mit Gruppe G gilt L¢ =

k. O

(3.7) Folgerung. Ist {o(z) | 0 € G} eine Normalbasis, so ist L = k[z]. Denn

f(z) = 1] (z — 0(2)) ist das Minimalpolynom von z tber k. O
oeqG

Ist L| K|k und L|k Galoiserweiterung, so ist auch L|K Galoiserweiterung, denn
L ®;. L ist ein Quotient von L ®; L und deshalb mit L ®,; L halbeinfach mit als
L-Modul eindimensionalen einfachen Moduln.

(3.8) Folgerung. Fliir jeden Zwischenkirper K von G|k gilt LK) = K und
|G(L|K)| =[L: K]. O

Sei L|k Galois-Erweiterung und H < G(L|k). Fir die reguldre Darstellung
gilt |kGH : k| = |G : H|, also |kG : kG"| = |H|. Also gilt |L : L| = |H|. Wegen
H < G(L|LM) folgt |H| < |G(L|L7)| = |L : L¥| = H, also

(3.9) H = G(LIL™).

Mit (6.8) und (6.9) haben wir den Hauptsatz der Galois-Theorie von neuem
bewiesen, jedenfalls soweit die Objekte betroffen sind.

Um auch die Morphismen zu behandeln, mufli man sich iiberlegen, daf§ fiir
L|K|k jeder k-Morphismus o: K — L zu einem k-Morphismus L — L erweitert
werden kann.

Ein k-Morphismus o: K — L entspricht aber einem gewissen einfachen K ®y, L-
Modul M. Es ist zu zeigen, dafl dieser als Restriktion eines L ®; L-Moduls vor-
kommt. Das ist aber eine in (1.10) bewiesene allgemeine Tatsache iiber halbein-
fache Algebren.

Der Isomorphismus L ®; L = LG 148t sich auch etwas anders begriinden als
im Beweis von Satz (6.4). Wir definieren eine Abbildung

L@, L— LG, x2@y— ng_l(y)g.
geG

Das ist eine G-dquivariante lineare Abbildung. Sie ist invers zu der in (6.4) an-
gegebenen Isomorphie. Die Isomorphie folgt auch aus dem Satz von der linearen
Unabhéngigkeit von Charakteren.



