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Kapitel 1

Vektorraume und lineare
Abbildungen

1.1 Vorbereitungen

Ein Grundbegriff der linearen Algebra ist der Begriff eines Vektorraums iiber
einem Korper. Um ihn zu formulieren, verwenden wir den Begriff einer Grup-
pe und den eines Korpers. Obgleich es sich dabei um wichtige Begriffe der
Mathematik handelt, mit eigenen umfangreichen Theorien, werden in diesem
einleitenden Abschnitt lediglich die Vokabeln bereitgestellt.

(1.1.1) Zahlen. Die Algebra ist aus dem Zahlenrechnen und seinen Gesetzen
entstanden. Eine elementare Kenntnis der Zahlen wird unterstellt.

Einige Mengen von Zahlen werden im vorliegenden Text mit Standardsym-
bolen notiert:

= {1,2,3,...} Menge der natiirlichen Zahlen

{0,1,2,...} Menge der natiirlichen Zahlen einschlielich der Null
{0, £1,£2,...} Menge der ganzen Zahlen

Menge der rationalen Zahlen (Briiche)

= Menge der reellen Zahlen

= Menge der komplexen Zahlen.

(=)
|

AOFONZZ
I

Die historische Entwicklung des Zahlbegriffs und seine axiomatische Grundle-
gung sind es jedoch wert, genauer angeschaut zu werden. Dazu sei ein Blick in
das reichhaltige und anregende Buch Zahlerﬂ empfohlen. &

IEbbinghaus et. al: Zahlen (Grundwissen Mathematik 1). Springer-Verlag, Berlin Heidel-
berg 1983.
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(1.1.2) Komplexe Zahlen. Wir notieren noch einige Einzelheiten iiber die
komplexen Zahlen. Fiir die gesamte Mathematik ist bekanntlich die Erweite-
rung des Bereichs der reellen Zahlen zu den komplexen Zahlen von grundlegen-
der Bedeutung.

Keine reelle Zahl = geniigt der Gleichung z?+1 = 0. Man erfindet eine neue
Zahl 3, fiir die 42 = —1 gilt, bildet mit reellen Zahlen a und b Ausdriicke a + bi,
addiert zwei solche geméfl der Regel

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)
und multipliziert sie gem&fl der Regel
(a+bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i.

Man rechnet also einfach wie gewohnt, wobei jedoch immer wenn i2 vorkommt,
dafiir —1 gesetzt wird. Man nennt z = a + bi eine komplexe Zahl, a = Re(2)
ihren Realteil, b = Im(z) ihren Imagindrteil und i die imagindre Einheit. Die
Gesamtheit der komplexen Zahlen wird mit C bezeichnet. Geometrisch wird
z = a+bi als Punkt (a,b) € R? der Zahlenebene veranschaulicht. Geometrisch
wird die Addition durch die beriihmte Parallelogrammregel dargestellt. Die
Zahl Z = a — bi heifit die zu z = a + bi konjugierte Zahl (Spiegelung an der
reellen Achse). Es gelten die Regeln u+v = u+ 7 und w-v = u - 1. Wegen
2z = (a+bi)(a—bi) = a®+b? setzen wir z-Z = |z|? und nennen |z| > 0 die Norm
oder den Betrag von z. Diese Zahl ist der elementar-geometrische Abstand von
z vom Nullpunkt. Es gelten die Dreiecksungleichung |u + v| < |u| + |v| sowie
|uv| = Jullv]. %

Z+w

Im(z) =ib

Die Ebene C Parallelogrammregel

Fiir die vorstehend genannten Zahlenmengen verfiigt man jeweils iiber die
Addition und die Multiplikation. Die zugehorigen Rechenregeln formulieren wir
nun ganz allgemein.

(1.1.3) Verkniipfungen. Eine Verkniipfung auf einer Menge G ist eine Ab-
bildung m: G x G — G. Eine Verkniipfung m auf G heifit assoziativ, wenn fiir
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je drei Elemente a,b,c aus G die Gleichheit m(a, m(b,c)) = m(m(a,b),c) be-
steht. Formeln dieser Art lassen sich schlecht lesen. Wenn wir eine Verkniipfung
abgekiirzt als Multiplikation m(a,b) = a - b = ab notieren, so lautet also das
Assoziativgesetz a(bc) = (ab)c. Statt ,verkniipfen“ sagen wir bei dieser Be-
zeichnungsweise auch ,,multiplizieren®. Eine Verkniipfung m heifit kommutativ,
wenn fiir je zwei Elemente a, b aus G die Gleichheit m(a,b) = ab = ba = m(b, a)
besteht. Ein Element e € G heifit neutrales Element der Verkniipfung m, wenn
fiir alle € G die Gleichungen m(e,x) = ex = ¢ = ze = m(z, ) gelten. Sind e
und f neutral, so folgt e = ef = f. Also hat eine Verkniipfung hochstens ein
neutrales Element. O

(1.1.4) Beispiel. Sei G eine der sechs in genannten Mengen. Dann ist
jeweils die Addition und die Multiplikation eine Verkniipfung auf dieser Menge,
und diese Verkniipfungen sind assoziativ und kommutativ.

Auf der Menge N = {1,2,3,4,...} hat die Multiplikation ein neutrales Ele-
ment, die Eins; die Addition hat jedoch kein neutrales Element. Wie verhalten
sich diesbeziiglich Addition und Multiplikation auf der Menge Ny? &

(1.1.5) Gruppen. Eine Gruppe besteht aus einer Menge G und einer Ver-
kniipfung m auf G, so daf} die folgenden Axiome gelten:

(1) Die Verkniipfung ist assoziativ.

(2) Die Verkniipfung besitzt ein neutrales Element e € G.

(3) Zu jedem a € G gibt es ein b € G, so daBB m(b,a) = e = m(a, b) ist.
Ist (G,m) eine Gruppe, so heifit m eine Gruppenstruktur auf der Menge G.
Wenn die Verkniipfung als Multiplikation geschrieben wird, so nennen wir
m auch Gruppenmultiplikation. Eine Gruppe mit einer kommutativen Mul-
tiplikation wird kommutative Gruppe oder abelscheﬂ Gruppe genannt. In ei-
ner kommutativen Gruppe wird die Verkniipfung oft als Addition geschrieben,
m(a,b) = a+b; in diesem Fall sprechen wir natiirlich von der Gruppenaddition.
Wir unterscheiden diese beiden Notationen auch dadurch, dafl wir von additi-
ven und multiplikativen Gruppen reden. Es ist iiblich, eine Gruppe (G, m) nur
durch die zugrundeliegende Menge G zu bezeichnen, insbesondere dann, wenn
man nicht mehrere Verkniipfungen unterscheiden mufl. &

In einer multiplikativen Gruppe schreiben wir das neutrale Element oft als
1 und nennen es das Finselement der Gruppe. Das bei gegebenem a € G
eindeutig bestimmte Element b mit der Eigenschaft ab = 1 = ba nennen wir
das Inverse von a und bezeichnen es mit a~!. In einer additiv geschriebenen
Gruppe ist das Inverse b von a durch die Gleichung a + b = 0 bestimmt;
wir schreiben in diesem Fall b = —a. Mit diesen Bezeichnungen gelten dann
die Rechenregeln 1-a = a = a-1und a™!-a = a-a~! = 1. Ferner ist
(a™1)™1 = a, und es gilt (a-b)~* = b~! - a7l Die Linksmultiplikation mit

2Niels Henrik Abel 1802 — 1829



1.1 Vorbereitungen 7

a € G ist die Abbildung i(a): G — G, z — ax. Die Gruppenaxiome besagen,
daf3 I(a)l(b) = l(ab) und I(e) = id (die identische Abbildung) ist. Es folgt, dafl
I(a=!) die inverse Abbildung zu I(a) ist. Insbesondere ist [(a) immer bijektiv.
Da z — ax bijektiv ist, so hat die Gleichung ax = b immer genau eine Lsung,
némlich x = a~'b; und aus ac = be folgt a = b, das heifit man kann , kiirzen*.

In einer additiv geschriebenen abelschen Gruppe bezeichnen wir das neutra-
le Element mit 0 und nennen es das Nullelement der Gruppe. Man verwendet
die abkiirzende Bezeichung a + (—=b) = a — b. Es gelten dann —(—a) = a,
—b+a=a—-bund —(a—b)=—-a-+b.

Eine nichtleere Teilmenge U einer Gruppe G heifit Untergruppe von G, wenn
aus =,y € U immer zy € U und z~' € U folgt. Dann ist namlich offenbar die
Einschrinkung U x U — U, (x,y) — xy definiert und eine Gruppenstruktur
auf U.

Ein Homomorphismus der Gruppe G in die Gruppe H ist eine Abbildung
f: G — H, die f(ab) = f(a)f(b) erfillt; es folgt dann f(1) = f(1-1) =
F1) - (1) akso f(1) = 1 und f(1) = fla-a) = fla) - fla?) also
f(a™) = (f(a))~!. (Man sagt dann auch salopp, ein Homomorphismus ,re-
spektiert Einselemente und Inverse.) Ein bijektiver Homomorphismus heifit
Isomorphismus. Die Gruppen G und H heiflen isomorph, wenn es einen Iso-
morphismus f: G — H gibt.

Wir verwenden die bekannte Schreibweise mit Potenzen in beliebigen mul-
tiplikativen Gruppen. Wir setzen also a® = 1, a' = a, a*> =a-a, a"t' = a-a",
a~! = (a71)" fiir n € Ny. Es gilt dann die Regel a™ - a™ = a™*™ fiir beliebige
m,n € Z. Das kann auch so formliert werden: Die Zuordnung Z — G, n — a”
ist ein Homomorphismus der additiven Gruppe Z in die multiplikative Gruppe
G.

Der trockenen Definition ist natiirlich nicht anzusehen, daf} der Grup-
penbegriff einer der wichtigsten in der Mathematik ist. Wir werden im Verlauf
dieses Textes etliche Gruppen kennenlernen. (Eine Aufgabe der Gruppen ist es
iibrigens, Symmetriestrukturen von mathematischen Objekten zu beschreiben,
was wir aber an dieser Stelle nicht erldutern.)

(1.1.6) Beispiele.

(1) Die ganzen Zahlen Z sind zusammen mit der Addition eine kommutative
Gruppe. Die Vielfachen {cz | z € Z} einer ganzen Zahl ¢ sind eine Untergruppe
darin.

(2) Die komplexen Zahlen vom Betrag 1 sind zusammen mit der Multi-
plikation eine kommutative Gruppe. In der geometrischen Interpretation der
komplexen Zahlen als Punkte der Ebene besteht diese Gruppe aus den Punk-
ten des Kreises vom Radius 1 um den Nullpunkt. In dieser Gruppe gibt es die
Untergruppe C,, = {¢ | ¢" = 1} der Zahlen, deren n-te Potenz gleich 1 ist
und die deshalb n-te Einheitswurzeln heifien (n € N). Mit Hilfe der komple-
xen Exponentialfunktion lassen sich diese Zahlen als exp(27wik/n), 0 < k < n
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darstellen. Zum Beispiel besteht Cy aus den Zahlen +1, +i.

(3) Die Abbildung Z — C,,, k — exp(2wik/n) ist ein Homomorphismus der
additiven Gruppe Z auf die multiplikative Gruppe C,.

(4) Die wesentliche Eigenschaft der berithmten Logarithmus-Funktion ist
es, ein Isomomorphismus zu sein, und zwar von der multiplikativen Gruppe
der positiven reellen Zahlen auf die additive Gruppe aller reellen Zahlen (,, Ver-
wandlung der Multiplikation in die Addition*).

In vielen mathematischen Kontexten gibt es den Begriff Isomorphismus. Isomor-
phe Objekte sind dann im wesentlichen dieselben Dinge (,Dasselbe in Griin®). Unser
Beispiel zeigt aber, dafl inhaltlich doch ein betréchlicher Unterschied bestehen kann
und man nicht blindlings ein Objekt durch ein isomorphes ersetzen kann.

(5) Nun noch eine , abstrakte Gruppe. Sei X eine Menge. Die Menge S(X)
der bijektiven Abbildungen X — X ist mit der Verkettung von Abbildungen
eine Gruppe, nicht kommutativ, wenn X mehr als 2 Elemente enthélt. O

(1.1.7) Korper. Ein Kirper ist eine Menge K zusammen mit zwei Ver-
kniipfungen

A:KxK—K, (z,y)—z+y
M:KxK—K, (vr,y)—zy=z-y

mit den Eigenschaften (Koérperaxiome)

(1) (K, A) ist eine abelsche Gruppe mit dem neutralen Element 0.

(2) (K ~ {0}, M) ist eine abelsche Gruppe mit dem neutralen Element 1.

(3) Es gilt das Distributivgesetz a(b+ ¢) = ab + ac.
(Wie iiblich geht ,,Punktrechnung“ (auch ohne Punkt) vor , Strichrechnung*,
zur Vermeidung von Klammern.) Die Verkniipfung A ist die Addition und die
Verkniipfung M die Multiplikation des Korpers. Das Axiom (2) fordert un-
ter anderem, dafl das Produkt zweier von Null verschiedener Elemente wieder
ungleich Null ist!

Einige einfache Folgerungen aus den Axiomen. Wegen der Kommutativitét
der Multiplikation gilt auch das Distributivgesetz (b + ¢)a = ba + ca. Aus den
Gleichungen 0-a = (0+0)-a=0-a+0-afolgt 0=0-a und 0 =a-0. Aus
0=a-0=a-(b+(-b) =a-b+a-(-b) folgt a-(-b) = —(a-b). Damit
ergibt sich (—a) - (=b) = —(a- (b)) = —(—ab) = ab. Wir haben damit aus den
Korperaxiomen die Regel ,,Minus mal Minus gleich Plus“ hergeleitet.

Eine nichtleere Teilmenge L von K heif3t Unterkérper von K, wenn sie mit
a,b auch a + b und ab enthilt und die dadurch bestimmten Verkniipfungen
LxL—L,(a,b)—a+b LxL— L,(a,b)+— ab die Kérperaxiome erfiillen.
Aus a € L folgt dann —a € L und aus 0 # b € L folgt b=! € L. Das Einselement
von K ist auch das Einselement von L. &
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(1.1.8) Beispiele. Die rationalen Zahlen Q, die reellen Zahlen R und die
komplexen Zahlen C, jeweils mit der iiblichen Addition und Multiplikation
versehen, sind Korper. Fiir die ganzen Zahlen erfiillen die Addition und Multi-
plikation fast alle Kérperaxiome, aber +1 sind die einzigen ganzen Zahlen, die
ein Inverses beziiglich der Multiplikation haben. <

(1.1.9) Beispiel. Wir wollen zumindest einen etwas exotischen Kérper be-
schreiben, weil er in der linearen Algebra (und auch sonst) oft aus der Rolle
fallt. Ein Korper enthélt die Elemente 0 und 1, und zwei so bezeichnete Ele-
mente bilden mit den Rechenregeln, die sich aus den Axiomen ergeben, schon
einen Korper. Natiirlich ist dann 14 1 ein Korperelement; aus 1+ 1 = 1 wiirde
1 = 0 folgen, was in einem Koérper nicht sein kann. Also ist 1 + 1 = 0. Wollte
man 1+ 1 mit 2 bezeichnen, so wire 2 = 0. Oh weh!, aber warum nicht?
Diesen Korper kann man sich auch aus dem Zahlenrechnen erkldaren. Be-
kanntlich zerfallen die ganzen Zahlen in gerade und ungerade Zahlen. Mit den
Worten ,,gerade“= g und ,,ungerade“= u kann man rechnen, etwa g + u = u
oder u - u = u. Es entspricht dann g der Null und u der Eins. &

Erginzungen und Aufgaben

1. Gegeben sei eine Menge von Wandfarben. Eine Verkniipfung zweier Farben sei die
Mischung von gleichen Mengen dieser beiden Farben. Diese Verkniipfung ist kommu-
tativ aber nicht assoziativ. Man kénnte eine Verkniipfung mit drei Variablen definie-
ren, indem man gleiche Teile dieser drei Farben mischt. Und so weiter.

2. In einem vollstéindig formalen Aufbau der Mathematik wiirde man iiber das Asso-
ziativgesetz beweisen miissen, daf jede sinnvolle Klammerung in einem Produkt von
vielen Faktoren dasselbe Ergebnis liefert. (So gibt es fiir vier Faktoren 5 Klammerun-
gen und fiir fiinf Faktoren 14 Klammerungen. Ausprobieren!)

Ebenso miifite man fiir eine assoziative und kommutative Verkniipfung beweisen,
dafl das Produkt von vielen Faktoren von der Reihenfolge der Faktoren nicht abhéngt.
Wir wollen dariiber an dieser Stelle nicht tiefsinnig werden.

3. Kann man von einer sinnvollen Klammerung von k£ Faktoren zu jeder anderen
dadurch gelangen, dafl man das Assoziativgesetz mehrmals anwendet?

4. Die formalen Rechenregeln, um die wir uns meist nicht kiimmern, haben durchaus
ihre Geheimnisse. Auf der Kugeloberfliche wihle man 14 Punkte geeignet und gebe
ihnen als Namen die sinnvollen Klammerungen von 5 Faktoren. Man verbinde zwei
Punkte durch eine sich selbst nicht kreuzende Linie, wenn sie auseinander durch
das Assoziativgesetz hervorgehen. Man kann dann die Gesamtheit dieser Linien so
zeichnen, daf} sich je zwei nicht kreuzen. Zeichnung dazu?

5. Eine Untergruppe U der additiven Gruppe Z hat die Form {nc | n € Z} fiir ein
eindeutig bestimmtes ¢ € Ny. Ist ndmlich U # {0}, so ent hilt U positive Zahlen; sei
c die kleinste davon. Ist k € U, so dividieren wir k mit Rest 0 < r < ¢, also k = gc+r.
Dann liegt r = n — qc in U und r > 0 wiirde der Minimalitét von ¢ wider sprechen.
6. Ist G eine Gruppe und a € G, so bilden die n € Z mit a™ = 1 eine Untergruppe U
von Z. Ist U # {0} und ¢ € U die kleinste Positive Zahle in U, so heift ¢ die Ordnung
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des Elementes a. Es gilt a™ = a™ genau dann, wenn m — n durch die Ordnung c
teilbar ist.

7. Die rellen Zahlen der Form a+bv/2 mit rationalen Zahlen a, b bilden einen Kérper.
Einzig fraglich ist die Existenz von multiplikativen Inversen;

a b
— 2
a? —2b%  a?—2b2 V2
ist inverse zu a + bv/2 # 0. Der Nenner ist ungleich Null, weil 2 kein Quadrat in Q
ist.
8. Die Grundrechenarten in einem Korper sind Addition und Multiplikation. Die Sub-
traktion ist eine Konsequenz der Axiome. Durch ein von Null verschiedenes Koérper-
element kann man dividieren: Man koénnte ab™' = b~ 'a mit % bezeichnen. Fiir die
iiblichen Zahlen sind wir daran gewohnt, aber auch allgemein gelten die Regeln des

Bruchrechnens
ab a c ad + bc

@, c_ a_c_
b d
m

o b d bd
Wegen a - 0 = 0 kann (darf!) man durch Null nicht dividieren.

1.2 Vektorraume

(1.2.1) Vektorraum. Ein Vektorraum dber einem Korper K besteht aus einer
Menge V und zwei Abbildungen

a:VxV -V, (vw)—alv,w)=v+w
m: KxV -V, (Av)—A-v=N

mit den Eigenschaften (Vektorraumaxiome):

(1) (V,a) ist eine additive Gruppe.

(2) Fir Ay, Ao € K und v € V gilt )\1()\21)) = ()\1/\2)’1}.

(3) Firr A € K und vy,vy € V gilt A(v1 + v2) = Avy + Avs.

(4) Fir A1, 2 € K und v € V gilt (A + A2)v = Ao + Aqv.

(5) Firle KundveVgilt1-v=uw.
Die Elemente aus V' heiflen Vektoren, die Elemente aus K (im Kontext der
Vektorrdume) Skalare. Die Abbildung a heifit Addition von Vektoren. Die Ab-
bildung m heifit Multiplikation mit Skalaren. Die dritte und vierte Regel sind
ein Distributivgesetz. Das Paar (a, m) von Abbildungen wird Vektorraumstruk-
tur auf der Menge V' genannt. Ein Vektorraum (V,a, m) wird meist nur durch
die zugrundeliegende Menge V' bezeichnet. Wir sprechen auch von einem K-
Vektorraum, wenn ein Vektorraum iiber K gemeint ist. Der Hinweis auf den
Korper wird weggelassen, wenn er aus dem Kontext erkenntlich ist oder wenn
auf ihn nicht weiter hingewiesen werden muf}. Ein Vektorraum iiber dem Korper
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der reellen (komplexen) Zahlen wird auch reeller (komplezer) Vektorraum ge-
nannt. Das Paar (V,a) ist die additive Gruppe des Vektorraumes (V,a,m). <

Der Korper K und die abelsche Gruppe (V, a) haben beide ihr eigenes Null-
element; geschrieben wird dafiir aber beidemal 0; das ist ungenau, aber meistens
bequem. Es gelten ndmlich die Rechenregeln 0-v = 0 und A-0 = 0. Die erste folgt
so: Mit einem Distributivgesetz folgt 0-v = (0+0)-v = 0-v40-v und dann durch
Kiirzung in der Gruppe V die Behauptung. Ahnlich wird auf die zweite Regel
geschlossen. Wir schreiben x — y fiir x + (—y). Es gilt (—=\)z = A(—z) = —(\z)
und speziell (—1)x = —z. Zum Beweis: Az + (—Az) = (A+ (=A)z=0-2=0,
und das bedeutet —(Az) = (—A)x. Analog folgt die Gleichung A\(—z) = —(A\x)
mit dem anderen Distributivgesetz.

Wir erldutern die Definition eines Vektorraumes mit dem wichtigsten Bei-
spiel:

(1.2.2) Der Standardvektorraum. Sei K ein Korper. Auf der Menge K™
der n-Tupel (z1,...,z,) von Elementen z; € K haben wir die Struktur einer
abelschen Gruppe durch komponentenweise Addition

($1;-~~axn)+ (y17~"7yn) = (xl + Y1, Tn +yn)
und eine Multiplikation mit Skalaren
Mz, ..o xn) = (A1, .., Axy).

Aus den Korperaxiomen werden die Vektorraumaxiome unmittelbar nachge-
wiesen. Dieser Vektorraum wird kurz und biindig ,, Der K™“ gerufen. Unter K°
wollen wir den Nullraum verstehen.

Nach demselben Verfahren kann man noch gréfiere Vektorrdume herstellen.
Sei K*° der Vektorraum, der aus allen Folgen (z1, 22,3, ...), x; € K, besteht,
die nur endlich viele von Null verschiedene Eintrige haben, und sei K“ der
Raum der aus allen Folgen dieser Art besteht (Addition und Skalarmultiplika-
tion weiterhin komponentenweise).

Siehe zu diesen Definitionen auch (1.2.5). <&

(1.2.3) Unterraum. Sei (V,a,m) ein Vektorraum iiber dem Korper K. Sei
U C V eine nichtleere Teilmenge mit den Eigenschaften a(U x U) C U und
m(K xU) CU.

UxU—-U, (z,y)—alz,y)=z+y Addition
KxU—-U, (\z)—m\z)=2A Skalarmultiplikation

auf U eine Vektorraumstruktur definiert, wie eine kurze Uberlegung zeigt. Eine
Teilmenge zusammen mit dieser Struktur heift Untervektorraum oder kurz
Unterraum von V. Wir sagen in diesem Fall, die Vektorraumstruktur auf U



12 1 Vektorrdume und lineare Abbildungen

entstehe durch Einschrinkung der auf V' gegebenen Struktur, das heiffit man
verwendet immer noch die gleiche Addition und Skalarmultiplikation, aber nur
fiir die Vektoren in U. O

(1.2.4) Beispiele.

(1) Jeder Vektorraum V hat den nur aus dem Nullvektor bestehenden Un-
terraum, den sogenannten Nullraum oder trivialen Unterraum {0}, der auch
einfach mit 0 bezeichnet wird.

(2) Jeder Vektorraum ist ein Unterraum von sich selbst.

(3) Im Standardraum R? sind die Geraden und die Ebenen durch den Null-
punkt Unterrdume, und es gibt keine weiteren aufier 0 und R3, wie wir alsbald
sehen werden.

(4) Im Vektorraum R aller reellen Folgen bilden die konvergenten Folgen
einen Unterraum. Auch R*° ist ein Unterraum. <&

(1.2.5) Beispiele (Funktionenrdume).

(1) Sei A eine beliebige Menge und Abb(A, K) die Menge aller Abbildun-
gen von A in den Korper K. Auf dieser Menge wird die Struktur eines K-
Vektorraumes durch die Addition (f + g)(z) = f(z) + g(z) und die Skalarmul-
tiplikation (Af)(z) = A(f(x)) definiert.

Indem man Abbildungen mit geeigneten weiteren Eigenschaften betrachtet,
erhéilt man zahlreiche Untervektorrdume.

(2) Der Unterraum Abbg(A, K) besteht aus allen Funktionen f: A — K,
die nur endlich viele von Null verschiedene Werte annehmen.

(3) Ein n-Tupel (21, ..., z,) von Elementen z; € K ist eigentlich eine Funk-
tion x: {1,...,n} — K, und zwar ist z; der Wert an der Stelle i. Also ist K™
in diesem Sinne ein Funktionenraum.

(4) Ebenso konnen wir K> als Abby(N,K) und K% als Abb(N, K)
auffassen.

(5) Im Fall A = R und K = R haben wir den Vektorraum C*(R,R) der k-
mal stetig differenzierbaren Funktionen R — R oder den Raum C([0,1],R) der
stetigen Funktionen [0, 1] — R. Vektorrdume dieser Art spielen in der Analysis
eine grofie Rolle.

(6) Die Gesamtheit P,(R) aller Polynomfunktionen

= ap+ arx + asx? + - + apz”

mit Koeffizienten a; € R ist ein Unterraum von C*(R,R). Er wird Vektorraum
aller Polynome vom Grad kleinergleich n genannt.

(7) Noch etwas allgemeiner kann man auf der Menge Abb(A, V) der Abbil-
dungen von A in einen Vektorraum V eine Vektorraumstruktur wie unter (1)
definieren. &
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Erginzungen und Aufgaben

1. Fiir den Standardraum etwa iiber den reellen Zahlen braucht man natiirlich keine
Gelehrsamkeit. Ein Vektor ist dann einfach ein Datensystem von Zahlen und man
rechnet mit diesen Systemen in bekannter Weise. Betrachten wir Kochrezepte. Ein
Rezeptvektor ordnet jeder Zutat ihre Mengenangabe zu. Will man fiir zwei Rezepte
einkaufen, so mufl man die Zutatenvektoren addieren. Hat man ein Rezept fiir zwei
Personen, so mufl man fiir sechs Personen den Zutatenvektor mit dem Skalar 3 mul-
tiplizieren.

2. Polynomfunktionen z +— ag +a1x+asx’+- - anx”™ kénnen wir iiber jedem Korper
K betrachten, die Koeffizienten a; sind dabei Elemente aus K. Aber ach!, fiir den
Korper mit zwei Elementen ist z +— z + 22 die Nullfunktion. Das bedeutet: Eigentlich
(1) ist ein Polynom keine Funktion sondern ein formaler Ausdruck (,,Buchstaben-
rechnen“), bestimmt durch die Koeffizienten a;, und die Potenzen von x sind zwar
niitzlich, aber nur Platzhalter und gewissermaflen iiberfliissig.

3. Schnittrdume. Seien U; und Us Unterrdume eines Vektorraums V. Dann ist
Ur N Uz ein Unterraum von V. Allgemein ist der Schnitt ;. ;U; einer beliebigen
Familie (U; | j € J) von Unterrdumen wieder ein Unterraum.

4. Sei K ein Unterkorper des Korpers L. Dann ist L mit der Kérperaddition und der
Skalarmultiplikation K x L — L, (A, 1) — Au ein K-Vektorraum. Zum Beispiel ist C
ein R-Vektorraum und R ein Q-Vektorraum. Jeder L-Vektorraum wird in derselben
Weise durch Einschriankung der Skalarmultiplikation auf K ein K-Vektorraum. Der
Fall K = L ist erlaubt. Dann haben wir aber den Standardvektorraum K vorliegen.
5. Sei V ein C-Vektorraum. Wir erhalten auf der Menge V' eine neue Vektorraum-
struktur, indem wir zwar dieselbe Addition verwenden aber die neue Skalarmultipli-
kation C x V' — V, (z,v) — Zv (Multiplikation mit der konjugiert-komplexen Zahl).
Wir nennen diesen Vektorraum den zu V' konjugierten Vektorraum und bezeichnen
ihn mit V.

1.3 Basis. Dimension

Aus dem Vektorraumbegriff werden einige Begriffe abgeleitet, die fiir das wei-
tere Arbeiten von grundsétzlicher Bedeutung sind. Die wichtigsten sind die in
der Uberschrift genannten. In diesem Abschnitt sei V ein Vektorraum iiber
dem Korper K.

(1.3.1) Lineare Hiille. Sei S C V eine beliebige Teilmenge. Der Schnitt aller
Unterrdume von V, die S enthalten, heifle lineare Hiille von S und werde mit
L(S) bezeichnet. Das ist ein Unterraum. Gilt U = L(.S), so sagen wir: S erzeugt
U, S spannt U auf, S ist ein Erzeugendensystem von U. Der Vektorraum L(S)
ist der (beziiglich Mengeninklusion) kleinste Unterraum, der S enthilt. Wir
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beschreiben diesen Unterraum sogleich in ((1.3.3)) in weniger formaler Weise. <

Ist S = 0, so ist L(S) = {0} der Nullraum. Genau dann ist S selbst ein
Unterraum, wenn L(S) = S ist.

(1.3.2) Linearkombination. Ist (v; | j € J) eine endliche Familie von Vek-
toren und (A; | j € J) eine Familie von Skalaren, so heifit die Summe

V=3 e AU

eine Linearkombination der Familie der v;. Wir sagen von der Summe auch, v
sei durch die Familie der v; linear dargestellt und nennen die Summe eine lineare
Darstellung von v durch die v;. Ist die Indexmenge .J leer, so verstehen wir unter
der Summe den Nullvektor. Es wird hier nicht vorausgesetzt, dafl die Vektoren
v; paarweise verschieden sind. Gehoren die Vektoren v; alle einem Unterraum
U an, so liegt auch jede ihrer Linearkombinationen in diesem Unterraum.

Das Bilden von Linearkombinationen ist der fundamentale Rechenprozefl
der linearen Algebra. <&

(1.3.3) Notiz. Sei S CV eine beliebige Teilmenge. Die Menge L(S) ist gleich
der Menge aller Linearkombinationen, die sich mit Vektoren aus S formen
lassen, oder, wie wir auch sagen wollen, die sich durch S linear darstellen
lassen.

Beweis. Sei L'(S) die Menge aller genannten Linearkombinationen. Dann ist
L’(S) ein Unterraum, da die Summe zweier Linearkombinationen aus Elemen-
ten von S wieder eine solche Linearkombination ist; und ebenso ein skalares
Vielfaches. Nach Konstruktion ist S C L’(.S) und folglich gilt, nach Definition
von L(S), die Inklusion L(S) C L'(S). Andererseits ist S C L(S), und aus der
Definition eines Unteraumes folgt, dal dann auch jede Linearkombination aus
Elementen von S in diesem Unteraum liegt. Also gilt auch L'(S) C L(S). O

Wir bemerken zur letzten Notiz: Die Menge S darf unendlich sein, jedoch
ist jede Linearkombination eine endliche Summe.

(1.3.4) Linear abhingig. Linear unabhingig. Sei S C V eine beliebige
Teilmenge. Ist x € L(S), so nennen wir x linear abhingig von S. Ist x ¢ L(S),
so heifit x linear unabhdngig von S.

Wir nennen S linear unabhingig, wenn jedes x € S von S \ {z} linear
unabhéingig ist. Verneinung: S ist linear abhdngig. Eine Menge ist also linear
abhéngig genau dann, wenn mindestens eines ihrer Elemente durch die restli-
chen linear dargestellt werden kann. <&

(1.3.5) Basis. Eine Teilmenge B eines Vektorraumes V' heiit Basis von V,
wenn B linear unabhéngig ist und V' erzeugt. &
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(1.3.6) Notiz. Eine Menge {x1,...,zn,} C V st genau dann linear un-
abhdngig, wenn aus einer linearen Relation \ix1 + -+ + Az, = 0 folgt, dafs
alle Aj = 0 sind.

Beweis. Sei die Menge linear unabhiingig. Angenommen, es gebe eine Relation,
in der (etwa) A; # 0 ist. Dann ist

T, = —/\1_1(/\2x2 + -+ Apzy) € L(S N {z1}).

Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit.

Sei die Menge linear abhéingig. Dann wird eines ihrer Elemente, etwa x1,
durch die restlichen linear dargestellt x; = 2?12 ;. Das widerspricht offen-
bar der vorausgesetzten Bedingung. |

(1.3.7) Standardbasis. Der Vektor e; € K™, der an der i-ten Stelle eine 1 hat
und sonst iiberall Nullen, heif3t der i-te Standardvektor des Vektorraumes K™.
(In anderen Zusammenhéngen nennen wir diese Vektoren auch Einheitsvekto-
ren.) Die Standardvektoren sind linear unabhéingig. Es gilt ndmlich . | A\je; =
(A1, ..., An); wenn diese Summe also der Nullvektor (0,...,0) € K™ ist, so sind
alle A; = 0. Dieselbe Summe zeigt, dafl die Menge der Standardvektoren den
K™ erzeugt. Diese Basis nennen wir die Standardbasis des K™. &

Hier noch eine Bemerkung zur Sprechweise: Wir werden spéter oft sagen,
seien die Vektoren x1,...,x, linear unabhingig oder etwas Ahnliches. Das
klingt so, als kdme diese Eigenschaft jedem einzelnen Vektor zu. Gemeint ist
jedoch eine Eigenschaft der Menge {x1,...,2,}. Allgemein nennen wir das
Bestehen von A\1x1+- - -+ A\, 2, = 0 eine lineare Relation zwischen den Vektoren
(x1,...,zy), und eine echte, wenn nicht alle Koeffizienten \; gleich Null sind.

Ein einzelner Vektor z ist genau dann linear unabhéngig, wenn er nicht
der Nullvektor ist. Beweis: Ist = 0, so ist 1 -2 = 0 eine nichttriviale lineare
Relation. Ist Ax = 0 und A # 0, so folgt durch Multiplikation mit dem Inversen
von A, dafl x = 0 ist.

Die leere Menge ist eine Basis des Nullraumes.

(1.3.8) Notiz. Seien A und S Teilmengen von V. Ist jedes Element von A
linear abhingig von S, so gilt L(S) = L(S U A).

Beweis. Die Inklusion L(S) C L(SUA) ist klar. Sei © € L(SUA). Dann stellen
wir z zunédchst durch S U A linear dar. Alle Elemente von A, die in dieser
linearen Darstellung vorkommen, werden sodann durch eine lineare Darstellung

mittels S ersetzt. Das Resultat ist eine lineare Darstellung durch S. Also gilt
L(SUA) C L(9). a

(1.3.9) Satz. Sei M C S C V, sei M linear unabhingig und S ein Erzeu-
gendensystem von V. Dann gibt es eine Basis B von V mit der Figenschaft
M C B C S. Insbesondere hat jeder Vektorraum eine Basis.
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Beweis. Wir beweisen den Satz nur fiir den Fall, daf§ S endlich ist. Das reicht
fiir die meisten Anwendungen und erspart uns einen genaueren Blick in die
Mengenlehre.

Unter allen linear unabhéngigen Teilmengen X von V mit M C X C §
wéhlen wir eine maximale aus, etwa B = {b1,...,b,}. Wir zeigen, dal B den
Raum V erzeugt. Falls B = S ist, bleibt nichts mehr zu zeigen. Andernfalls gibt
es ein z € S\ B. Wegen der Maximalitét von B ist B U {z} linear abhiingig.
Es gibt also eine echte lineare Relation

AT+ Az + -+ Az, = 0.

Wire A = 0, so wiirde aus der linearen Unabhéngigkeit von B folgen, daf alle
A; = 0 sind. Also ist A # 0 und damit  in dem von B erzeugten Unterraum
enthalten. Somit ist S C L(B) und mit L(S) =V folgt V =L(S) C L(B) CV
also L(B) =V. m|

Die Endlichkeit der Menge S wurde im vorstehenden Beweis nur dazu be-
nutzt, die Existenz einer maximalen Menge B sicherzustellen. Ein Axiom der
Mengenlehre, etwa das sogenannte Zornsche Lemma, liefert, dal es die maxi-
malen Mengen immer gibt. In Wahrheit wird man hier zu subtilen Problemen
der Logik und Mengenlehre gefiihrt.

(1.3.10) Satz. Sei M C V linear unabhingig und T ein (endliches) Erzeugen-
densystem von V. Dann kann M durch Elemente aus T zu einer Basis ergdanzt
werden.

Beweis. Wir wenden den vorstehenden Satz auf S = M UT an. O

Es gibt viele Basen. Wesentlich fiir die gesamte (lineare) Algebra ist der
folgende erste Hauptsatz der Algebra:

(1.3.11) Satz (Basissatz). In einem von einer endlichen Menge erzeugten
Vektorraum haben je zwei Basen dieselbe Mdchtigkeit. m|

Der Basissatz folgt aus dem mehr technisch formulierten néchsten. Er
verscharft durch eine Aussage iiber die Anzahl der zur Ergéinzung
nétigen Elemente. Er liuft unter dem Namen Austauschsatz von Steinitz P|
Fiir einen weiteren Beweis des Basissatzes siehe Aufgabe 3.

(1.3.12) Satz. Sei S eine endliche linear unabhingige Menge in V und T ein
endliches Erzeugendensystem von V.. Dann gilt |S| < |T|, und S lift sich durch
|T| — |S| Elemente aus T zu einem Erzeugendensystem erginzen.

Beweis. Wir beweisen den Satz durch vollsténdige Induktion nach der Méchtig-
keit |S| von S. Ist S leer, also |S| = 0, so folgt die Behauptung aus (1.3.10]). Sei

3Ernst Steinitz 1871 — 1928
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|S| > 0 und S = P U{b}. Dann ist P als Teil von S auch linear unabhéngig.
Nach Induktionsvoraussetzung konnen wir P durch eine Teilmenge @ von T
mit |T| —|S|+ 1 Elementen zu einem Erzeugendensystem PUQ = T’ ergénzen.
Der Vektor b ist also in L(T”) enthalten aber nicht in L(P), da S linear un-
abhéngig ist. Eine lineare Darstellung von b durch 7" muf} deshalb Elemente
aus ) wirklich ,,benutzen®, das heifit es gibt ein ¢ € @, so daf} b die Form

b=v+A, A#0, veL(PU((Q~{c})

hat. Also liegt ¢ = A™1(b—¢) in L(SU(Q~{c}). Da PUQ und also auch SUQ
ein Erzeugendensystem ist, so nach ((1.3.8) auch S U (Q \ {c}). O

Es ist klar, wie (1.3.11)) aus (1.3.12]) folgt: Sind A und B Basen, so besagt
(1.3.12)) sowohl |A| < |B] als auch |B| < |A].

(1.3.13) Dimension. Die Michtigkeit der Basis eines endlich erzeugten Vek-
torraumes V heifit die Dimension von V. Wir schreiben dim V fiir diese Zahl
(oder auch dimg V, um die Abhéngigkeit von K zu betonen). Ist V' nicht end-
lich erzeugt, so schreiben wir dim V' = co. Ist U ein Unterraum von V', so wird
dimV — dim U die Kodimension von U in V genannt. &

Wir haben in ([1.3.7) gesehen, dal K™ die Dimension n hat. Der Nullraum
hat die Dimension Null.

(1.3.14) Notiz. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum. Die Menge S C V
habe n. Elemente (n > 1). Dann gilt:

(1) Ist S linear unabhingig, so ist S eine Basis.

(2) Ist S ein Erzeugendensystem, so ist S eine Basis.

Beweis. (1) Wire S keine Basis, so kénnte S zu einer Basis ergénzt werden

(1.3.10)), im Widerspruch zu (|1.3.12)).
(2) Eine geeignete Teilmenge T von S ist eine Basis (1.3.10]). Wegen (1.3.12)

hat T' n Elemente, ist also gleich S. |

(1.3.15) Notiz. Ist U Unterraum von V und gilt dimU = dim 'V, so ist U =
V. O

Sei by, ...,b, eine Basis von V. Eine Basis ist nach eine Teilmenge
von V. Wenn wir die Basis in der Form by, ...,b, schreiben, so haben wir die
Basisvektoren durch die angehéngten Nummern (= Indices) in eine Reihenfolge
gebracht. Wir sprechen in diesem Fall von einer geordneten Basis.

(1.3.16) Koordinaten. Sei by, ..., b, eine geordnete Basis. Jeder Vektor v €
V 148t sich in der Form v = A1by +- - -+ A, by, schreiben. Durch v ist (Aq, ..., Ay)
eindeutig bestimmt, denn wére auch v = pi1by + -+ - + pnby, so wiirde durch
Subtraktion

0= (p1—A)br + -+ (ftn — An)bn
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folgen und dann nach aus der linearen Unabhéngigkeit pu; —A\; = 0. Wir
nennen J\; die i-te Koordinate von v beziiglich der geordneten Basis by, ..., by.
Allgemein haben wir fiir jede Basis B und jedes b € B die zugehorige b-
Koordinate: Das ist der skalare Koeffizient von b in einer Linearkombination
von Elementen aus B. Ist a = (a1, ...,a,) € K", so ist a; die j-te Koordinate
von a beziiglich der Standardbasis. <&

Erginzungen und Aufgaben

1. Eine Menge ist genau dann linear unabhéngig, wenn jede endliche Teilmenge line-
ar unabhéngig ist.

2. Sei K[S] der Vektorraum der Funktionen S — K, die nur an endlich vielen Stellen
ungleich Null sind. Sei es die Funktion, die an der Stelle s den Wert 1 hat und sonst
iiberall den Wert Null. Die Menge der e, s € S ist eine Basis von K[S]. Diese Basis
verallgemeinert die Standardbasis des K™.

3. Der Basissatz folgt offenbar, wenn man zeigt: Ist v1,...,v, eine Basis,
so sind Systeme y1,...,Yn+1 immer linear abhéngig. Es ist niitzlich, einmal aufzu-
schreiben, was diese Aussage bedeutet. Zunéchst gibt es nach Voraussetzung lineare
Darstellungen y; = > 7, Aijv; mit gewissen Skalaren A;;. Wir wollen einsehen: Es
gibt Skalare x1,...,Tnt1, die nicht sémtlich Null sind, so dafl Z;:ll z;y; = 0 ist.
Wir setzen die Darstellungen der y; in diese hypothetische Relation ein und erhal-
ten > Yo7y xidijv; = 0. Da die v; eine Basis bilden, bedeutet das nach (3.6):
Die x; miissen alle Gleichungen Z?:ll Aijx; = 0 erfiillen. Das ist, wie man sagt, ein
System von n linearen Gleichungen fiir die zu findenden z;. Wir fiithren es an dieser
Stelle nicht aus, werden aber bald im Abschnitt iiber lineare Gleichung einsehen, dafl
ein solches System immer einer Lésung hat, die nicht nur aus Nullen besteht. Damit
erhalten wir einen weiteren Beweis fiir den Basissatz.

4. Die Polynome 1,z, 2%, ..., 2™ bilden eine Basis von P,(R). Ebenso die Polynome
L,z —a,...,(x —a)" fiira € R.

5. Sei A eine Menge reeller Zahlen. Wir betrachten fiir a € A die Funktionen
fa(z) = exp(az) aus Abb (R,R). Diese Menge ist linear unabhingig. Der Vektor-
raum Abb (R, R) hat also iiberabzéihlbare linear unabhiingige Teilmengen.

6. Die komplexen Zahlen C sind ein R-Vektorraum. Eine Basis ist zum Beispiel {1, i}.
7. Sei {bi,...,b,} eine Basis eines C-Vektorraumes V. Durch Einschrinkung
der Skalarmultiplikation wird daraus ein R-Vektorraum Vg. Er hat die Basis
b1,1b1,...,bn,ib,. Insbesondere gilt also dimg Vg = 2dimc V.

8. Priifungsfrage: Was ist ein Vektor? Antwort: Ein Element eines Vektorraumes. So
weit, so gut.

Aber doch irgendwie unbefriedigend. Man denke etwa an den Gebrauch des Wor-
tes ,,Vektor* in der Physik, etwa Kraftvektor. Da wird ja eigentlich nicht erst ein
Vektorraum definiert. Man kénnte an einen Standardraum denken, aber in der Natur
gibt es keine Koordinaten! In Lehrbiichern der Physik findet man dariiber hinaus
verschiedene ,,Sorten“ von Vektoren. Es gibt mathematische Auswege, doch lasse ich
es hier mal zum Griibeln so stehen.
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1.4 Lineare Abbildungen

Wir kommen nun zum zweiten Grundbegriff der linearen Algebra.

(1.4.1) Lineare Abbildung. Seien V und W Vektorrdume iiber dem Koérper
K. Eine lineare Abbildung f: V — W von V nach W ist eine Abbildung der
Menge V in die Menge W, so dafl fiir z,y € V und A € K gilt:

fle+y) =Fflz)+ ) fQx) = Af(z).

Die identische Abbildung ist linear; die Verkettung linearer Abbildungen ist
linear.

Aus den Axiomen fiir eine lineare Abbildung f folgt durch Induktion nach
n die Vertraglichkeit mit Linearkombinationen:

S Xif () = fFOoiy Aixa), NEK, x eV

Kennt man also die Werte von f an den Stellen x;, so kennt man f fiir alle
Vektoren der Form > ; \;x;. &

Lineare Abbildungen sind hier also zunéchst formal algebraisch definiert.
Viele Begriffe der linearen Algebra haben aber einen geometrischen Hinter-
grund, der natiirlich fiir ein intuitives Arbeiten oft niitzlich ist. So sollte man
ein Verstdndnis dariiber gewinnen, wie lineare Abbildungen der Standardebene
R? in sich ,,aussehen“. Das werden wir spéter erliutern, nachdem wir weitere
Hilfsmittel wie etwa die Matrizenrechnung entwickelt haben. Hier nur einige
Vokabeln: Drehungen um den Nullpunkt, Spiegelungen an einer Geraden, Deh-
nungen und Stauchungen, Scherungen, Parallelprojektionen auf eine Gerade.

Grundlegend unter anderem fiir die rechnerische Analyse von linearen Ab-
bildungen ist der néchste Satz.

(1.4.2) Satz. Sei B eine Basis des K -Vektorraumes V und W ein weiterer K -
Vektorraum. Zu jeder Familie (wy | b € B) gibt es genau eine lineare Abbildung
f:V =W, die b auf wy abbildet.

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt aus der Formel f(3, 5 Aob) = > yc 5 Ao f(b).

Zu jedem v € V gibt es genau eine lineare Darstellung v = ), 5 Apb. Wir
definieren eine Abbildung f durch die Vorschrift f(v) =, 5 Apwp. Dann gilt
jedenfalss f(b) = wp. Die definierenden Eigenschaften einer linearen Abbildung
werden nachgerechnet: Ist w = Y, 5 b, so folgt u +v = >, p(up + Ap)b.
Nach Definition von f ist dann f(u+wv) = >, 5(te + Xo)ws, und letzteres ist
offenbar gleich f(u) + f(v). Ahnlich verifiziert man f(A\v) = Af(v).

Wir haben im vorstehenden Beweis so getan, als sei B endlich. Im allgemei-
nen Fall ist v =}, _; Apb fiir eine endliche Teilmenge J C B, und es ist dann
zweckmiBig, dafiir ), Apb zu schreiben (obgleich es ja eigentlich unendliche
Summe nicht gibt), wobei die A, fiir b ¢ J als Null anzusehen sind. Zwar ist



20 1 Vektorrdume und lineare Abbildungen

durch v die endliche Teilmenge J nicht eindeutig bestimmt, doch mége man
sich davon iiberzeugen, dafl diese Vereinbarung nicht zu Problemen fithrt. O

(1.4.3) Beispiele.

(1) Die Multiplikation mit einem Skalar X liefert eine lineare Abbildung
Ix: V= V,v— A Es gilt dann Ix4, = Iy + 1, und Iy, = l\l,. Diese Aussagen
sind ein Teil der Vektorraumaxiome.

(2) Integration von stetigen Funktionen liefert eine lineare Abbildung
c([0,1],R) — R.

(3) Differentiation ist eine lineare Abbildung C*(R,R) — C*~1(R,R).

(4) Indem man einer konvergenten Folge ihre Summe zuordnet, erhélt man
eine lineare Abbildung. O

Fiir lineare Abbildungen f: V — W mit speziellen Eigenschaften verwen-
den wir die folgende Terminologie:

f Epimorphismus & f  surjektiv
f Monomorphismus < f injektiv
f Isomorphismus < f  bijektiv

f Endomorphismus < V=W

f Automorphismus < V =W, f bijektiv.

Vektorrdume heiflen isomorph, wenn es einen Isomorphismus zwischen ihnen
gibt. Die folgende Notiz ergibt sich unmittelbar aus den beteiligten Definitio-
nen.

(1.4.4) Notiz. Sei f: V — W eine lineare Abbildung. Dann gilt:
(1) Ist Vi Unterraum von V., so ist f(V1) Unterraum von W.
(2) Ist Wy Unterraum von W, so ist f~1(Wy) Unterraum von V. |

Der Unterraum f~1(0) hei$t Kern von f, der Unterraum f(V) Bild von f.

(1.4.5) Notiz. Eine lineare Abbildung f ist genau dann injektiv, wenn ihr
Kern der Nullraum ist.

Beweis. Ist 0 # v € Kern(f), so ist f(v) = 0 = f(0) und folglich f nicht
injektiv. Ist f(u) = f(v) fiir u # v, so liegt wegen f(u —v) = f(u) — f(v) =0
das Element u — v # 0 im Kern von f. m|

(1.4.6) Satz. Sei f: V — W eine lineare Abbildung.
(1) Ist f injektiv und S linear unabhingig, so ist auch f(S) linear un-
abhdingig.
(2) Ist f surjektiv und S ein Erzeugendensystem, so ist auch f(S) ein Er-
zeugendensystem.
(3) Ist f ein bijektiv und S eine Basis, so ist auch f(S) eine Basis.
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Beweis. (1) Aus Y ;b = 0 folgt f(>_,As) = 0, also >, \pb = 0, da f
injektiv ist, und dann folgt nach Ap = 0.

(2) Sei w € W, also w = f(v) fir ein v € V. Aus v = ), \pb folgt dann
w= Fo) = ¥, Ao ().

(3) folgt aus (1) und (2). O

(1.4.7) Satz. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen endlichdimensio-
nalen Vektorrdumen. Bilden die Vektoren f(vy),..., f(vy) eine Basis des Bildes
von f und ay,...,a, eine Basis des Kernes von f, so ist ai,...,am,V1,...,0n
eine Basis von V.

In der Formulierung des Satzes haben wir stillschweigend n > 1 und m > 1
angenommen. Die Félle n = 0, m = 0 sind klar.

Beweis. Sei x € V. Dann gibt es eine lineare Relation f(x) = >, A; f(v;) mit
gewissen \; € K, da f(v1),..., f(v,) eine Basis von W ist. Da f linear ist,
liegt z — >, Ajv; im Kern von f und folglich gibt es eine lineare Relation der
Form ' — 3, \jv; = 3, pja; fiir geeignete p; € K. Somit bilden die genannten
Elemente ein Erzeugendensystem.

Umgekehrt: Aus einer linearen Relation 0 =}, pja; + >, Aiv; folgt durch
Anwendung von f

0=f(0) =23, piflaz) + 22 Aif(vi) = 32 Aif (vi).

Weil die f(v;) linear unabhéngig sind, folgt Ay = ... = X\, = 0, und weil die a;
linear unabhéngig sind, folgt dann p; = ... = p, = 0. O

Ist f: V — W eine lineare Abbildung und V endlichdimensional, so ist auch
f (V) endlichdimensional. Die Dimension des Bildes f(V') heifit Rang von f.

(1.4.8) Dimensionsformel. Fiir jede lineare Abbildung f: V. — W eines
endlichdimensionalen Vektorraumes V gilt

dim Kern f 4+ dim Bild f = dim V| dim Kern f 4+ Rang f = dim V.

Beweis. Das ist eine unmittelbare Folgerung aus (1.4.8). O

(1.4.9) Satz. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen Vektorrdumen
gleicher endlicher Dimension. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) Kern f = 0.
(2) f ist injektiv.
(3) f ist surjektiv.
(4) f ist bijektiv (ein Isomorphismus).
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Beweis. (1) < (2) haben wir schon in bemerkt.

(2) = (3). Ist S eine Basis von V, so ist f(.9) linear unabhingig (1.4.6]) und
wegen eine Basis von W.

(3) = (4). Wegen ist dimKern f = 0, also f auch injektiv, also
bijektiv.

(4) = (1),(2), (3) ist klar. O

Fiir ein Verstédndnis von linearen Selbstabbildungen (= Endomorphismen)
eines Vektorraumes V' moéchte man wissen, welche Wirkung sie auf Unterrdum-
en haben. Insbesondere fragt man, ob es Unterrdume gibt, die in sich selbst
abgebildet werden.

(1.4.10) Eigenwerte, Eigenvektoren, Eigenrdume. Sei f: V' — V eine li-
neare Abbildung. Wir sagen 0 # v € V ist ein Eigenvektor von f zum Eigenwert
A, wenn f(v) = v gilt. Zu gegebenem Skalar A heifit {z € V' | f(z) = Az} der
Eigenraum von f zum Eigenwert A\, wenn dieser Raum nicht der Nullraum ist.
Ein Unterraum W C V heifle f-stabil, wenn f(W) C W gilt. Die Eigenrdume
von f sind f-stabil. &

(1.4.11) R&ume aus linearen Abbildungen. Seien V und W Vektorrdume
itber K. Wir bezeichnen mit

Homg (V,W) oder Hom(V,W)

die Menge aller K-linearen Abbildungen f: V' — W. Auf dieser Menge definie-
ren wir wie in eine Vektorraumstruktur durch (f 4 g)(v) = f(v) 4+ g(v)
und (Af)(v) = A(f(v)), wobei f,g € Hom(V,W), v € V und A\ € K. (Die
Notation riihrt daher, daf§ eine lineare Abbildung in einem allgemeinen alge-
braischen Kontext auch als Homomorphismus bezeichnet wird. Wir kénnten
hier auch L(V, W fiir diesen Raum schreiben.)

Mit linearen Abbildungen kann man rechnen. Der Vektorraum Hom(V, V)
hat zunéichst einmal eine Addition und eine Skalarmultiplikation. Er trigt aber
auch ein Produkt, ndmlich die Verkettung von Abbildungen, und wir schreiben
deshalb auch fog= f-g = fg in diesem Kontext. Sind a, b, ¢,d Skalare und
A, B,C, D Elemente aus Hom(V, V), so gilt

(aA+bB)(cC + dD) = acAC + adAD + beBC + bdBD,

wie man es vom Rechnen gewohnt ist. Das wird spéter noch deutlicher, wenn
wir lineare Abbildungen durch die sogenannten Matrizen beschreiben. <&

(1.4.12) Dualraum. Ist W = K, so nennen wir Hom(V, K') = V* den Dual-
raum von V. Ein Element f € V* also eine lineare Abbildung V' — K, wird
Linearform auf V genannt.
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Ist f: V — W eine lineare Abbildung, so gehort dazu die duale Abbildung
(auch transponierte Abbildung genannt) f* in umgekehrter Richtung

ff oW =V o a—aof.

Sind f: U — V und g: V — W lineare Abbildungen, so gelten die Regeln
(9f)" = f*g" und (id(V))* =id(V").

Sei by, ...,b, Basis von V. Die k-te Koordinatenabbildung ist die lineare
Abbildung b*, die by auf 1 und b; fiir k # [ auf Null abbildet. Die b sind Ele-
mente des Dualraums V*. Sie bilden eine Basis von V*, genannt die Dualbasis
zur gegebenen Basis. Ist ndmlich f € V*, so gilt f = >, f(k)b*, und diese
Darstellung ist eindeutig. <

Erginzungen und Aufgaben

1. Zu einer geordneten Basis b1,...,b, von V gehort ein eindeutig bestimmter Iso-
morphismus K" — V| der den Standardvektor e; auf b; abbildet.

2. Sei0 < p = v/2 € R die fiinfte Wurzel aus 2. Die reellen Zahlen der Form Zf:o a;p’
mit rationalen a; bilden einen Unterkérper Q(p) von R. Das einzige Axiom, das nicht
unmittelbar aus den Rechenregeln folgt, ist die Existenz eines multiplikativen Inver-
sen fiir 0 # x € Q(p). Man konnte versuchen, ein Inverses explizit auszurechnen; das
ist aber nicht so leicht. Nach einer Formel ist aber auch nicht gefragt, sondern nur
nach der Existenz. Es ist Q(p) ein Q-Vektorraum, und die Multiplikation y — zy ist
Q-linear und fiir « # 0 injektiv und deshalb sogar bijektiv. Also liegt die 1 im Bild.

Man wird vermuten, dal Q(p) als Q-Vektorraum die Dimension 5 hat; das ist aber
nicht ganz selbstverstandlich. Solche Probleme werden in der Koérpertheorie systema-
tisch behandelt.

3. Fiir den Vektorraum V = K gibt es injektive lineare Abbildungen V' — V', die
nicht bijektiv sind.

4. Zwei endlichdimensionale Vektorrdume V und W sind genau dann isomorph, wenn
sie gleiche Dimension haben.

5. Gilt fur lineare Abbildungen f: V — W und g: W — V die Gleichung ¢f = id,
so heifit g linksinvers zu f und f rechtsinvers zu g.

Eine lineare Abbildung f: V — W ist genau dann injektiv (surjektiv), wenn sie
ein Linksinverses (Rechtsinverses) hat. Sie ist genau dann ein Isomorphismus, wenn
sie Links- und Rechtsinverse hat, die dann notwendig beide gleich der Umkehrabbil-
dung sind.

6. Die Begriffsbildungen der linearen Algebra sind in vielen Bereichen niitzlich, zum
Beispiel bei linearen Differentialgleichungen. Die zweifach Ableitung D? ist eine linea-
re Abbildung auf dem Raum der 2-mal stetig differenzierbaren Funktionen C?(R, R).
Der Kern der Abbildung D? + id, also die Menge der Funktionen, die der Differenti-
algleichung f”’ = —f geniigen, ist ein Unteraum. Er ist zweidimensional und hat die
Funktionen cos und sin als Basis. Das kann mit elementaren Hilfsmitteln der Diffe-
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rentialrechnung bewiesen Werderﬂ

7. Eine Sequenz U ——> V ——> W von linearen Abbildungen heifit ezakt an der
Stelle V', wenn Bild v = Kernv ist. Eine Sequenz

uQ uy Un,
Uy——U;... —— ——Un41

heifit ezakt, wenn sie an allen Stellen U;, 1 < j < n exakt ist. Eine exakte Sequenz
der Form
0-U—-V->W-=0

heifit auch kurze exakte Sequenz. In einer solchen exakten Sequenz ist U — V injektiv
und V' — W surjektiv und U isomorph zum Kern von V' — W.

1.5 Summen und Produkte

Aus gegebenen Vektorrdumen lassen sich in mancherlei Weise neue herstellen.
Wir behandeln in diesem Abschnitt Summen und Produkte. Der Terminus
youmme® wird hier allerdings mit verschiedener Bedeutung benutzt.

(1.5.1) Summenriume. Die Vereinigung U; U Us von Unterrdumen U; C V
eines Vektorraumes V' ist im allgemeinen kein Unterraum. Sei Uy +Us die Menge
aller Vektoren der Form u; + ug, worin u; € U; ist. Diese Menge wird leicht
als Unterraum nachgewiesen; er heifit die Summe der Unterrdume U; und Us.
Ebenso wird die Summe Z;Zl U; = Uy +---+ U, von Unterrdumen Uy, ..., U,
als der Unterraum aller Vektoren der Form u; + - -+ + u,, u; € U; definiert. &

(1.5.2) Dimensionsformel. Seien U; und Uz endlichdimensionale Unter-
rdume eines Vektorraums. Dann gilt die Dimensionsformel

dimU; +dim Uy = dim(Ul + UQ) + dim(Ul n Ug)

Beweis. Wir wihlen eine Basis By von Uy = U; N Us und ergénzen sie zu
einer Basis B; von U;. Wir behaupten: By U By U By = B ist eine Basis von
U = U, 4 U,. Es ist némlich B offenbar ein Erzeugendensystem. Ist W; der von
B; erzeugte Unterraum, so ist U = Wy @ W1 & W5 und U; = Wy ® W, woraus
mit der Dimensionsformel fiir direkte Summen die Behauptung folgt. a

(1.5.3) Satz. Seien Vi,...,V, Unterriume von V. Folgende Aussagen sind
dquivalent:

4Siehe etwa Th. Brocker: Analysis I. (2. Auflage). Spektrum Akademischer Verlag, Hei-
delberg 1995
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(1) Jeder Vektor v € V besitzt eine eindeutig bestimmte Darstellung der
Formv=vi+---+v, mitv; € V.
(2) V=201V, und fir jedes i ist V; N (32, Vi) = {0}

Beweis. (1) = (2). Da jeder Vektor v eine Darstellung v = vy + -+ + v,
hat, ist >27_, V; = V. Sei v € V; N (32,,;V;). Dann gibt es Darstellungen
v=uv; und v = Zj# v; mit v € Vi Aus 0 = —v; + Zj# v; folgt wegen der
vorausgesetzten Eindeutigkeit einer Darstellung (hier: des Nullvektors), dafl
v = 0 ist fiir alle k; also ist v = 0.

(2) = (1). Wegen V = 377, V; gibt es mindestens eine Darstellung der
genannten Art. Seien v = vy + -+ + v, und v = v} + -+ + v zwei solche
Darstellungen. Dann ist v; —v; € ViN 2, V; = {0}, also gilt v; = v;. |

(1.5.4) Interne direkte Summe. Gilt eine der Aussagen (1), (2) in (1.5.3),
so sagen wir: V sei in die Unterrdume Vi, ..., V. direkt zerlegt und schreiben

V=Vie oV, =@,V

fiir das Bestehen dieses Sachverhalts, den wir auch eine direkte Zerlegung von
V nennen. Statt direkte Zerlegung ist auch der Terminus direkte Summe in
Gebrauch. O

(1.5.5) Komplement. Sei U ein Unterraum von W. Dann heifit ein Unter-
raum V von W Komplement von U in W, wenn W in U und V direkt zerlegt
ist.

Im allgemeinen gibt es verschieden Komplemente: So ist etwa jede Gerade
durch den Nullpunkt, die nicht in U = R? x {0} liegt, ist ein Komplement von
U in R3. <&

(1.5.6) Satz. Jeder Unterraum eines U (endlichdimensionalen) Vektorraumes
W besitzt ein Komplement.

Beweis. Fine Basis (by, ..., b,) eines Unterraumes U werde durch (cq,...,¢p)
zu einer Basis von W ergénzt. Sei V' der von (c1,...,¢,) erzeugte Unterraum.
Dann ist nach dem soeben Bemerkten V' ein Komplement von U. O

(1.5.7) Projektion. Ein Endomorphismus p: V' — V mit der Eigenschaft
p? = pop = p heiBt Projektion oder Projektionsoperator von V. <&

(1.5.8) Satz. Seip: V — V eine Projektion. Dann ist auch ¢ = v — p eine
Projektion (v die identische Abbildung), und es gelten die Relationen v =p+ q
und qp = 0 = pq.

Seien p,q: V — V lineare Abbildungen mit den Figenschaften . = p+q und
pq = 0. Dann sind p and q Projektionen, und es gelten

V = Bildp @ Bild g = Kernp & Kern g
sowie Bild p = Kern ¢, Bild ¢ = Kern p.
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Beweis. Esist gp = (1—p)p = p—p?> = 0und ¢*> = (1-p)(1—p) = 1—p—p+p? =
1 — p = q. Diese Rechnungen zeigen die erste Behauptung.

Wegen ¢ = ¢ —p und pg = 0 ist 0 = pg = p(t — p) = p — p?, also p eine
Projektion. Wegen ¢ = p + ¢ wird V' von den Bildern von p und ¢ erzeugt. Sei
2 im Schnitt der beiden Bilder, also p(y) = « = (1 — p)(z) fiir gewisse y, z. Es
folgt =z = p(y) = p*(y) = p(1 — p)(2) = 0. Also ist die Summe direkt (1.5.3).

Wegen pg = 0 ist Bild ¢ C Kernp. Ist p(x) = 0, so folgt ¢(z) = (¢ —p)x = z,
also gilt Kernp C Bild g. O

(1.5.9) Beispiel. Das Rechnen mit linearen Abbildungen demonstrieren wir
an einem instruktiven Beispiel. Sei A: V' — V eine lineare Abbildung eines
reellen Vektorraumes, deren Quadrat A2 = A o A die identische Abbildung ¢
ist. Wir verwenden die Abbildungen

1 1
A+—§(A+L), Af—i(A_L)

Dann rechnet man leicht die Relationen
t=A; +A_, Ai =A,, A% = A_, ALA_ =0

nach. Also sind A4 beides Projektionen. Sei Vi das Bild von A4. Dann gilt
nach V =V, @ V_. Es gilt ferner AAL = AL, so dal die Vektoren in
V1 Eigenvektoren zum Eigenwert +1 sind. Das Bild von A4 ist der Kern von
Ax.

Diese Rechnungen benutzen nicht wirklich die reellen Zahlen. Man kann
jeden Korper verwenden, in dem 1+ 1 # 0 ist. Es ist dann % als das Inverse
von 1 + 1 zu interpretieren. &

(1.5.10) Summen und Produkte. Sei (V; | j € J) eine Familie von K-
Vektorrdumen. Das mengentheoretische Produkt Hj cs Vj machen wir zu ei-
nem Vektorraum durch komponentenweise Addition und Skalarmultiplikation.
Darin haben wir den Unterraum ;. ; V; der Familien (v; € V; | j € J), die
nur an endlich vielen Stellen ungleich Null sind. Ist die Indexmenge endlich, so
unterscheiden sich die beiden Vektorrdume nicht. Es gibt aber, wie wir gleich
sehen, formale Griinden, sie trotzdem getrennt zu behandeln.

Wir haben die Projektion auf den k-ten Faktor py: [[;c,V; — Vi, (v; |
j € J) — vg. Die Injektion des k-ten Faktor i: Vi — HjeJ V; ordnet vy, die
Familie zu, die den Wert v, an der Stellen k& hat und sonst iiberall Null ist.
Dasselbe gilt fiir B, ; V.

Wir nennen €p,; V; die Summe der gegebenen Familie und [];.; V; das
Produkt der gegebenen Familie.

Die Zuordnungen

HOHl(@jeJ Vi, W) — HjeJHom(VjaW)a [ (foiy)
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HOIH(U’ HjeJ VJ) - HjeJ Hom(Ua Vj)a f— (Pj o f)
sind fiir jeden Vektorraum U und W bijektiv. O

Wir haben das Summensymbol € auch schon fiir die interne direkte Sum-
me benutzt. Ist das schiddlich? Nein. Ist namlich Vi,...,V,, eine Familie von
Unterrdumen von V', so gibt es genau eine lineare Abbildung f: EB;;l V; =V,
so dafl f o i; die Inklusion V; C V ist. Genau dann ist f ein Isomorphismus,
wenn V die interne direkte Summe der Vj ist, wie aus folgt. Es ist dann
itbrigens auch EB;L:l V; die interne direkte Summe der Bilder i;(V}). Insofern
unterscheiden sich also die beiden Aspekte kaum.

Die Summe von n Exemplaren K ist der Standardraum K™.

(1.5.11) Satz. Sei V = 69;:1 V; eine interne direkte Summe und B; eine
Basis von V;. Dann ist B = Uj B; eine Basis von V und B; N B; = 0 fir
i # j. Ist eine Basis B von V disjunkte Vereinigung von Bi,..., B, und V;
der von Bj erzeugte Unterrraum, so ist @;:1 V; = V. Es gilt deshalb die
Dimensionsformel fiir direkte Summen

dim 69;:1 Vi = 22:1 dim Vj.

Beweis. Da V' von den V; erzeugt wird und V; von B;, so wird V von B
erzeugt. Gibt es eine echte lineare Relation zwischen den Elementen von B,
so erhilt man daraus durch Sortieren fiir ein j ein von Null verschiedenes
Element in V; N (32,,; Vi) im Widerspruch zu (L5.3). Durch Umkehrung der
Argumentation erhilt man die zweite Aussage des Satzes. |

(1.5.12) Direkte Zerlegungen von Abbildungen. Direkte Zerlegungen
gibt es auch fiir lineare Abbildungen. Seien @j_, V; =V und @)_, W; = W
direkte Zerlegungen von K-Vektorrdumen. Seien f;: V; — W lineare Abbil-
dungen. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung f: V' — W, mit der Eigen-
schaft

flort -t ) = fi(vr) + - + fr(vr),

fiir alle v; € V;, denn durch diese Formel wird eine wohldefinierte Abbildung
beschrieben, und man rechnet sie leicht als linear nach. Wir schreiben diese
Abbildung als f = f1 @---@ f, und nennen sie die direkte Summe der f;. Auch
sagen wir, f sei in die f; direkt zerlegt. <&

Direkte Zerlegungen von Endomorphismen f: V — V sind von grundsétz-
licher Bedeutung. Sei V' wie oben direkt zerlegt und bestehe fiir alle j die
Inklusion f;(V;) C V;. Dann wird durch Einschrankung eine lineare Abbildung
fi:V; = V;, v f(v) induziert. Es gilt f=fi®--- @ fr.

Der A-Eigenraum V(A) von f: V — V ist f-stabil. Die Summe f-stabiler
Unterrdume ist f-stabil. Ist V' die Summe von Eigenrdumen von f, so wird f
in die zugehorigen Endomorphismen der Eigenrdume direkt zerlegt. Genauer
gilt fiir Endomorphismen endlichdimensinonaler Vektorraume V':



28 1 Vektorrdume und lineare Abbildungen

(1.5.13) Satz. Seien A1,..., A, paarweise verschiedene Eigenwerte des Endo-
morphismus f: V — V, sei V(A;) der Eigenraum von A; und gelte V; C V(A;j).
Sei ferner V' die Summe der V;. Dann ist V; = V(\;), und es gibt keine wei-
teren Eigenwerte.

Beweis. Sei A(b) der Eigenwert von b € B. Sei v = ), upb # 0 Eigenvektor
zum Eigenwert \. Dann gilt

Db Awb = f(v) = 32, 1A (D).

Ist pp # 0, so folgt A = A(b) und p. = 0 fur A(c) # A(b), daB heifit v € Vj, falls
Aj = A(b). Also ist V; = V()\;), und es gibt keine weitere Eigenwerte. O

Der Beweis des letzten Satzes zeigt iibrigens:

(1.5.14) Satz. Sind vy,...,v, Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Ei-
genwerten einer linearen Abbildung, so sind sie linear unabhdngig. O

Erginzungen und Aufgaben

1. Einen mathematischen Begriff soll man nicht durch eine ,, Konstruktion“ sondern
durch eine ,,Eigenschaft“ definieren. Obgleich es fiir diesen Text noch nicht so wichtig
ist, sollte man zu den Vokabeln der Mengensprache auch die Vokabeln der Kategori-
entheorie zur Kenntnis nehmerﬂ In der Kategorientheorie werden eine Summe und
ein Produkt durch sogenannte universelle Eigenschaften definiert (und durch diese
Eigenschaft bis auf eindeutige Isomorphie bestimmt). Fiir die Summe lautet diese
Eigenschaft in unserem Kontext:
Sei (1j: V; = V | j € j) eine Familie von linearen Abbildungen, so daf§

Hom(V,W) — I[..; Hom(V;, W), f— (fou)

jeJ

fiir jeden Vektorraum W bijektiv ist. Dann gibt es genau einen Isomorphismus ¢: V —
@jcsVj, so dall ¢ o v; = i; ist (vergleiche (1.5.10)). Im Fall des Produktes arbeitet
man analog mit den Projektionen py.

1.6 Quotientraume

(1.6.1) Satz. Sei f: U — V ecine surjektive und v: U — W eine weitere
lineare Abbildung. Genau dann gibt es eine lineare Abbildung T': V. — W mit
der Figenschaft U'f = ~, wenn Kern f C Kern+y ist.

5Siehe etwa: S. MacLane: Kategorien. Springer-Verlag, Berlin Heidelberg 1972
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Beweis. Wir deuten die Situation durch ein Diagramm an.

U——>w

Gilt I'f =, so folgt die genannte Inklusion der Kerne unmittelbar.
Umgekehrt gibt es I' genau dann als Mengenabbildung, wenn aus f(x) =
f(y) immer y(z) = v(y) folgt. Nun ist aber f(z) = f(y) gleichwertig zu x —y €
Kern f und ebenso fiir 4. Die somit eindeutig bestimmte Abbildung I mit der
FEigenschaft I'f = y ist leicht als linear nachzuweisen: Sind z,y € V gegeben,
so wihlen wir x = f(a), y = f(b) und erhalten I'(z) + I'(y) = v(a) + v(b) =
v(a+b) =Tf(a+b) =T(z+y). Analog fiir die Skalarmultiplikation. O

Eine surjektive Abbildung f: U — V mit dem Kern L nennen wir eine
Quotientabbildung zum Unterraum L von V. Eine surjektive Abbildung f: U —
V liefert die Aquivalenzrelation: z ~ y < f(z) = f(y). Ist f linear mit dem
Kern L, so gilt also z ~ y < z —y € L. Die Aquivalenzklassen sind die
Urbilder von Punkten und haben die Form z + L = {z | z =z + vy, y € L}.
Eine Teilmenge dieser Form heifit affiner Unterraum von U mit der Richtung L.
Ist dim L = 1 so sprechen wir von einer affinen Geraden, ist die Kodimension
von L in V gleich 1 von einer affinen Hyperebene (Ebene im Fall dim V' = 3).

Wir drehen den Spie nun um! Zu jedem Unterraum L von U haben wir
die Aquivalenzrelation  ~ y < x —y € L mit den Klassen der Form z + L.
Die Menge der Klassen bezeichnen wir mit U/L (gelesen U modulo L). Sei
p: U — U/L die Quotientabbildung, die jedem x seine Klasse x + L zuordnet.
Dann gilt:

(1.6.2) Notiz. Es gibt genau eine Vektorraumstruktur aufU/L, so daffp: U —
U/L eine lineare Abbildung wird.

Beweis. Da p surjektiv ist, ist die Struktur eindeutig bestimmt; damit p linear
wird, miissen wir die Addition ndmlich durch

U/LxU/L—U/L, (x+L,y+L)— (z+y)+L

definieren. Zu zeigen ist, dafl damit eine wohldefinierte Abbildung gegeben ist.
Das bedeutet: Ausx+L=2'+L,y+ L=y +Lfolgtz+y+L=a"+y +L
(Unabhéingigkeit von der Auswahl der Reprisentanten). Nun ist aber z + L =
2'+ L gleichwertig mit x—2’ = a € L, und damit folgt x+y+L = 2’ +a+y+L =
2’ +y+L,daa € L ist. Ebenso mufl die Skalarmultiplikation durch A(x+ L) =
Az + L definiert werden, und eine Rechnung wie eben \x + L = A2/ +a)+ L =
Az’ + Aa + L = Az’ + L zeigt die Unabhéngigkeit vom Reprisentanten. Damit
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haben wir die Verkniipfungen, also die Daten fiir eine Vektorraumstruktur, auf
U/L definiert. Die Vektorraumaxiome folgen unmittelbar aus denen fiir U. O

Der Raum U/L heifit Quotientmunﬁ von U nach L. Die vorstehende Uber-
legung zeigt insbesondere, dafl jeder Unterraum Kern einer linearen Abbildung
ist.

Ist f: U — V eine lineare Abbildung, die einen Unterraum Uy C U in
einen Unterraum Vo C V abbildet, so gibt es genau eine lineare Abbildung
F:U/Uy — V/Vp, genannt die durch f induzierte, die das Diagramm

Us 4C>ULU/U0

ST

Vo —=v 2= V)V,

kommutativ macht (py, py Quotientabbildungen, fo Einschrinkung von f).
Die Voraussetzung besagt namlich, dafl Uy im Kern von py o f liegt, und deshalb

148t sich (1.2.5) anwenden.

(1.6.3) Notiz. Seien fo und F im letzten Diagramm Isomorphismen. Dann
ist auch f ein Isomorphismus.

Beweis. Sei f(z) = 0. Dann ist 0 = py f(x) = Fpy(x). Weil F injektiv ist,
folgt py(z) = 0. Mithin liegt « in Up. Dann ist aber fo(z) = f(z) =0, und da
fo injektiv ist, gilt = 0. Also ist f injektiv.

Sei y € V gegeben. Da Fpy surjektiv ist, gibt es z € U mit Fpy(x) = py (y).
Also liegt y— f(x) im Kern von py, also in Vj. Da fy surjektiv ist, gibt es z € Uy
mit fo(z) =y — f(x). Also ist y = f(z + z) und somit f auch surjektiv. O

Aus der letzten Notiz folgt durch Induktion nach r:

(1.6.4) Satz. Sei f: V — W eine lineare Abbildung, seien 0 = Vo C Vi C

LCVe, =V und 0 =Wy Cc Wy C ... C W, =W Unterrame und gelte
f(V;) € Wj. Dann induziert f Abbildungen f;: V;/Vi_1 — W;/W;_1,1 <5 <
r. Sind alle diese Abbildungen Isomorphismen, so ist f ein Isomorphismus. O

Wir benutzten schliefllich die Quotientrdume dazu, einen weiteren Beweis
fiir die Existenz der Dimension zu fithren. Dazu geniigt es zu zeigen:

(1.6.5) Satz. Der Vektorraum V habe eine Basis aus n Elementen. Dann ist
jede Menge mit n + 1 Elementen linear abhingig.

6Manche sagen auch Quotientenraum; das wire aber ein Raum, der aus Quotienten be-
steht.
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Beweis. Induktion nach n. Ist n = 1, b ein Basisvektor, und sind  # 0, y # 0
aus V, so gilt x = Ab, y = b mit A # 0 # u, und px — Ay = 0 ist eine lineare
Relation.

Wir nehmen nun an, daf der Satz fiir jeden Raum mit héchstens n—1 Basis-
elementen gilt. Sei (by,...,b,) eine Basis von V, und sei S = {z1,..., 2,41} C
V gegeben. Ist x,411 = 0, so ist S linear abhéngig. Sei also z,4+1 # 0 und L
der von x,4; aufgespannte Unterraum. Wir benutzen die Quotientabbildung
p: V. — V/L. Da die p(b1),...,p(b,) den Raum V/L erzeugen, enthilt diese
Menge eine Basis . Es gibt eine Darstellung z,11 = Z?Zl A;jbj. Wegen
0= p(znt1) = >, Ajp(b;) sind die p(b;) linear abhéngig, und deshalb hat V/L
nach eine Basis mit weniger als n Elementen. Nach Induktion gibt es
daher eine echte Relation Y, ppp(zx) = 0. Das bedeutet: >-;'_, ppxy liegt im
Kern von p und hat somit die Form i, +1%n+1- O

Erginzungen und Aufgaben

1. Aus der Analysis ist der Begriff einer Cauchy-Folge bekannt. Sei C'(Q) der Vek-
torraum aller Cauchy-Folgen (z; | ¢ € N) aus rationalen Zahlen x;. In der Menge der
reellen Zahlen hat diese Folge einen Grenzwert. Indem man jeder Cauchy-Folge ihren
Grenzwert zuordnet, erhilt man eine surjektive lineare Abbildung C(Q) — R, de-
ren Kern N(Q) aus allen Nullfolgen besteht. Auf diese Weise wird der Quotientraum
C(Q)/N(Q) isomorph zu R. Man kann also, wenn man die reellen Zahlen noch nicht
kennt, diese algebraisch als Quotientraum aus den rationalen Zahlen konstruieren.
(Weitere Strukturen, wie etwa die Multiplikation, lassen sich aus dieser Konstruktion
ebenfalls unschwer herleiten.)

2. Die Definition des Quotientraumes kann fiir manche anderen algebraischen Ob-
jekte imitiert werden. Sei G eine abelsche Gruppe und U eine Untergruppe, dann
ist £ ~y & & —y € U eine Aquivalenzrelation. Auf der Menge G/U der Klassen
gibt es genau eine Struktur einer abelschen Gruppe, so daf3 die Quotientabbildung
G — G/U ein Homomorphismus ist. (Im Falle nicht-abelscher Gruppen mufi man von
U eine weitere Eigenschaft verlangen: Normalteiler.)



Kapitel 2

Matrizen

Eine Hauptaufgabe der linearen Algebra ist die geometrische und algebraische
Untersuchung der linearen Abbildungen. Dieser Abschnitt ist der Beschreibung
linearer Abbildungen durch Matrizen gewidmet. Eine Matrix ist eine Tabelle.
Tabellen werden als rechteckiges Schema notiert. Sie bestehen aus Zeilen und
Spalten. Eine Tabelle bietet auf kleinstem Raum eine Fiille an Information
iibersichtlich dar. In der Mathematik ist eine Matrix ein rechteckiges Zahlen-
schema. Die Matrizenrechnung ist ein Algorithmus mit auflerordentlichen prak-
tischen und theoretischen Moglichkeiten. Ein wichtiges methodisches Prinzip
der linearen Algebra ist die Ubersetzung geometrischer und begrifflicher Aussa-
gen iiber lineare Abbildungen in algebraische, algorithmische und rechnerische
Aussagen iiber Matrizen.

Das Rechnen mit Matrizen ist aber auch ein Kalkiil, der in weiten Teilen
unabhéngig von Vektorrdumen und linearen Abbildungen entwickelt werden
kann. Doch bleibt dann Einiges ohne die begriffliche Deutung unklar oder un-
motiviert.

2.1 Matrizen

Wir beginnen mit ein wenig Terminologie iiber die Datensysteme der Matrizen.
Die Niitzlichkeit dieser Begriffsbildungen wird sich alsbald erweisen.

(2.1.1) Matrizen. Eine (n,m)-Matrix mit Eintrdgen oder Elementen ag; aus
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dem Korper K wird notiert als rechteckiges Schema

aip a1z a3 A1m
(1 1) G21 Q22 Q23 ... Q2m | _ A
anl an2 ap3 Anm

Der erste Index ist der Zeilenindex, der zweite Index der Spaltenindex. Dem-

geméf nennen wir z; = (a1, ..., @iy ) die i-te Zeile der Matrix A und
a1k
a2k
S —
Ank

die k-te Spalte der Matrix A. Wir sprechen in diesem Kontext auch von Zei-
lenvektoren z; und Spaltenvektoren sy.
Formal mathematisch ist eine (n, m)-Matrix eine Abbildung

a: {1,...,n} x{1,....m} - K

mit dem Wert ay; an der Stelle (k,l). Deshalb sprechenwir auch von einer
n X m-Matrix.

Natiirlich kann man diese Definition mengentheoretisch ganz allgemein fas-
sen: Eine Abbildung a: S x T' — M ist eine S x T-Matrix mit Werten in der
Menge M. Ist speziell S C {1,...,n} und T" C {1,...,m}, so heifit die ein-
geschriankte Abbildung a: S x T — K eine Untermatriz der n x m-Matrix
a: {1,...,n} x {1,...,m} — K. Uberhaupt werden in der Praxis die Zeilen
und Spalten nicht immer beginnend mit 1 durchnumeriert. Eine Untermatrix
entsteht also durch Streichung von einigen Zeilen und Spalten. &

Wo treten nun Matrizen auf und warum sind sie niitzlich? Wir nennen in
Schlagworten einige Anwendungsbereiche.
(1) Lineare Abbildungen.

(2) Lineare Gleichungen.
(3) Basiswechsel.

(4) Koordinatenwechsel.
(5) Bilineare Abbildungen.
(6) Gruppentheorie.

(7) Matrizenkalkiil.

(2.1.2) Matrix einer linearen Abbildung. Sei f: V — W eine lineare
Abbildung zwischen Vektorrdumen iiber dem Korper K. Wir wihlen geordnete
Basen B = {v1,...,0;,} von V und C = {ws, ..., w,} von W. Wie wir wissen,



34 2 Matrizen

ist eine lineare Abbildung f durch die Bildvektoren f(v1),..., f(v.;,) bestimmt.
Wir schreiben diese als Linearkombinationen der Basisvektoren von w

(1.2) f(’l)i) = Z?:l TjWy, Zj4 c K.

Man achte in dieser Formel auf die Reihenfolge der Indices.
Die Matrix

11 Ti2 13 Tim

T21 X222 X23 ... T2 c
(1.3) =X =my(f).

Tnl Tn2 Tnpl Tnm

heifit die Matrix von f beziiglich B,C. Ist V.= W so arbeiten wir im allgemei-
nen mit gleichen Basen B = C und sprechen von der Matrix von f beziiglich
B. Matrizen werden wir meist durch grofle Buchstaben bezeichnen.

Die Abbildung f ist durch die Matrix m$(f) eindeutig bestimmt, wenn die
Basen B und C einmal fixiert sind. Die k-te Spalte ist der Koordinatenvektor
von f(vg) beziiglich der Basis C'. Hierin steckt, wie schon gesagt, eine Vereinba-
rung: Es ware auch moglich, den Koordinatenvektor als k-te Zeile zu notieren.

O

(2.1.3) Riume von Abbildungen und Matrizen. Auf der Menge M (n, m)
der (n, m)-Matrizen iiber K definieren wir eine Addition und Skalarmultiplika-
tion komponentenweise:

(aij) + (bij) = (aij +bij),  Maij) = (Aagj).

Damit wird M (n, m) zu einem Vektorraum der Dimension nm, denn M (n,m)
ist offenbar im wesentlichen ein Standardvektorraum, nur in etwas anderer
Schreibweise.

In diesem Kontext hat iibrigens der Standardraum K™ zwei Erscheinungs-
formen, nédmlich M(1,n) als ,,Zeilenvektoren* und M (n,1) als , Spaltenvek-
toren“. Wir werden kiinftig beide Versionen verwenden, darauf mdéchte man
achten.

Wir hatten frither schon den Vektorraum Hom(V, W) der K-linearen Ab-
bildungen erklért. Beide Rd&ume passen nun zusammen.

Die Abbildung

m$%: Hom(V, W) — M(n,m)

ist ein Isomorphismus von Vektorrdumen. Daraus folgt
dim Hom(V, W) = dim V - dim W.

Die Bijektivitdt ist nichts anderes als die Aussage, dafi eine lineare Abbil-
dung durch die Bilder der Basisvektoren bestimmt ist und diese Bilder beliebig
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vorgeschrieben werden konnen. Die Vertréiglichkeit mit Addition und Skalar-
multiplikation folgt unmittelbar durch Einsetzen der Definitionen. &

(2.1.4) Matrizenprodukt. Eine wichtige Konsequenz aus der Zuordnung ei-
ner Matrix zu einer linearen Abbildung ist eine Formel fiir die Matrix einer
Verkettung von linearen Abbildung. Das Resultat nennen wir das Produkt der
Matrizen.

Seien U, V, W Vektorrdume mit Basen A = (u1,...,Uy), B = (v1,...,0,),
C = (wy,...,wp). Sei g € Hom(V, W) und f € Hom(U, V). Wir setzen

9(vj) = >4 Tij Wi, flug) = Z]’ Yjivy-
Diese Daten liefern
(90 £) (i) =g (S, viivs) = X vi9(v5) = 3, 31 (S o)
=2 (Zj xkjyji) W

Deshalb ist mG(go f) = Z = (2x;) mit 2p; = Zj Tk;jYji- Wir nennen diese
Matrix Z das Produkt XY von (X,Y).

Wir sammeln das Resultat in einem Diagramm.

(g9,f) € Hom(V, W) x Hom(U, V) —— Hom(U, W) Sgof
(X,Y) e M(p,n) x M(n,m) —— M(p,m) > XY = 7.

Das Produkt XY = (x1;)(yj;) der Matrizen X = (zx;) € M(p,n) und
Y = (y;i) € M(n,m) ist die Matrix Z = (zx;) € M(p, m) mit den Eintréigen

Zhi = D5y ThiYjie
In Worten: An der Stelle (k,i) der Produktmatrix steht eine Summe, die sich
aus der k-ten Zeile der ersten (= linken) und der i-ten Spalte der zweiten

(= rechten) Matrix wie angegeben berechnet. Wir notieren ein Produkt von
Matrizen auch als Produkt in der {iblichen Weise

M(p,n) x M(n,m) — M(p,m), (X, Y)— XY =X.Y

und benutzen die Standardsymbole wie etwa A - A = A2
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,,,,,,,,,,,,,, | Y1j | .
; ; ! ! r ]
| | [ [ | |
e : : I I
| [ X = |
 Lil Tiny KD :
I I ! ! I I
LYl
X X Y = A

Es sei darauf hingewiesen, dafy das Produkt von Matrizen nur dann definiert
ist, wenn sie der Gréfle nach zusammenpassen. Immer wenn wir ein Matrizen-
produkt hinschreiben, so sei dieses Passen unterstellt. &

Hier sind einige einfache Beispiele fiir Matrizenprodukte.

(ab) <§) = (ac + bd), (g) (ab) = (ZZ f;;)

a b\ (e f\ _[ae+bg af+0bh

c dJ\g h) \ce+dg cf-+dh
(2.1.5) Notiz. Die oben durchgefiihrte Rechnung besagt, dafi Verkettung von
linearen Abbildungen in das Produkt von Matrizen tiberfihrt wird, in Formeln:

m@(g)ms(f) = mp(gf).

Verkettung von Abbildungen ist assoziativ, also ist das Matrizenprodukt asso-
ziativ X(YZ) = (XY)Z. a

(2.1.6) Bemerkung. Es ist niitzlich, sich folgendes klarzumachen: Die Spalten
einer Produktmatrix AB bestehen aus Linearkombinationen der Spaltenvekto-
ren von A. In der i-ten Spalte wird mit den Eintrégen der i-ten Spalte von B
linear kombiniert. Analog sind die Zeilen der Produktmatrix Linearkombina-
tionen der Zeilen von B. Wir schreiben diese Aussage in Formeln hin. Sei Z;
die i-te Zeile und S; die i-Spalte einer Matrix. Dann sind

Si(AB) =32, briSk(A)

die genannten Relationen. <&
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Erginzungen und Aufgaben

1. Die Multiplikation C — C,w +— zw hat als R-lineare Abbildung beziiglich der

Basis 1, ¢ die Matrix (a ;b> , wenn z = a+bi die Zerlegung in Real- und Imaginérteil

b
ist.
2. Sei V ein komplexer Vektorraum und f: V — V eine C-lineare Abbildung. Sei
L = (Age) die Matrix von f beziiglich einer C-Basis v1,...,v, von V. Wir setzen

Ake = Qe + 18rke mit reellen age und Bre an. Aus
flve) = D00 Aweve = 2 p arevr + >, Bre(ive)

five) = =2 Brevie + D2y, ake(iv)
erkennt man, dafl f, aufgefafit als R-lineare Abbildung fr: V& — Vi, beziiglich der

R-Basis v1, ..., Un, iv1,. .., v, die Matrix 73) mit A = (axe), B = (Bre) hat.

A
3. Nachweis der Assoziativitdt des Matrizenprodukts ohne die Interpretation durch
lineare Abbildungen direkt aus der Formel.

4. Ist das Produkt zweier (n,n)-Matrizen invertierbar, so auch jeder Faktor.

5. Aus der Formel
a b d —b\ (ad—1bc 0
c d/\—-c a) 0 ad — be

folgere man, dafl die erste Matrix genau dann invertierbar ist, wenn ad — bc # 0 ist.
6. Hat eine lineare Abbildung die Matrix A, so hat die duale Abbildung beziiglich
der Dualbasen die Matrix A

7. Die Verkettung

Hom(V, W) x Hom(U, V) — Hom(U, W), (g,f)—~gof=gf

ist bilinear: Es gelten die Vertréiglichkeiten mit der Vektorraumstruktur go (fi+ f2) =

gofitgofs, (rtg2)of=giof+g20f2, (Ag)of=2Agof),go(\f)=Agof).
8. Das Matrizenprodukt

M(p,n) x M(n,m) — M(p,m), (X,Y)— XY

ist bilinear: Es gelten die Rechenregeln X (Y7 4+ Y2) = XY1 + XYs, (X1 + Xo)Y =
X1Y + X2V, (AX)Y = X(AY) = A(XY).

9. Besonders in der physikalischen Literatur schreibt man die Formel (1.1) gerne
in der Form f(vi) = 327, aJw;j. Der Grund dafiir ist, da man in komplizierteren
Formeln dieser Art (, Tensorrechnung®) die sogenannte Summenkonvention anwendet;
sie besagt, daf iiber einen gleichen oberen und unteren Index summiert wird — und
dadurch spart man sich das Summenzeichen.

Diese Schreibweise hat auch andere Vorteile. Sind némlich v* und w? die Dual-
basen von V* und W*, so hat die duale Abbildung die Form f*(w?) = > m{vi, und
auch hier kann man die Summenkonvention anwenden.

Mit der Summenkonvention geschrieben ist zum Beispiel das Produkt der Matri-
zen (z¥) und (y}) die Matrix mit dem Eintrag ¥y} an der Stelle (k,1).
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2.2 Spezielle Matrizen

(2.2.1) Invertierbare Matrizen. Die identische Abbildung id: V' — V hat
beziiglich jeder Basis B von V die Einheitsmatriz m5(id) = I,, = (8;;), deren
Eintrdge 6;; = 1 und §;; = 0 fiir ¢ # j sind. Man nennt eine Familie d;; mit
diesen Eigenschaften manchmal Kmnecker—SymbolE

Eine (n,n)-Matrix (also eine quadratische Matrix) A heiit invertierbar oder
requldr, wenn sie beziiglich der Matrizenmultiplikation eine inverse Matrix hat,
wenn es also eine (n,n)-Matrix B so gibt, dal AB = BA die Einheitsmatrix
1, ist.

Ist f: V — W ein Isomorphismus, gibt es also eine inverse Abbildung
g: W — V, soist gf =1id(V) und fg = id(W). Beziiglich beliebiger Basen
B und C ist deshalb die Matrix m$(f) invertierbar.

Ist, umgekehrt m(E’;( f) invertierbar, so ist f ein Isomorphismus. &

(2.2.2) Matrizengruppen. Die reguliiren (n,n)-Matrizen iiber eine Kérper
K bilden beziiglich der Multiplikation eine Gruppe, die allgemeine lineare
Gruppe genannt und GL(n, K) bezeichnet Wirdﬂ Das neutrale Element ist I,,.
Die linearen Gruppen und einige ihrer Untergruppen gehoren zu den wich-
tigsten Gegenstdnden der Mathematik. Sie sind von einer auferordentlichen
Komplexitéit, und ihre inneren Geheimnisse sind noch lange nicht entréitselt.
Der weitere Verlauf der linearen Algebra dient zum Teil dem Studium dieser
Gruppen. O

(2.2.3) Diagonalmatrizen. Ist A = (a;;) eine (n,n)-Matrix, so heilen die
Elemente a11, asa, . .., any, die Diagonalelemente und ihre Gesamtheit bildet die
Diagonale oder auch Hauptdiagonale der Matrix A. Es gibt noch eine zweite
Diagonale, die weniger wichtig ist, deshalb Nebendiagonale heifit und aus den
Elementen a;; mit ¢ +j = n + 1 besteht. Sind alle Elemente einer Matrix
auBerhalb der Hauptdiagonale gleich Null, so heifit sie Diagonalmatriz. Wir
schreiben Dia (d, ..., d,) fiir eine Diagonalmatrix (a;;) mit a;; = d;. Es gilt

Dia(ay,...,a,) - Dia(by,...,b,) = Dia(aiby,...,asby).

Die Nullabbildung, die jeden Vektor auf den Nullvektor wirft, besitzt die
Nullmatriz, deren sdmtliche Eintrdge Null sind.

Spéter werden wir uns mit dem Problem beschéftigen, zu einer linearen
Abbildung durch geschickte Basiswahl eine moglichst einfache Matrix zu fin-
den. Diagonalmatrizen werden unter diesem Gesichtspunkt als die einfachsten
angesehen.

1Leopold Kronecker 1823 — 1891
?Die Bezeichnung kommt von General Linear



2.2 Spezielle Matrizen 39

Eine Diagonalmatrix Dia(ay, ..., a,) ist offenbar genau dann invertierbar,
wenn alle a; # 0 sind, wie die Produktformel fiir Diagonalmatrizen lehrt. Die in-
vertierbaren Diagonalmatrizen bilden eine Untergruppe D(n, K) von GL(n, K).

Aus der Definition einer Matrix zu einer linearen Abbildung ist unmittelbar
klar:

(2.2.4) Notiz. Genau dann hat f: V — V beziiglich der Basis B eine Diago-
nalmatriz, wenn B aus Eigenvektoren von f besteht. O

(2.2.5) Dreiecksmatrizen. Eine (n,n)-Matrix B = (b;;) heifit obere Drei-
ecksmatriz, wenn die Elemente unterhalb der Diagonale (das heifit die Elemente
b;; mit 4 > j) gleich Null sind. Analog wird eine untere Dreiecksmatric erklért.
Das Produkt oberer (unterer) Dreiecksmatrizen ist wieder eine Matrix dieser
Form.

Sei d die Abbildung, die jeder oberen Dreiecksmatrix die Diagonalmatrix
mit derselben Diagonale zuordnet. Dann gilt d(AB) = d(A)d(B); eine inver-
tierbare Matrix wird also auf eine invertierbare abgebildet. Folglich hat eine
invertierbare obere Dreicksmatrix auf der Diagonale keine Nullen.

Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum. Eine Fahne in V ist ein System

o=VocWicWwc...cV,1CV,=V

von Unterrdumen der Dimension dim V; = j. Zu einer solchen Fahne gibt es
eine Basis {b1,...,b,}, so da8 {b1,...,b;} eine Basis von V; ist. Eine lineare
Abbildung f: V' — V mit der Eigenschaft f(V;) C V; hat beziiglich dieser
Basis eine obere Dreiecksmatrix. Der von f auf dem Quotientraum V;/V;_4
induzierte Endomorphismus ist die Multiplikation mit dem j-ten Diagonalele-
ment. Sind alle diese Elemente von Null verschieden, so ist f nach ein
Isomorphismus, also die Dreiecksmatrix invertierbar. Das Inverse g hat wieder
die Eigenschaft g(V;) C V; und wird deshalb ebenfalls durch eine obere Drei-
ecksmatrix beschrieben. Damit haben wir gezeigt: Die oberen Dreiecksmatrizen
ohne Nullen auf der Diagonale bilden eine Gruppe.

Eine obere (n,n)-Dreiecksmatrix A habe auf der Diagonale nur Nullen.
Dann ist A™ die Nullmatrix. Eine Matrix, fiir die eine Potenz die Nullmatrix
ist, heifit nilpotent. &

(2.2.6) Blockmatrizen. Eine Matrix wird oft in kleinere Matrizen aufgeteilt,
indem man sie durch senkrechte und waagerechte Linien in Rechtecke zerlegt.
Die Teilmatrizen heilen dann die Bldécke der groflen Matrix. Es sieht dann das
Ergebnis so aus, als sei die grofle Matrix eine Matrix, deren Eintrége selbst
wieder Matrizen sind, namlich die Blocke. Betrachten wir eine direkte Summe
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f®g:UdU — V@V’ mit Basen B,B’,C,C" in U,U’,V,V’, so ergibt sich
eine Blockzerlegung

mSUS(f @ g) = ( malf) | O )

‘ m% (g)

Ist U C V ein f-stabiler Unterraum und ergénzen wir eine Basis von U zu
einer von V, so hat die Matrix von f eine Blockform

(0 %)

Sind allgemeiner U; C ... C Uy f-stabile Unterrdume und ergénzen wir nach-
einander Basen von Uy, Us, ..., so wird die Matrix von f eine obere Blockdrei-
ecksmatrix. Aus ([1.6.4) entnehmen wir, dafl eine solche Matrix invertierbar ist,
wenn die Diagonalblocke invertierbar sind. Ein direkter Beweis durch Induk-
tion nach der Anzahl der Blocke ist eine instruktive Aufgabe. Auch mit Hilfe
der Determinantentheorie kann man den Beweis fiihren. &

(2.2.7) Transponierte Matrizen. Werden in einer Matrix A Zeilen und
Spalten vertauscht, so entsteht die transponierte Matriz A* von A. Genauer: Ist
A = (a;;) eine (m, n)-Matrix, so ist A’ eine (n, m)-Matrix, die an der Stelle (4, 5)
das Element aj; trigt. Das Transponieren ist fiir viele Rechenprozesse niitzlich.
Es gelten die folgenden Rechenregeln: (A + B)! = A" + B! und (AB)! = B'A".
Da die Matrizenmultiplikation im allgemeinen nicht kommutativ ist, mufl die
letzte Regel sorgsam beachtet werden. <&

Erginzungen und Aufgaben

1. Sei N eine nilpotente quadratische Matrix mit N™ = 0. Dann ist
(I_N)(I+N—|—N2+_’_N”*I):I_NHII

Also ist I — N invertierbar. Eine obere Dreicksmatrix mit lauter Einsen auf der Diago-
nale ist also invertierbar. Ist B eine obere Dreickmatrix ohne Nullen auf der Diagonale,
so gibt es eine Diagonalmatirx D, so dafl DB nur Einsen auf der Diagonale hat. Also
ist B invertierbar.

2. Verallgemeinerte Blockmatrizen. Sei Ui,...,U,, eine Familie von Vek-
torrdumen mit der direkten Summe U = P s Us. Dazu gibt es die kanonischen In-
jektionen ix: Ur — U und die kanonischen Projektionen p;: U — U;. Ist Vi,...V,
eine weitere Familie mit der direkten Summe V = €p,, V4, so benutzen wir U und V
als oberen Index, um die zu U und V gehorenden Injektionen und Projektionen zu
unterscheiden. Die lineare Abbildung ¢: U — V besitzt die Teilabbildungen

ik =pi opoiy:Us— Vi
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Aus diesen gewinnt man ¢ zuiick

Our, . um) = (325 P13U5, - -+ 225 PnjUy)-

Die Wirkung von ¢ als Resultat der Teilabbildungen 148t sich nun ebenfalls als Ma-
trizenprodukt schreiben

®nl cee Onm Um

worin aber die Eintrdge der Matrix jetzt nicht mehr Elemente des Koérpers sind son-
dern lineare Abbildungen. Mit dieser Notation erhéalt auch die Verkettung von linea-
ren Abbildungen dasselbe Aussehen wie ein Matrizenprodukt, es ist dann ndmlich
(o) =22, ks 0 @ji-

Wenn wir speziell K™ als direkte Summe @;":1 K ansehen, so wird ¢;: K — K
formal gesehen eine lineare Abbildung, aber eine lineare Abbildung K — K ist die
Multiplikation mit einem Korperelement, und wir kénnen dann ohne Schaden die
Matrix ¢y als eine Matrix mit Eintrdgen aus K ansehen.

2.3 Basiswechsel. Koordinatentransformation

Wir haben lineare Abbildungen durch Matrizen beschrieben. Dazu mufiten wir
in den beteiligten Vektorraumen Basen auswiahlen. Wir iiberlegen nun, wie sich
die Matrixdarstellung einer linearen Abbildung &dndert, wenn wir die Basen
dndern. Fiir den gesamten Ubersetzungsproze8 ist diese Abhiingigkeit immer
zu beriicksichtigen. Die Basiswahl wird als etwas Zufélliges und Unwichtiges
angesehen. Jedoch erlaubt die Freiheit der Basiswahl auf der rechnerischen
Seite, durch geschickte Auswahl ein vorgegebenes Problem zu vereinfachen oder
iibersichtlicher zu gestalten.

(2.3.1) Basiswechsel. Ein Vektorraum mit einer geordneten Basis B sei vor-
gegeben. Withlen wir eine zweite Basis B’, so wollen wir voriibergehend B die
alte und B’ die neue Basis nennen. Wir schreiben auch (V, B) und (V, B’) fiir
diese Daten. Die Vektoren der alten Basis sind Linearkombinationen der neuen
Basis, und wir notieren diesen Sachverhalt gem&fl unserer Vereinbarungen

bj = 3y Wiy
Die dadurch bestimmte Matrix gehort zur identitischen Abbildung

mE (id) = (wy) = S.
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Wir nennen sie die Basiswechselmatriz ,,Alt durch Neu“. Die Matrix ist inver-
tierbar, und das Inverse beschreibt ,,Neu durch Alt“. Aus der Verkettungsformel
(2.1.5) folgt

mE, (idymB (id) = mB" (id).
Die zu einer linearen Abbildung f: (V, ) (W,C) gehorende Matrix ist
m$(f) = X. Wihlen wir neue Basen B’ und C’, so éndert sich die Matrix

mgi(f) = X' gemifB

m$, (f) = m$, (idw of oidy) = m& (idw)mG(f)mB (idy ).
Mit den Abkiirzungen
T= mg (idw) und S =mb (idy)

erhalten wir also die Formel TX S~ ! = X',

Ist V' = W, so benutzt man zweckméfig in V' und W dieselbe Basis. In die-
sem Fall hat man natiirlich nur einen Basiswechsel zur Verfiigung. Wir notieren
gesondert diesen Spezialfall:

(2.3.2) Satz (Basiswechsel). Mit der oben vereinbarten Sprechweise gilt: Ist
f:V — V ein Endomorphismus, X seine Matriz in der alten und Y seine
Matriz in der neuen Basis, und ist T die Matriz, die die alten Basisvektoren
durch die neuen ausdriickt, so gilt T"'XT =Y. |

Im folgenden werden wir bei der Untersuchung von Endomorphismen immer
nur mit einer Basis arbeiten, wenn nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt
wird. &

(2.3.3) Aquivalente Matrizen. Konjugierte (ihnliche) Matrizen. Die
vorstehenden Formeln kann man als Rechenprozesse mit Matrizen ansehen,
ohne dabei an Basiswechsel zu denken. Darauf bezieht sich die folgende Termi-
nologie.

Wir nennen (n, m)-Matrizen X und Y dquivalent oder, zur Verdeutlichung,
grob-iquivalent, wenn es eine invertierbare (n,n)-Matrix A und eine invertier-
bare (m, m)-Matrix B gibt, so da die Gleichung A~! X B =Y besteht.

Zwei (n,n)-Matrizen X und Y heiflen dhnlich oder konjugiert, wenn es eine
invertierbare (n,n)-Matrix T gibt, so daf§ die Gleichung T-!XT =Y besteht.

Aquivalenz ist eine Aquivalenzrelation auf (n,m)-Matrizen, Ahnlichkeit ist
eine Aquivalenzrelation auf (n,n)-Matrizen. <&

Zu einem Endomorphismus gehoért also eine Konjugationsklasse von Matri-
zen. Die Mehrdeutigkeit, die durch die Basiswahl ensteht, haben wir jedenfalls
algebraisch etwas in den Griff bekommen. Eine naheliegende Frage ist nun,
ob man einer Matrix gewisse ,,Invarianten“ zuordnen kann, die nur von der
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Konjugationsklasse abhéngen. Wir présentieren eine einfach zu berechnende
Invariante, die sogenannte Spur. Thre Bedeutung wird allerdings an dieser Stel-
le nicht erlautert.

(2.3.4) Die Spur. Die Summe der Diagonalelemente einer (n,n)-Matrix A =
(@i;) heifit Spur der Matrix, in Zeichen:

Ist M, (K) der Vektorraum der (n,n)-Matrizen iiber K, so ist die Spur eine
lineare Abbildung
Sp: M, (K) — K.

Eine simple Rechnung zeigt fiir zwei (n, n)-Matrizen A und B die Relation
Sp(AB) = Sp(BA).

Es folgt: Konjugierte Matrizen haben dieselbe Spur. Damit ist die Spur auch
fiir einen Endomorphismus definiert, ndmlich als die Spur irgendeiner représen-
tierenden Matrix (siehe (2.3.3)). &

(2.3.5) Satz. Sei T: M, (K) — K eine lineare Abbildung mit der Eigenschaft
T(AB) = T(BA) fiir alle A,B € M,(K). Dann ist T ein skalares Vielfaches
von Sp.

Beweis. Sei E;; € M, (K) die Matrix, die an der Stelle (¢, ) eine 1 hat und sonst
iiberall Nullen. Die E;; bilden eine Basis von M, (K). Es gilt E;; Ey = 01 E4.
Fiir ¢ # [ ist deshalb

EijEj — EjEij = Ey

und folglich T'(Ej;) = 0. Wegen
EijEj; — Ejibi; = By — Ejj

gilt auBerdem T'(Ej;) = T(E;;). Damit ist der Wert von T' auf (a;;) gleich

T(an) Sp(aij). O
(2.3.6) Koordinaten. Hat man in einem Vektorraum V eine Basis B =
{b1,...,bm} gewihlt, so kann man die Elemente von V durch Koordinaten

beschreiben; die Koordinaten von v € V sind die Koeffizienten in einer Line-
arkombination v = ZT:l A;jb; durch die Basisvektoren. Wir wollen die Ko-
ordinaten fiir die weiteren Zwecke als Spaltenvektor auffassen. Der dadurch
bestimmte lineare Isomorphismus

A1
k=kp:V—=K" wv— | :
Am
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heifit Koordinatenabbildung von V beziiglich B. Wahl einer Basis entspricht so
der Wahl eines Isomorphismus V' — K™. Auch hier fragt man natiirlich, wie
sich die Koordinaten dndern, wenn eine andere Basis gew#hlt wird. Eine zweite
Frage ist, wie eine lineare Abbildung durch die Koordinaten beschrieben wird.
Zum letzteren erkliren wir, wie lineare Abbildungen zwischen Standardvek-
torrdumen mittels Matrizen hergestellt werden. &

(2.3.7) Standardabbildung zu einer Matrix. Der Vektorraum K™ hat die
Standardbasis {ei,...,e,}. Deshalb haben wir auch eine Standardmethode,
lineare Abbildungen zwischen diesen Rdumen durch Matrizen zu beschreiben.
Sei A = (ai;) eine (n,m)-Matrix mit Eintragungen aus K. Wir fassen die
Elemente aus K™ als (m, 1)-Matrizen auf, das heifit als ,,Spaltenvektoren®. Fiir
x € K™ ist dann das Matrizenprodukt Ax definiert und ein ,,Spaltenvektor
aus K™. Die Abbildung

L: K™ — K", x~— Ax

ist eine lineare Abbildung, und die Matrix von L beziiglich der Standardba-
sen ist A (oh Wunder!). Wir bezeichnen diese Abbildung deshalb besser mit
A: K™ — K", denn gliicklicherweise haben das Abbildungssymbol A(x) und
das Matrizenprodukt dasselbe Aussehen, und die Linearitdt der Abbildung
fiihrt duBerlich zu denselben Formeln wie das Matrizenrechnen, wie wir im letz-
ten Abschnitt gesehen haben. Also noch einmal ausgebreitet hingeschrieben: A
ist die lineare Abbildung

m . .
1 ai; a2 a3 ... Qim T1 Zj:lalJzJ
m
T2 | a2 a2 axs ... am T2 | _ Zj:laQJIj
Tm apl QAp2 Gp3 ... Apm Tm ijlanjxj

Man merke sich die Regel: In den Spalten der Matrix stehen die Bilder der
Standardbasisvektoren. O

(2.3.8) Lineare Abbildungen durch Koordinaten. Seien V und W Vek-
torrdume mit Basen B und C wie vordem, und sei f: V — W eine lineare
Abbildung mit der zugehorigen Matrix mg( f). Wie eben gesehen, gehort zu
dieser Matrix auch eine Abbildung der Standardvektorrdume, und dieses ist
nun genau die Beschreibung der linearen Abbildung durch die Koordinaten.

Formal konne wir diese Aussage so formulieren: Das Diagramm

% w
P g I
o mE() on
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ist kommutativ, das heiBt es gilt m$(f) o kp = K¢ o f. <&

(2.3.9) Koordinatentransformation. Zusitzlich zum Vorhergehenden wih-
len wir Basen B’ von V und C’ von W. Das folgende Diagramm versammelt
die uns zur Verfiigung stehenden Daten.

A/ !
Km —— K" A" =mG, (f)
f
1% w
\LHB lﬁc
Km — Kn A=mG(f)
Wir setzen
KB’ © m]g,l =3, Ko © 551 =T.

Das sind invertierbare linearen Abbildungen (Matrizen) S und 7. Die Kommu-
tativitét des Diagramms besagt

A'S=TA und A" =TAS .

Die Matrizen und linearen Abbildungen S und T heiflen Koordinatentransfor-
mationen. Die Matrix S beschreibt namlich, wie aus den Koordinaten beziiglich
B diejenigen beziiglich B’ entstehen (neu aus alt).

Oder, wenn wir explizit mit Elementen arbeiten: Ist b; = >, wy;bj, der
Basiswechsel alt-aus-neu, so ist A\j = >, wy;A; die Koordinatentransformati-
on neu-aus-alt. Die lineare Abbildung S wird also in Matrizenform durch die
Matrix (ws;) beschrieben. <&

(2.3.10) Bemerkung. Man muf zwischen einem Vektor aus K™ — ein n-
Tupel — und seinen Komponenten beziiglich einer Basis — auch ein n-Tupel —
begrifflich unterscheiden. Beziiglich der Standardbasis sieht man jedoch diesen
Unterschied nicht! Ebenso unterscheiden mufi man eine Matrix, die einen Ba-

siswechsel beschreibt, von einer Matrix, die eine lineare Abbildung beschreibt.
)

(2.3.11) Rang einer Matrix. Die Dimension des von den Zeilenvektoren
einer Matrix A aufgespannten Unterraums nennen wir den Zeilenrang der Ma-
trix. Analog wird der Spaltenrang definiert. Der Zeilenrang einer Matrix ist
gleich dem Spaltenrang der transponierten Matrix. <
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(2.3.12) Satz. Beschreibt die Matriz A die lineare Abbildung f, so gilt
dim(Bild f) = Spaltenrang A.

Beweis. Wir betrachten das Diagramm aus (2.2.3]). Die Bilder von f und von
A haben dieselbe Dimension, weil k¢ einen Isomorphismus zwischen diesen
Bildrdumen vermittelt. Das Bild von A wird von den Spaltenvektoren erzeugt.

O

(2.3.13) Satz. Sei f: V — W eine lineare Abbildung vom Spaltenrang r. Die
Dimensionen von V., W, Kern f seien m, n, s. Dann gibt es Basen {by,..., b}
von V und {ci1,...,c,} von W mit der Figenschaft: f(b;)) = ¢; fir1 <i<r
und g(b;) =0 fiir j > r. Beziglich dieser Basen hat f die Matriz

I. 0

0 0/°
Jede Matriz ist also zu einer dieser Form grob-dquivalent. Zwei (n, m)-Matrizen
sind genau dann grob-dquivalent, wenn sie denselben Spaltenrang haben.

Beweis. Eine Basis {c,...,c.} des Bildes von f werde zu einer Basis von W
erginzt. Wir wéhlen {b1,...,b,}, so daB fir 1 < j < r die Relation f(b;) = ¢,
besteht. Dann sind diese Vektoren linear unabhingig, und wir ergénzen sie
durch eine Basis des Kerns von f zu einer Basis von V. Beziiglich dieser Basen
hat dann die Matrix von f die genannte Form. Zur letzten Aussage bemerken
wir, daB8 die grobe Aquivalenz den Spaltenrang nicht #ndert, da ein Isomorphis-
mus einen Unterraum auf einen gleichdimensionalen Unterraum abbildet. O

(2.3.14) Satz. Fir jede Matriz stimmen Zeilen- und Spaltenrang iberein.

Beweis. Ist A eine Matrix, so wihlen wir invertierbare Matrizen P und @ so,
daB PAQ die Normalform des letzten Satzes hat. In dieser Normalform sind
offenbar Zeilen- und Spaltenrang gleich, da in Zeilen und Spalten nur Vektoren
einer Standardbasis und Nullvektoren stehen. Die Matrizen PAQ und (PAQ)*
haben also denselben Spaltenrang. Es ist (PAQ)! = Q'A'P!, und Q' und
Pt sind wieder invertierbar, Multiplikation mit ihnen #ndert also nicht den
Spaltenrang. |

Wegen des letzten Satzes sprechen wir vom Rang einer Matriz schlecht-
hin. Der Satz ist insofern iiberraschend, als die Zeilen- und Spaltenvektoren
duBlerlich wenig miteinander zu tun haben. Wir heben noch hervor:

(2.3.15) Notiz. Eine (n,n)-Matriz ist genau dann regulir, wenn sie den Rang
n hat. O
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Erginzungen und Aufgaben

1. Sei f: V — W eine lineare Abbildung und f*: W* — V* die duale Abbildung.
Die Aussage ,,Zeilenrang = Spaltenrang® ist dquivalent zu ,Rang f = Rang f™*.

2. f:'V — W ist genau dann injektive (surjektiv), wenn die duale Abbildung
f5: W* — V™ surjektiv (injektiv) ist. Daraus folgere man, dafl das Bild von f iso-
morph zum Bild von f* ist.

3. Sei U — V — W exakt. Dann ist auch die duale Sequenz W* — V* — U™ exakt.

2.4 Lineare Gleichungen

Das ,,Losen von Gleichungen® ist ein Grundproblem der Mathematik. Innerhalb
der linearen Algebra wird die Aufgabe gestellt, k lineare Gleichungen in n
Unbekannten zu 16sen. Was heifit das? Nachfolgend sind solche Gleichungen in
einer systematischen Weise aufgeschrieben:

Gi: anrr + aprs + -+ T, = b

Ga: anwy + axnry + -+ AT, = by

Gr: amx + a2 + 0+ agaTn = by
Darin sind a11, a9, ..., ag, und by, ..., bx gegebene Elemente eines Korpers K.
Eine ,,Losung® des Systems von Gleichungen ist ein Systemen (z1,...,z,) von

z; € K, die die k Gleichungen G1, ..., G} gleichzeitig ,erfiillen®, fiir die also die
aufgeschriebenen Daten eine Gleichheit von Elementen des Korpers sind. Der
Index ¢ in a;; gibt an, in welcher Gleichung wir uns befinden, der Index j gibt
an, vor welcher Unbekannten x; das Korperelement steht. Es diirfen natiirlich
einige der Koeflizienten a;; gleich Null sein; in der Praxis schreiben wir dann
diesen Summanden gar nicht erst hin. Drei Punkte bedeuten ,,und so weiter®.

Sei L(G,...,Gy) die Losungsmenge des Gleichungssystems. Wir beschrei-
ben jetzt ein Verfahren nach Art der Schulmathematik zur Bestimmung der
Losungsmenge. Dazu ist keinerlei Theorie oder gelehrte Vorbildung nétig, ledig-
kich etwas systematische ,,Buchfithrung“. Und natiirlich gibt es das Verfahren
schon lange vor unserer heutigen linearen Algebra.

Danach schauen wir uns das Verfahren genauer an und benutzen dazu die
Sprache der Vektorrdume und Matrizen.

(2.4.1) Der Gaufische Algorithmus. Wir beginnen damit, aus den gege-
benen Gleichungen neue so zu bilden, daf} sich dabei die Losungsmenge nicht
dndert, symbolisch

L(Gla"'aGk):L( /177G;€)
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Wir werden dann diese Umformungen geeignet solange wiederholen, bis wir
zu einem Gleichungssystem gelangt sind, dem wir die Losungsmenge unmittel-
bar ansehen. Hier nun elementare Umformungen, die die Losungsmenge nicht
dndern:
(1) Vertauschen der Reihenfolge von Gleichungen.
(2) Multiplikation einer Gleichung mit einer von Null verschiedenen Zahl ;
symbolisch:
L(Gy,...,Gg) = L(\Gy,...,Gy)
bei Multiplikation von G1 mit A\ # 0.
(3) Addition des A-fachen einer Gleichung zu einer anderen; symbolisch:

L(G1,Go,...) = L(G1,AG1 + G, ....)

bei Additon von AG; zu Gs.
Da wir alle diese Schritte zuriickrechnen kénnen, dndert sich bei ihnen die
Losungsmenge nicht.

Wir formen jetzt das System schrittweise um, indem wir nacheinander auf
die Koeflizienten von x1, 2, . .. achten. Sind alle Koeffizienten a;; von x; gleich
Null, so betrachten wir z; als erledigt. Andernfalls sei etwa a;; # 0. Wir
setzen dann die Gleichung G; an die erste Stelle, sodann machen wir nach
(2) dort den Koeffizienten von z; zu 1 und subtrahieren nach (3) geeignete
Vielfache der nunmehr ersten Gleichung von den folgenden, um dortselbst den
Koeffizienten von x; zu Null zu machen. Jetzt lassen wir die erste Gleichung in
Ruhe und behandeln die weiteren Gleichungen nach demselben Verfahren, aber
beginnend mit zo, da ja x; nicht mehr ,vorhanden* ist. Schliellich erreichen
wir ein System, bei dem die letzte Gleichung die folgende Form hat: Entweder

Zj + b jr1zip1 4+ b o = i,

fiir ein j € {1,...,n} oder eventuell 0 = .

Im letzteren Fall ist fiir ¢; # 0 ein Widerspruch erreicht, mit anderen Wor-
ten: Es gibt keine Losung. Beispielsweise widersprechen sich offenbar die Glei-
chungen Gy : 1 +2z2 = 1 und G : £1+2x2 = 2 und nach dem Verfahren wiirden
wir 0-x7 + 0 - 22 = 1 erhalten.

Im ersten Fall kénnen wir ;41,. .., , beliebig vorgeben und dann z; durch
die Gleichung ausrechnen. Nun steigen wir die Gleichungen von unten nach
oben auf, setzen die schon festgelegten Werte der x; ein und rechnen das jeweils
am Anfang stehende x; durch die restlichen aus, wobei gegebenenfalls vorher
noch nicht festgelegte x, willkiirlich gewahlt werden diirfen.

Wir haben ein Rechenverfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme be-
schrieben. Schematische Rechenverfahren bezeichnet man als Algorithmus. Un-
ser Verfahren wird manchmal Eliminationsverfahren genannt, weil nacheinan-
der die Unbekannten x; beseitigt (= eliminiert) werden. Das Verfahren wird
auch Gauﬁsch@ﬂ Algorithmus genannt. )

3Carl Friedrich GauB 1777 — 1855
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(2.4.2) Beispiel. Ein Beispiel mag die Methode verdeutlichen (etwa K = R).
Angenommen, das Endergebnis der elementaren Umformungen habe die Form:

1 +ro+3x3+r4+26 = 0
XTo — T3 — x5 —2xg = 1
Trs = 2.

Damit ist zunéchst x5 festgelegt. Wir steigen auf, setzen x5 = 2 ein, wihlen
T3, T4, g Willkiirlich und rechnen zs aus. Wir steigen zur ersten Gleichung auf,
haben zs bis xg schon festgelegt und rechnen x; aus. Die Losungsmenge ist
also

(=(3+ 4x3 + x4 + 326),3 + x3 + 26, T3, T4, 2, Tp)

mit beliebigen x3,x4,26 € R. (Ein dreidimensionaler affiner Unterraum des
RS.) &

(2.4.3) Beispiel. Wir erinnern an die Elementargeometrie der Ebene R?. Die
Punkte (z,y) € R?, die einer Gleichung az+by = ¢ geniigen, fiillen eine Gerade
aus (wenn ¢ und b nicht beide Null sind). Hat man eine zweite Gleichung dieser
Art. so gibt es eine gemeinsame Losung genau dann, wenn sich die Geraden
schneiden, der Schnittspunkt ist die eindeutig bestimmte Losung. Allerdings
konnen die Geraden auch parallel verlaufen, dann gibt es keine Losung. For-
melméBig tritt dieser Fall auf, wenn sich die Gleichungen widersprechen. Wenn
man schliellich drei Gleichungen hat, so werden die geometrischen Moglichkei-
ten schon uniibersichtlich.

Analoge Diskussion der geometrischen Lage von drei Ebenen im Raum R?
als Aufgabe. O

Die vorstehende Uberlegung hat eine wichtige Konsequenz qualitativer Art.
Ein Gleichungssystem wie anfangs vorgestellt, bei dem alle b; gleich Null
sind, heifit homogen. Elementare Umformungen machen aus einem homogenen
System wieder ein solches. Ein homogenes System fiihrt niemals zu Wider-
spriichen, denn alle z; = 0 gesetzt ist eine Losung. Angenommen nun, es gibt
in einem homogenen System weniger Gleichungen als Unbekannte (also k& < n).
Dann kénnen wir in der Losungsmenge ein geeignetes x; beliebig vorgeben; es
gibt also eine Losung, die nicht nur aus Nullen besteht. Wir haben eingesehen:

(2.4.4) Satz. Ein homogenes lineares Gleichungssystem aus k Gleichungen
zwischen n Unbekannten hat im Fall k < n eine Lésung, die nicht nur aus
Nullen besteht. a

Ich habe schon friiher erldautert, wie man aus diesem Resultat den Rangsatz
herleiten kann. Und das ist auch der Beweis, der sich ohne Idee von selbst ergibt
und den man sich deshalb merken soll.

Wir werden nun den Algorithmus formaler beschreiben, genauer analysieren
und auf weitere Probleme der linearen Algebra anwenden.
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(2.4.5) Gleichungssysteme matrizenthoeretisch. Lineare Gleichungssy-
steme lassen sich mit Hilfe der Matrizenmultiplikation in Kurzform schreiben.
Sei A = (ai;) eine (m,n)-Matrix iiber K und b € K™ ein Spaltenvektor. Das
System linearer Gleichungen

Z?=1 ATy = bz fir 1 S ) § m

schreiben wir dann Az = b und nennen A die Koeffizientenmatriz des Systems.
Das System heifit homogen, wenn b = 0 ist, andernfalls inhomogen. Wir fassen
A als lineare Abbildung auf

Ly: K" - K™, x+— Ax.

Die Gleichung zu l6sen, heifft dann, das Urbild L, (b) zu bestimmen. Danach
wird die Theorie der Gleichungen ein Spezialfall der Theorie der linearen Ab-
bildungen und Matrizen.

Sei zundchst b = 0, liege also ein homogenes System vor. Dann ist die
Losungsmenge L' (0) = U € K™ ein Unterraum, der Kern von L4. Im inho-
mogenen Fall ist das System genau dann l6sbar, wenn b im Bild von L4 liegt.
Ist y irgendeine Losung des Systems, so ist

{y+ulue KemnLy}=y+U

die Losungsgesamtheit. Wir haben eine Menge dieser Form einen affinen Un-
terraum von K™ mit der Richtung U genannt. Genau dann liegt b im Bild von
L4, wenn b eine Linearkombination der Spaltenvektoren von A ist; und letzte-
res ist genau dann der Fall, wenn die Matrix A und die sogenannte erweiterte
Matriz

denselben Rang haben. Interessant ist der Fall m = n: Ist A regulir, so hat
Az = b genau eine Losung x = A~ 'b. <&

(2.4.6) Eliminatiosnverfahren und Elementarmatrizen. Das Eliminati-
onsverfahren zur Losung linearer Gleichungen hat eine Interpretation durch
Matrizen. Sei E;; die Matrix, die an der Stelle ij eine 1 und sonst iiberall
Nullen hat. Eine (m, m)-Matrix der Form

Im+)\E7;j, 1#£ A e K

heifit Elementarmatriz. Sei A eine (m,n)-Matrix mit der k-ten Zeile ay. Das
Produkt (I, +AE;;)A ist eine Matrix mit den folgenden Zeilen: Die i-te Zeile ist
a;+Aa; und die k-te Zeile fiir k # i ist a,. Die Elementarmatrix ist invertierbar
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und hat das Inverse I,,, — AFE;;. Eine invertierbare Diagonalmatrix wollen wir
ebenfalls Elementarmatriz nennen. Das Produkt Dia (A1, ..., A;,)A hat A;a; als
i-te Zeile. Durch Multiplikation von links mit geeigneten Elementarmatrizen
konnen wir also die folgenden Zeilenumformungen realisieren:

(1) Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar A # 0.

(2) Addition einer Zeile zu einer anderen.

Die folgende Sequenz von Umformungen dieser Art zeigt, dal dann auch Zei-
lenvertauschungen bewirkt werden kénnen:

ai a) + as a) + as as as
ag ’ an ’ —al ’ —Qaq ’ al ’

? (1) vertauscht bei einer (2,n)-Matrix die
Zeilen. Die Sequenz wird nach dem Genannten durch Multiplikation von links

6 )6 )E D6 )00

Multiplikation von links mit

bewirkt.

Da Zeilenumformungen durch Produktbildung mit invertierbaren Matrizen
bewirkt werden, &dndert sich dabei nicht der Rang einer Matrix. <

(2.4.7) Zeilenstufenform einer Matrix. Das Endergebnis des Eliminati-
onsverfahrens ist eine Art Normalform fiir Matrizen. Eine Matrix kann durch
Zeilenumformungen in Zeilenstufenform (siche unten) iiberfithren kann. Die
Spalten mit den Nummern (ji,...,jx) heilen die Stufen. Unter der , Treppe®
stehen Nullen. Die Fragezeichen sind nicht nidher bezeichnete Elemente. Wird
die Matrix A des Systems auf Zeilenstufenform S gebracht, so haben Az = 0
und Sz = 0 denselben Losungsraum. Es gibt ein Produkt U von Elementarma-
trizen, so dal UA = S ist. Aus Az = b wird also Sz = UAx = Ub, das heifit
man mufl den Spaltenvektor b denselben Zeilenumformungen unterwerfen, um
das neue (zum alten dquivalente) inhomogene System zu erhalten. <&
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O ... O[22 [2?2200 /722072221077
0 11?2?7210 7272101777
17220101777
07?77
1777
0
0 ... 0 0| 0
J1 Jo Ik
Zeilenstufenform

(2.4.8) Notiz. Die ausgeschricbene Zeilenstufenmatriz hat den Rang k. Die
Spalten mit den Nummern (j1,...,Jji) bilden eine Basis des von den Spalten-
vektoren erzeugten Raumes. O

(2.4.9) Satz. Eine Matriz ist genau dann invertierbar, wenn sie sich durch
Zeilenumformungen in die Einheitsmatriz iberfiihren lafit, denn die Einheits-
matriz ist die einzige invertierbare Zeilenstufenmatriz. Fine invertierbare Ma-
triz ist Produkt von Elementarmatrizen. m|

(2.4.10) Korollar. Eine obere (untere) Dreiecksmatriz ist genau dann inver-
tierbar, wenn alle Diagonalelemente von Null verschieden sind. m|

Der letzte Satz liefert:

(2.4.11) Verfahren zur Berechnung der inversen Matrix. Man schreibe
nebeneinander A | I, bringe A durch Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform
und wende dieselben Zeilenumformungen auf I,,, an; das letztere liefert A=1.<¢

(2.4.12) Satz. Eine (m,n)-Matriz A = (a;;) hat genau dann den Rang grofier-
gleich k, wenn es

1< <ig < ... <1 <m, 1<j1<joa<...<jg<n
gibt, so daf$ die (k,k)-Matriz
A:(aij |Z€{Zz,,lk},]€{]1,,]k})

requldr ist. Der Rang von A ist also das maximale k, so daff aus A durch
Streichen von Zeilen und Spalten eine regulire (k, k)-Untermatriz entsteht.
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Beweis. Hat A den Rang k, also k linear unabhiingige Spalten, so sind erst recht
die Spalten zum Index (j1,...,Jk) von A linear unabhéngig, und deshalb hat
A mindestens den Rang k. Ist umgekehrt der Rang mindestens k, so wihlen
wir (j1,.-.,7k) so aus, da} die zugehorigen Spalten linear unabhiingig sind,
streichen die iibrigen Spalten und wihlen dann (i1,...,i;) so, dal bei der
verbliebenen Matrix die Zeilen zu den Indices i1, ..., linear unabhéngig sind.

O

(2.4.13) Auswahl einer Basis. Seien (vy,...,v,) Vektoren des K™. Sie er-
zeugen einen Unterraum V. Wie berechnet man eine Basis von V7 Wir schrei-
ben die Vektoren (v1,...,v,) als Spalten einer Matrix A auf und bringen diese
durch Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform S, wie oben ausgebreitet. Sei-
en (ji,...,Jx) die Stufen. Dann ist {v; | j € {j1,...,Jjr}} cine Basis von V.
Der Beweis ergibt sich so: Es ist A = US mit einem Produkt U von Element-
armatrizen. Ist s; die k-te Spalte von S, so gilt vy = Usy. Jetzt wenden wir
an: Eine Basis des Spaltenraums von S wird durch U in eine Basis des
Spaltenraums von A transportiert. &

(2.4.14) Berechnung einer Basis des Losungsraumes. Sei A gegeben

und S Zeilenstufenform von A mit den Stufen (ji,...,jr). Dann ist Az = 0
dquivalent zu Sz = 0. Sei B die Matrix, die aus .S durch Weglassen der Spalten
zum Index (ji,...,jx) und der letzten n — k Zeilen entsteht. Die verbleibenden
Spalten mégen die Nummern 71, ..., 7, tragen, das heifit es ist {j1,...,jx}U
{r1,...,mn—k} ={1,...,n}. Dann ist Sz = 0 dquivalent zu

Ly Ly

=-B
Ljx Lrp

Setzt man rechts die Standardbasis des K™ ein, so erhiilt man eine Basis des
Losungsraums. <

Alles bisher {iber Zeilen Gesagte gilt mutatis mutandis fiir Spalten.

Erginzungen und Aufgaben

1. Die Zeilenstufenmatrix zu einer Matrix A ist durch den Zeilenraum von A eindeu-
tig bestimmt.

Beweis. Sei U dieser Unterraum, und sei p;j: U — K7, (z1,...,2,) — (21,...,2;)
die Projektion auf die ersten j Koordinaten. Dann sind die Stufen an denjenigen
Stellen j, wo dimp;(U) > dimp,_1(U) ist. Also ist die Sequenz (j1,...,ji) durch U
bestimmt. Die ersten k Zeilen der groflen Matrix S oben bilden eine Basis von U. Sind
(a1,...,ax) bzw. (b1,...,b;) Basen von U in Zeilenstufenform und ist a, = >, Aibs,
so ist \; der Koeffizient von a, an der Stelle j;. Das ist aber d,;. Also ist a, = b,.



Kapitel 3

Determinanten

3.1 Determinantenformen

(3.1.1) Determinantenform. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum iiber
dem Koérper K und V xV x --- x V = V™ das n-fache cartesische Produkt von
V' mit sich, also die Menge aller n-Tupel (v1,...,v,), v; € V. Eine Abbildung
D: V"™ — K heifit n-linear oder n-Linearform, wenn sie in jeder Variablen
linear ist, wenn also immer gilt:

D(vy,...,v;+v},...) = D(v1,...,0...) +D(vy,...,0},...)
D(Ul,...,)\vi,...) = )\D(vl,...,vi7...).
Eine n-Linearform D heifit alternierend, wenn aus v; = v; fur ¢ # j im-

mer D(vy,...,v,) = 0 folgt. Sei Alt"(V) die Menge der alternierenden n-
Linearformen auf dem n-dimensionalen Vektorraum V. Sie trigt eine Vektor-
raumstruktur durch Addition und skalare Multiplikation der Funktionswerte

(AlDl + )\QDQ)(Ul, ey Un) = AlD(’Ul, N ,’Un) + AQDQ(U17 e ,Un).

Ein von Null verschiedenes Element aus Alt" (V') heifit Determinantenform auf
dem Vektorraum V. <

(3.1.2) Satz. Sei D eine Determinantenform auf V. Dann gilt:
(1) Isti#k und A € K, so gilt

D(... vy ...) =D, 0+ Ay ooy Vky - ).

(An den punktierten Stellen stehen jeweils dieselben Vektoren.)
(2) Werden zwei Vektoren vertauscht, so dndert sich das Vorzeichen.
(3) Sind vy, ...,v, linear abhingig, so ist D(vy,...,v,) = 0.
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Beweis. (1) Wir wenden auf die rechte Seite die Linearitdt in der i-ten Varia-
blen an und benutzen dann, daf3 D alternierend ist.

(2) Wir schreiben der Einfachheit halber nur zwei Variable hin und rechnen
wie folgt: 0 = D(v1+ve2,v14v2) = D(vy,v1)+D(v1, v2)+D(va, v1)+D(v2,v2) =
D(v1,v2) + D(va,v1).

(3) Sei etwa vy = Z?:z Ajv;. Linearitét in der ersten Variablen liefert

D(v1,...,v,) = Z;LZQ AiD(vj,va,...,0p).
Da D alternierend ist, so ist jeder Summand rechts gleich Null. |

Fiir den ersten Existenzbeweis fiir Determinantenformen verwenden wir das
Vorzeichen oder Signum einer Permutation.

(3.1.3) Permutationen. Eine bijektive Abbildung einer Menge M heifit Per-
mutation von M. Wir bezeichnen mit S,, die Menge der Permutationen von
{1,...,n}. Beziiglich Verkettung ist S,, eine Gruppe, genannt symmetrische
Gruppe oder Permutationsgruppe.

Sei P die Menge der Paare (4,7), ¢ # j, 1 < 4,5 < n. Ein Halbsystem H in
P sei eine Teilmenge, die von den Paaren (i,j) und (j,7) jeweils genau eines
enthilt. Fiir o € S, ist

e(o) = H M e {£1}
(i,5)eH J

unabhéngig vom Halbsystem, denn wird (7,j) durch (j,7) ersetzt, so dndert
sich im Zahler und Nenner das Vorzeichen. Ist H ein Halbsystem, so ist auch
T(H) ={(v(i),7(4)) | (4,5) € H} ein Halbsystem. Es gilt

do)em = I o(i) —a(j) 11 (i) = 7(5)

Gpen 7 Gjen L7
. o7(i) —o7(j) 11 (i) — 7(4)
(i.g)eH (0 =70 Ggen 7

= g(o7).

Diese Formel besagt, dal £: S,, — {£1} ein Homomorphismus in die multipli-
kative Gruppe {£1} ist.

Wie nennen €(o) das Vorzeichen oder das Signum der Permutation o. Eine
Permutation heifit gerade, wenn ihr Vorzeichen gleich 1 ist, andernfalls ungera-
de, Die geraden Permutationen bilden eine Untergruppe von S,,, die alternie-
rende Gruppe A, . Eine Permutation, die genau zwei Elemente vertauscht und
die anderen festldfit, eine sogenannte Transposition, hat das Vorzeichen —1. Da
sich jede Permutation als Verkettung von Transpositionen schreiben 148t, so ist
durch die letzte Eigenschaft das Vorzeichen eindeutig bestimmt. <&
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(3.1.4) Satz. Der Vektorraum Alt" (V) ist eindimensional, das heifit es gibt,
bis auf skalare Vielfache, genau eine Determinantenform.

Beweis. Sei eine Determinantenform D gegeben. Wir wéhlen eine Basis
(b1,...,b,) von V und schreiben v; = Zj Aijbj. Dann rechnen wir mittels
der Linearitdt in jeder Variablen ein Summenmonster aus

D(Ul, e ,’Un) = Z)\ljl s )\njnD(bjl,. .. 7bjn)'

Die Summe lduft dabei zunéchst iiber alle Systeme (j1,...,j,) mit 1 < ji < n.
Da D alternierend ist, ergibt sich aber héchstens dann ein von Null verschie-
dener Summand, wenn (j1,. .., j,) eine Permutation von {1,...,n} ist. Wegen
(3-2.1)) gilt D(by 5(1ys- -+ bn,0(n)) = €(0)D(by,...,by). Insgesamt erhalten wir
die Leibnizschdll Formel

D(Ul, SN ,Un) = Z E(U))\l,a(l) cee /\n’a(n)D(bl, SRS ,bn),
gESy,

die zeigt, daB3 D durch den Wert auf einer Basis bestimmt ist. Also ist Alt" (V)
hochstens eindimensional.

Es bleibt zu zeigen, dafl es von Null verschiedene Determinantenformen
iiberhaupt gibt. Zu diesem Zweck definieren wir eine Abbildung D durch die
eben hergeleitete Formel, indem wir den Wert von D(by,...,b,) irgendwie, et-
wa als 1, fixieren. Es bleibt dann zu zeigen, dafl die so gewonnene Abbildung
n-linear und alternierend ist. Die Linearitédt ist unmittelbar klar. Das Alter-
nierende folgt leicht mit der oben genannten Eigenschaft von . Wir lassen die
genaue Ausfithrung als Aufgabe, weil wir gleich noch einen zweiten Existenz-
beweis fiir die Determinante fiihren. |

Fiir den zweiten Existenzbeweis verwenden wir Determinanten fiir Matrizen
und leiten gleichzeitig eine induktive Berechnungsmethode her.

Erginzungen und Aufgaben

1. Sei a: V" — K eine Abbildung mit den Eigenschaften

(1) a(vi, ..., Avj, ... vn) = Aa(v1, ..., U5, ..., v,) (Homogenitét),

(2) a(vi,...,v5,...) =a(v1,...,v; +vj,...) fiir i # j (Scherungsinvarianz).
Dann ist « eine alternierende n-Linearform auf V. Im Fall n = 2 lassen sich diese
Axiome als elementargeometrische Eigenschaften des Flacheninhalts von Parallelo-
grammen veranschaulichen (fiir A > 0).

2. Die Gruppe S, hat die Ordnung n! =1-2-3- ... n, gelesen n-Fakultdt.

1Gottfried Wilhelm Leibniz 1646 — 1716
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3.2 Determinante einer Matrix

Sei V = K™. Wir fassen Vektoren (ay,...,a,) aus K™ als Zeilen einer (n,n)-
Matrix A = (a;;) auf, indem wir a; = (a1, ..., Gin) schreiben. Auf diese Weise
wird (K™)™ mit M (n,n; K) identifiziert.

(3.2.1) Determinante. Eine Determinantenfunktion oder kurz eine Determi-
nante fiir (n,n)-Matrizen iiber K ist eine Abbildung

det: M(n,n; K) — K,

die beziiglich jeder Zeile linear ist, die beziiglich der Zeilen alternierend ist und
die durch die Bedingung det([,,) = 1 normiert ist. <&

Die Definitionen und sind im wesentlichen gleichwertig.

Ist (e;) wie iiblich die Standardbasis des K", so ist a; = }_; a;;e; die i-
te Zeile der Matrix A = (ai;). Fiir eine Determinantenform D auf K™ mit
D(ey,...,en) = 1 wird dann durch die Festsetzung det(A) = D(aq,...,a,)
eine Determinantenfunktion gegeben. Es gilt also die Leibniz-Formel

det(A) = Z 6(0’)(1170(1) <Oy o(n)-
oESy

Es sollte vielleicht einmal betont werden, dafl jeder Summand ein Produkt ist,
worin aus jeder Zeile und Spalte der Matrix genau ein Element benutzt wird.
Sei umgekehrt det eine Determinantenfunktion auf M (n,n; K) und V ein n-

dimensionaler K-Vektorraum. Wir wéhlen eine Basis (b1, . ..,by,) von V, schrei-
ben v; = . a;;b; und setzten D(v1,...,v,) = det(a;;). Dann ist D eine De-
terminantenform auf V. Fiir sie gilt D(b1,...,b,) = 1.

Der Eindeutigkeitssatz ist beweistechnisch sehr niitzlich, wie wir
beim Beweis der Produktformel sehen werden.

Ist A eine (n,n)-Matrix, so bezeichne A;; die daraus durch Streichen der
i-ten Zeile und k-ten Spalte entstehende (n — 1,n — 1)-Matrix.

(3.2.2) Entwicklung nach einer Spalte. Es gibt genau eine Determinan-
tenfunktion auf M(n,n; K). Sie lifit sich durch die folgende Formel, genannt
Entwicklung nach der k-ten Spalte induktiv berechnen:

det(A) = S0 (—1)"**ay, det( A ).

i=1
Die Vorzeichen (—1)*** bilden ein Schachbrettmuster
+ - +

__|__
+ - 4+
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Beweis. Eindeutigkeit. Sei D eine Determinantenfunktion. Sind die Zeilen
(v1,...,vy) linear abhéngig, so ist D(v1,...,v,) = 0. Andernfalls kénnen wir
die Matrix mit den Zeilen (vq,...,v,) durch elementare Zeilenumformungen in
die Einheitsmatrix tiberfiihren . Wir wissen, wie sich D bei elementaren
Zeilenumformungen verhélt: Zum Beispiel gelten D(A\vy,...) = A\ D(vy,...) so-
wie D(vy 4 vo,va,...,0,) = D(v1,...,v,). Also 1ld8t sich D(vy,...,v,) durch
Zeilenumformungen berechnen. Das ist iibrigens auch ein praktisches Berech-

nungsverfahren.
Existenz. Wir beweisen die Existenz durch Induktion nach n. Im Falln =1
setzen wir det(a) = a. Ist n > 1, so wéhlen wir ein k£ € {1,...,n} und definieren

det(A) durch die im Satz genannte Formel. Wir zeigen, dafl die damit gegebene
Abbildung M (n,n; K) — K n-linear, alternierend und normiert ist.

Zunichst ist det(l) = >_,(=1)"*k§; pdet(L; ) = Sppdet(lrr) = 1 wie
gewiinscht (hier ist I = I,,).

Weiterhin ist det linear in jeder Zeile, weil dieses offenbar fiir jeden Sum-
manden in der Entwicklungsformel gilt.

Es bleibt das Alternierende zu zeigen. Sei v, = v, fiir r < s. Falls i ¢ {r, s}
so ist det(A;x) = 0, weil A;, zwei gleiche Zeilen hat. Also bleiben nur die
Summanden

(1), det(An) + (—1)*Fag, det(Aq)
= (=1 ap ((~1)" det(A,1) + (=1)° det(Ag)) -

Fiir s = r+1ist A.r = Ak, und deshalb annullieren sich die beiden Summan-
den in der Klammer. Fiir s > r + 1 hat A, Zeilen der Form

/ !/ / / / !/
VlyeneyUp 15 Vpgqs v s Vg 15 Upy Ugiqyeo

und A, Zeilen der Form

!/ !/ / / !/ /
Vlyee s Up 1y Uy Upg gy ey Vg1, Ugqqsee s

wobei v; aus vj durch Streichen der k-ten Komponente entsteht. Also wird beim
Ubergang von A,, nach Ay, die Zeile v/, mit den s —r—1 Zeilen v/, q,...,v._,
vertauscht. Bei einer solchen Vertauschung &ndert sich die Determinante nach
um das Vorzeichen (—1)*~"~1, so daf sich auch in diesem Fall die beiden
Summanden annullieren. a

Ist D € Alt"(V) und f: V — V ein Endomorphismus, so ist (vy,...,v,) —
D(fuv1,..., fu,) wieder aus Alt" (V). Ist D # 0, so gibt es nach (3.1.4)) genau
ein d(f) € K, so daf3 die Gleichung

D(fuv1,..., fv,) =d(f)D(v1,...,vn)

fiir alle (vq, ..., v,) gilt, und auBlerdem ist der Faktor d(f) von dem gewéihlten
D # 0 unabhingig. Wir setzen det(f) = d(f) und nennen dieses Element die
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Determinante der linearen Abbildung f. Ist V = K™ und wird f beziiglich der
Standardbasis (eq,. .., e,) durch die Matrix A gegeben, so gilt

det(f) = det(f)det(ey,...,e,) = det(feq,..., fe,) = det(A).

Wir betonen, dafl det(f) basisfrei definiert worden ist, das heifit ohne vorherige
Auswahl einer Basis.

(3.2.3) Produktsatz. Fir Endomorphismen f und g eines Vektorraumes V
gilt det(f o g) = det(f)det(g), und fir (n,n)-Matrizen A und B gilt ebenso
det(AB) = det(A) det(B).

Beweis. Wir wenden dreimal die Definition an

d(fg)D(Ula .- -avn) = D(fg(vl) i '7fg(vn))
= d(f)D(g(U1)> s ag(vn))
= d(f)d(g)D(vlv s 7vn)'

Analog durch Ubersetzung in die Matrizen. m|

Der kurze Beweis des Produktsatzes ist ein gutes Beispiel fiir die Kraft
der begrifflichen Argumentation. Man schreibe einmal die Formel fiir (2, 2)-
Matrizen explizit auf. Und fiir (3, 3)-Matrizen besser nicht?

(3.2.4) Satz. Die (n,n)-Matriz A ist genau dann regulir, wenn det(A) # 0
ist. Der Endomorphismus f: V — Vist genau dann ein Isomorphismus, wenn

det(f) # 0 ist.

Beweis. Gibt es eine zu A inverse Matrix B, so folgt aus dem Produktsatz 1 =
det(I,,) = det(AB) = det(A) det(B), und das ist nur moglich, wenn det(A) # 0
ist. Ist umgekehrt det(A) # 0, so sind die Zeilen von A nach (2.4.1)) linear
unabhéngig, und deshalb ist A regulir. Fiir Endomorphismen wird der Beweis
genauso gefiihrt. a

Eine weitere Konsequenz des Produktsatzes ist:
SL(n,K)={A e GL(n,K)|det A=1}
ist eine Untergruppe von GL(n, K), die sogenannte spezielle lineare Gruppe.

(3.2.5) Satz. Eine Matriz und ihre Transponierte haben dieselbe Determinan-
te.

Beweis. Ist A eine (n,n)-Matrix vom Rang kleiner als n, so hat nach auch
At einen Rang kleiner als n, und die Determinanten von A und A? sind nach
beide gleich Null.

Sei also A invertierbar. Dann ist A nach Produkt von Elementar-
matrizen, etwa A = S1S5---S,. Folglich ist A® = S%...8% und nach dem
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Produktsatz geniigt es deshalb, die Gleichung det(S) = det(S*) fiir Element-
armatrizen S zu zeigen. Ist S eine Diagonalmatrix, so gilt S = S*. Fiir die
anderen Elementarmatrizen ist nach (2.4.1)) det(S) = 1. O

Durch Ubergang zur transponierten Matrix erhalten wir jetzt aus dem schon
Bewiesenen:

(3.2.6) Entwicklung nach einer Zeile. Die Zuordnung A — det(A) ist n-
linear und alternierend in den Spaltenvektoren. Wir haben die zu (3.2.2)) analoge
Entwicklung

det(A) = Y7 (1) Fay,; det Ay,.
nach der k-ten Zeile. |

Wir setzen a}f = (—1)""J det(A;;) und nennen die Matrix A% = (aﬁ) die

Adjunkte von A.
(8.2.7) Satz. Fiir eine (n,n)-Matriz A gilt A* A = AA* = det(A) - I,.
Beweis. Der Eintrag von AA# an der Stelle (4,4) ist

> aijaﬁ = > aij - (1) det(Ay;) = det(A).
Der Eintrag an der Stelle (i, j) fiir i # j ist >, (—=1)7"*a;;, det(A;), also gleich
der Entwicklung nach der j-ten Zeile einer Matrix, die aus A entsteht, indem die
j-te Zeile durch die i-te Zeile ersetzt wird. Also ist dieser Eintrag als Determi-
nante einer Matrix mit zwei gleichen Zeilen gleich Null. Die andere Behauptung
folgt ebenso durch Entwicklung nach Spalten. m|

(3.2.8) Inverse Matrix. Ist A regulir, so liefert der letzte Satz die Formel
A7t =det(A)"1A*
fiir das Inverse von A. |

Nach dieser Formel wird man das Inverse fast niemals praktisch berechnen;
aber es ist bemerkenswert, daf es iiberhaupt eine Formel (rationale Funktion in
den Eintrigen) gibt. (Zum Beispiel besagt diese Formel, dafi das Inverse einer
reellen (n,n)-Matrix A stetig von A abhéngt.) Wir erhalten daraus auch eine
Formel fiir die Losung eines linearen Gleichungssystems.

(3.2.9) Cramersche Regel. Sei A eine regulidre Matrix. Die Losung des Glei-
chunssystems Az = b ist x = A~'b = |A|~L A%, also
w; = A7 30 (=1) by Ayl

Dieletzte Summe ist aber nach dem Entwicklungssatz die Determinante einer
Matrix, die aus A entsteht, wenn die i-te Spalte durch b ersetzt wird. Die damit
gewonnene Formel fiir die Losung wird Cmmerschfﬂ Regel genannt. &

2Gabriel Cramer 1704 — 1752
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(3.2.10) Determinante von Blockmatrizen. Haben wir eine Blockmatrix

_(Ix O
7-(5 )
mit quadratischer Matrix C, so liefert Entwicklung nach der ersten Zeile und
Induktion nach k die Gleichung det(U) = det(C'). Ahnlich wird eine Matrix be-

handelt, in der C' und [} vertauscht vorkommen. Aus dem Produktsatz erhalten
wir damit

A 0 A 0 I 0
det (B C> = det (B I>~det (O C> = det(A) det(B),

wenn A und C quadratisch sind. Durch Transposition erhalten wir das ana-
loge Ergebnis fiir eine Blockmatrix mit der Null links unten. Daraus entneh-
men wir durch Induktion nach n fiir (n, n)-Dreiecksmatrizen D mit Diagonale

(di,...,dy) die Gleichung det(D) = dy - dsy - ... - d,. Wir erkennen noch ein-
mal, daf} eine solche Matrix genau dann regulir ist, wenn alle dj von Null
verschieden sind. O

Erginzungen und Aufgaben

1. Man leite den Entwicklungssatz (3.2.2)) aus der Leibniz-Formel her. (Das ist nur
ein Problem der Organisation und erfordert keine neue Idee.)

2. Das Resultat von haben wir fiir (2,2)-Matrizen schon frither als Rechen-
aufgabe gestellt, ndmlich wo?

3. Sei f: V — V eine C-lineare Abbildung und fr: Vk — V& dieselbe Abbildung der
zugrundeliegenden R-Vektorrdume. Dann gilt det(fr) = | det(f)|>.

3.3 Volumen. Orientierung

Wir benutzen die Determinante, um zwei geometrische Begriffe fiir reelle Vek-
torrdume zu definieren.

(3.3.1) Volumen. Seien (by,...,b,) Vektoren des R™. Die Teilmenge
P(by, ... by) = {30 Aibi [0 < N <13

wird als der von (by,...,b,) aufgespannte n-dimensionale Quader bezeichnet.
Im Fall n = 2 handelt es sich um ein Parallelogramm. Der Absolutbetrag

|det(by, ..., bn)| = Vol P(by, ... by)
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wird als Volumen von P(by,...,b,) definiert. Im Fall n = 2 bedeuten die
Grundeigenschaften einer Determinante elementargeometrische Eigenschaften
des Flacheninhaltes von Parallelogrammen. <

(3.3.2) Orientierung. Was bedeutet das Vorzeichen der Determinante in die-
sem Zusammenhang? Es dient zur Definition einer subtilen geometrischen Ei-
genschaft: der Orientierung. Sei B die Menge aller Basen eines n-dimensionalen
Vektorraumes V iiber R. Wir sagen, ein Paar Bj, B von Basen sei gleich ori-
entiert, in Zeichen B; ~ Bsy, wenn die Basiswechselmatrix von By, nach By
positive Determinante hat. Aus dem Produktsatz fiir Determinanten folgt so-
fort, daB ~ eine Aquivalenzrelation auf B ist. Eine Aquivalenzklasse von Basen
heifit Orientierung von V. Ein orientierter Vektorraum ist ein Paar (V,0) aus
einem Vektorraum V und einer Orientierung o von V. Ist eine Orientierung
o von V festgelegt, so heif3t eine Basis in der Klasse o positiv beziiglich die-
ser Orientierung; und natiirlich negativ, wenn sie zur anderen Klasse gehort
(Okzidentierung). &

Im Eindimensionalen ist eine Orientierung anschaulich eine Durchlaufrich-
tung der Geraden. Im Zweidimensionalen ist eine Orientierung anschaulich ein
Drehsinn (Uhrzeigersinn). Ublicherweise wird die durch eq, ey festgelegte Ori-
entierung des R? als positiv angesehen, der Uhrzeigersinn gehért dann zur ne-
gativen Orientierung. Im Dreidimensionalen ist eine Orientierung anschaulich
ein Schraubensinn.

Ferner dient die Orientierung dazu, die Begriffe Rechts und Links festzule-
gen.

Eine Orientierung ist eine zusétzliche Struktur, eine ,, Vereinbarung®. Ver-
einbarungen iiber Rechts und Links kann man nicht durch das Telefon mitteilen
sondern nur durch Vorzeigen (oder durch Vorurteile)ﬁ

Sei V' ein komplexer Vektorraum mit Basis B = {b1,...,b,}. Dann ist die
Orientierung des unterliegenden reellen Raumes Vg, die durch by, b1, ..., b,ib,
gegeben wird, unabéingig von der Wahl von B und ihrer Anordnung. Sie heifit
die durch die komplexe Struktur induzierte kanonische Orientierung.

Wie erinnerlich wird das Integral einer Funktion f: [a,b] — R oft mit dem
Flacheninhalt motiviert. Aber auch dabei kommt es auf die Orientierung an,
es gibt negative Integrale (Integration ist eine lineare Abbildung).

3Bekannt ist die Scherzfrage: Warum vertauscht ein Spiegel rechts und links aber nicht
oben und unten? Nun, irgendwas vertauscht ja ein Spiegel, aber was?
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3.4 Das charakteristische Polynom

Wir unterstellen eine gewisse Bekanntschaft mit dem Rechnen mit Polyno-
men. Dabei wird jetzt definitiv ein Polynom nicht als eine Funktion angesehen
sondern als ein formales Objekt. Polynome werden also addiert und multipli-
ziert nach den Regeln des ,Buchstabenrechnens®. Ein Polynom p = p(x) =
apz™ + a1z ! + .-+ + a,, ist durch seine Koeffizienten bestimmt. Natiirlich
kann man auch weiterhin zu einem formalen Polynom die zugehérige Funktion
verwenden. Die ,,Unbestimmte“ wird durch ein Korperelement A € K ersetzt,
und man erhilt p(A) = ag\™ + a3 A"~ + -+ + a,, € K. Man sagt auch, \ wird
in p eingesetzt. Ist p(\) = 0, so heifit A eine Nullstelle von p.

Analog zu den natiirlichen und ganzen Zahlen kann man auch fiir Polynome
eine Teilbarkeitslehre entwickeln, was aber hier zunéchst nicht im einzelnen
erldutert werden soll.

Ist A eine Nullstelle des Polynoms p, so ist p durch das lineare Polynom
x — X teilbar, es gilt also p = (x — A) - ¢, worin das Polynom ¢ einen um 1
kleineren Grad als p hat.

Interessant ist der Fall, dafl p vollstdndig in Linearfaktoren zerfillt, p =
H?Zl(x — A;). Bekanntlich gilt das fiir Polynome iiber den komplexen Zahlen.
Kommt der Faktor (z—\;) im Produkt k-mal vor, so heifit k die Vielfachheit der
Nullstelle A;. Bis auf die Reihenfolge sind die Linearfaktoren durch p bestimmt.
Ist g ein Teiler von p, gilt also eine Relation p = ¢ - r, so ist ¢ ebenfalls ein
Produkt von Linearfaktoren.

(3.4.1) Charakteristisches Polynom. Sei A = (a;;) eine (n,n)-Matrix mit
Eintrégen aus dem Korper K. Wir betrachten die mit einer weiteren Verdnder-
lichen z gebildete Matrix zI,, — A. Auf der Diagonale stehen also die linearen
Polynome x — a;;. Rechnen wir die Determinante det(xI,, — A) nach der Leib-
nizschen Formel aus, so sehen wir: Jeder Summand ist ein Polynom héchstens
vom Grad n. Der einzige Summand vom Grad n erscheint in

(.Z’ — all)(x — a22) e (CL‘ — ann).
Deshalb ist
ca(z) =detzl, — A) =a" +crz" 4ty

ein Polynom vom Grad n, genannt das charakteristische Polynom c4 von A.
Setzen wir = 0 ein, so erhalten wir det(—A) = (—1)"det(A) als konstantes
Glied des charakteristischen Polynoms. Der Koeffizient von 2"~ ist — Sp(A)
(siche Aufgabe 1). &

(3.4.2) Satz. Genau dann ist A € K ein Eigenwert von A, wenn A Nullstelle
des charakteristischen Polynoms det(xI — A) ist.
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Beweis. Sei A Eigenwert von A. Dann gilt fiir ein z € K™ ~\ {0} die Gleichung
Az = Ax. Wegen (M — A)x = 0 ist AJ — A nicht invertierbar und deshalb ist
det(A — A) = 0, also A Nullstelle. Ist umgekehrt A Nullstelle, also AI — A nicht
invertierbar, so hat © +— (A — A)z einen von 0 verschiedenen Kern, also A
einen Eigenvektor zum Eigenwert A. o

Es gilt det(x] — SAS™!) = det(zSIS™! — SAS™!) = det(S(xl — A)S™!) =
det(S) det(xl — A)det(S~!) = det(zI — A). Deshalb haben A und SAS~!
dasselbe charakteristische Polynom. Ist f: V' — V ein Endomorphismus ei-
nes n-dimensionalen K-Vektorraumes und A eine Matrix von f beziiglich einer
Basis von V, so ist det(x] — A) unabhiingig von der gewéhlten Basis. Wir
nennen deshalb det(zI — A) auch das charakteristische Polynom ¢y des En-
domorphismus f. Ist A diagonalisierbar, das heifit gibt es S € GL(n, K) mit
SAS~! = D = Dia(\1,...,\,), so ist offenbar

det(zl — A) =det(xl — D) = (x — A1) ... (x — A\n);

das charakteristische Polynom zerfillt also in Linearfaktoren. Die Vielfachheit
einer Nullstelle, eines Eigenwertes A;, ist in diesem Fall gleich der Dimension
des zugehorigen Eigenraumes.

(3.4.3) Satz. Sei A € M(n,n; K). Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) A ist diagonalisierbar.
(2) Das charakteristische Polynom von A zerfillt in Linearfaktoren. Fiir je-
den Eigenwert A der Vielfachheit k hat der Eigenraum von \ die Dimen-
sion k.

Beweis. (1) = (2) haben wir schon bemerkt.
(2) = (1). Sei H;Zl(x — );)"0) das charakteristische Polynom von A. Es

ist dann n = 375, n(j). Der Eigenraum V();) hat nach Voraussetzung die
Dimension n(j). Ferner gilt

V(A)N (Ej;éi V() = {0}

wie immer fiir Eigenrdume. Also hat 22:1 V(A;) =V als direkte Summe der
V(A;) die Dimension n = ) n(j). Deshalb ist V= K™, und V hat eine Basis
aus Eigenvektoren. O

(3.4.4) Notiz. Fiir eine Blockmatriz
B D
= 2)
mit quadratischen B und C gilt cx = cgece. Ist f: V. — V gegeben, ist U ein

f-stabiler Unterraum und sind g: U — U und h: V/U — V/U die durch f

induzierten Endomorphismen, so gilt cy = cqcp,. O
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(3.4.5) Satz. Ein Endomorphismus besitzt genau dann eine obere Dreiecks-
matriz beziiglich einer geeigneten Basis, wenn sein charakteristisches Polynom
in Linearfaktoren zerfdllt.

Beweis. Die eine Richtung haben wir eben schon bemerkt. Zerfalle also das
charakteristische Polynom von f: V — V in Linearfaktoren. Dann gibt es
jedenfalls einen Eigenvektor v. Er erzeuge den Unterraum U. Dieser ist f-stabil.
Das charakteristische Polynom der auf V/U induzierten Abbildung zerfillt als
Faktor von ¢y ebenfalls in Linearfaktoren. Nun wende man Induktion nach der
Dimension an. a

Erginzungen und Aufgaben

1. Der Koeffizient von "' des charakteristeschen Polynoms einer (n,n)-Matrix
kann mit der Leibniz-Formel bestimmt werden. Dazu schaue man auf die Summanden
der Formel. Damit "~ ! vorkommt, miissen mindestens n — 1 Faktoren des Summan-
den die Form x — a;; haben und dann auch notwendig der noch fehlende Faktor. Der
Koeffizient von 2"~ ! in [T/~ (z — aj;) ist aber das Negative der Spur.



Kapitel 4

Bilineare Abbildungen

4.1 Hilbert-Raume

Die Strecke von (0, 0) nach (z,y) in der Zahlenebene R? hat in der elementaren
euklidischen Geometrie nach dem Satz des Pythagoras eine Lénge mit dem
Quadrat z2 +y2. Ebenso ergibt sich das Liangenquadrat der Strecke von (0, 0, 0)
nach (z,vy,2) im dreidimensionalen euklidischen Raum zu 2% + y? + 22 durch
zweimalige Anwendung des Satzes von Pythagoras.

Aus diesem Grund liegt es nahe, fiir eine allgemeine Langenmessung

g:R* >R, (z1,...,2,) — Z;L:1 %2

zu betrachten. Als quadratische Abbildung ist ¢ nicht linear. Die Abweichung
von der Linearitdt ist

b(w,y) = q(z +y) — q(x) — q(y),

denn bei einer linearen Abbildung ¢ wére dieser Wert gleich Null. In Koor-
dinaten errechnen wir b((x;), (y;)) = 22?:1 x;y;. Die Abbildung b hat den
Vorteil, in jeder Variablen linear zu sein. Der Faktor 2 ist unwesentlich. Diese
Vorbetrachtungen fithren uns zur néchsten Definition.

(4.1.1) Standardskalarprodukt. Wir verwenden Bezeichungen der Art x =
(zj) = (z1,...,7,). Die Abbildung

<_7_>:RnXRn—>R’ ((xj)v(yj))HZ?ﬂ%Qj=<$7Z/>

nennen wir das Standardskalarprodukt auf dem R™ (das ist ein ,,Produkt® mit
einem Skalar als Resultat). Fiir komplexe Vektorrdume gibt es eine dhnliche
Abbildung

(= =):C"xC"=C, ((2),(wy)) = 3j_, Zjw; = (z,w),
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die ebenfalls Standardskalarprodukt genannt werden soll. Der Grund fiir das
Konjugiert-Komplexe in der letzten Definition ist natiirlich die Relation zz =
a® + b? fiir z = a + bi mit a,b € R; also wieder das Lingenquadrat. <&

Wie oft in der Algebra ist nicht die explizite Formel entscheidend, wichtig
sind vielmehr ihre formalen Eigenschaften. Das fithrt zur nichsten Definition.
Wir behandeln reelle und komplexe Vektorrdume gleichzeitig und vereinbaren
dazu: F sei einer der Korper R oder C. Mit Z bezeichnen wir die zu z € F
konjugiert-komplexe Zahl; ist z € R, so ist also z = z.

(4.1.2) Skalarprodukt. Die Standardabbildungen haben die folgen-
den Eigenschaften: Fiir vy, vo, v, w1, ws,w aus F® und A aus F gilt

(1) (v1+v2,w) = (v, w) + (v2,w)
(v,wy +wa) = (v,wy ) + (v, wy)
(M, w) =XNv,w)
(v, \w) = Xv,w)
(v,w) = (w,v)

(6) (v,v) >0, falls v # 0.
Sei V ein F-Vektorraum. Eine Abbildung (—,—): V x V — F mit den Eigen-
schaften (1) — (6) heifit Skalarprodukt auf V. Ein Paar (V,(—,—)) heifit im
Fall F = R ein euklidischer Vektorraum und im Fall F = C ein unitdrer Vektor-
raum. Statt Skalarprodukt ist auch der Terminus inneres Produkt gebrauchlich.
Wollen wir R und C gemeinsam behandeln, so nennen wir (V,(—,—)) einen
Hilbert-Rauml[] <&

Der Begriff des Hilbert-Raumes ist wichtig in der Analysis. Es wird
dann allerdings noch zusitzlich verlangt, dafl Cauchy-Folgen konvergieren
(Vollstindigkeit von V). Das spielt fiir unsere algebraischen Uberlegungen keine
Rolle. In der Analysis gebraucht man ohne die Bedingung der Vollstandigkeit
das Wortungetiim Pré-Hilbert-Raum.)

Ein reelles Skalarprodukt ist in beiden Variablen linear. Ein komplexes Ska-
larprodukt wird in beiden Variablen linear, wenn wir es als auf V' x V definiert
auffassen. Abbildungen von diesem Typ nennen wir bilinear. Sie werden spéter
allgemein untersucht. Werden nur die Eigenschaften (1) — (5) gefordert, so
sprechen wir im Fall F = R von einer symmetrischen Bilinearform und im
Fall F = C von einer hermiteschen FornEl auf V. Gilt dann fiir diese Formen
zusitzlich (6), so heiflen sie positiv definit.

Allgemein folgt aus (1) — (4)

(325 v 2o wi ) = 305 5, A v, we ),

genannt ,bilineares Ausrechnen®. Insbesondere ist die Abbildung (—, —) be-
kannt, wenn man die Matrix ((v;,vs)) fiir eine Basis {v1,...,v,} kennt. Ist

1David Hilbert 1862 — 1943
2Charles Hermite 1822 — 1901
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A = (a,i) irgendeine (n, n)-Matrix tiber F und B = {v1,...,v,} eine Basis von
V', so wird durch

- —t
(225 Xdvss 2o vk ) = D05 o Ajajkp = A Ap

mit den Koordinatenvektoren A\ = (\1,...,\,) und pu® = (p1,. .., ptn) und den
entsprechenden Spaltenvektoren A und p eine Abbildung V' x V' — F mit den
Eigenschaften (1) — (4) definiert. Genau dann gilt (5), wenn A* = A ist; eine
Matrix mit diesen Eigenschaften heifit im Fall F = R symmetrisch und im Fall
F = C hermitesch. Einer Matrix ist jedoch nicht so leicht anzusehen, wann (6)
gilt; ist das der Fall, so nennen wir sie positiv definit.

(4.1.3) Beispiel. Eine symmetrische reelle (2, 2)-Matrix hat die Gestalt

a b
A= <b c) .
Ist sie positiv definit, so muf3

(3 1)) ot o

sein, sofern (z,y) # (0,0) ist. Demnach ist 0 < @ und 0 < ¢ notwendig fiir
positive Definitheit (z oder y gleich Null setzen). Aus der Formel

az® + 2bzy + cy® = (Vaz + Vey)? +2(b — Vac)zy

erkennen wir, dafl b < y/ac oder dquivalent det A > 0 ebenfalls notwendig ist
(x = y/cund y = —\/a setzen). Es ist eine kleine Aufgabe, zu zeigen, da8
unter den eben hergeleiteten Bedingungen die Form wirklich positiv definit ist.
Spéter werden wir diese Tatsache ohne Rechnung einsehen lernen . &

Sei im folgenden (V, (—,—)) ein Hilbert-Raum. Wie iiblich wird er meist
nur durch die zugrundeliegende Menge V' bezeichnet. Skalarprodukte dienen
unter anderem zur Léngendefinition. Wir nennen |v| = /(v,v) die Norm oder
Léinge von v und |v — w| den Abstand von v,w (beziiglich (—, —)). Vektoren
der Linge 1 heifien Einheitsvektoren. Ist z # 0, so ist |z| 712 ein Einheitsvektor.
Gilt (u,v) = 0, so heiflen u,v orthogonal. Wegen Axiom (5) ist (u,v) = 0 zu
(v,u) = 0 dquivalent.

Fiir orthogonale u,v gilt |u|?> + |[v]? = |u + v|? (eine ab jetzt auch Satz des
Pythagoras genannte Relation).

Unterrdume U; und Uz von V heiflen orthogonal, wenn fiir u; € U; immer
(u1,us) =0 ist. Ist V die direkte Summe paarweise orthogonaler Unterrdume
(U; |1 <j <t),sosagen wir, V sei die orthogonale Summe der U; und notieren
diesen Sachverhalt durch

V=U, LU, L...1LU.
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(4.1.4) Satz. Firxz,y €V gilt:
(1) [z,y)| < |z||yl (Cauchy-Schwarzsche Ungleichunm.
(2) |z+y| <|z|+ |yl (Dreiecksungleichung).

Beweis. (1) Seien z,y € V gegeben, und sei  # 0. Wir suchen zunichst eine
orthogonale Zerlegung der Form

y=dx+z IeF, (z,z)=0.

Eine solche Zerlegung ist auf genau eine Weise moglich; ferner ist notwendig
A=|z|7%(z,y). Aus z =y — Az und (x,z) = 0 folgt niimlich

0=(z,z)=(2,y —Ax) =(z,y) — Nz,z).

Deshalb hat A\ die behauptete Gestalt. Umgekehrt rechnet man leicht nach, dafl
mit diesem A der Vektor y — Az orthogonal zu x ist.

Fiir x = 0 gilt die behauptete Ungleichung. Andernfalls folgt mit dem so-
eben Uberlegten und dem Satz des Pythagoras

2
T,y
o = Duaf + 1P = WPl = L2 e,

und das ist zu (1) gleichwertig.
(2) wird durch die folgende Rechnung belegt:

@+ yl” =2 + [y* + (2,y) + (g, 2)

<l P + 20 y)] < Jaf? + Jyl* + 2yl
= (lz] + [y})*.
Wir haben darin (1) verwendet. O

Im vorstehenden Satz gilt in (1) genau dann die Gleichheit, wenn x und y
linear abhiingig sind. Das sieht man der letzten Formel im Beweis von (1) an,
weil die Gleichheit genau im Fall z = 0 besteht.

In einem Dreieck ist die Summe der Langen zweier Seiten mindestens gleich
der Lange der dritten Seite; das ist der Grund fiir die Bezeichnung ,,Dreiecks-
ungleichung*.

Wir benutzen nun die Funktion Cosinus und setzen im Falle z # 0 # y und
F=R
(z,y)
|=(ly|
Das ist moglich, weil nach dem letzten Satz die rechte Seite im Intervall [—1, 1]
liegt. Wir normieren 0 < w(z,y) < 7 und nennen w(z,y) den von z und y
eingeschlossenen Winkel.

cosw(z,y) =

3 Augustin Cauchy 1789 — 1857
4Hermann Amandus Schwarz 1843 — 1921
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Sei M C V eine Menge von Null verschiedener Vektoren. Wir definieren:

M Orthogonalsystem < Je zwei verschiedene Vektoren aus M
sind orthogonal

M Orthonormalsystem < M Orthogonalsystem, und jeder Vektor
aus M ist Einheitsvektor

M Orthonormalbasis < M Basis und Orthonormalsystem

(4.1.5) Notiz. Sei M Orthogonalsystem. Dann ist M linear unabhingig.

Beweis. Seien ay, ..., a, paarweise verschiedene Vektoren aus M. Sei Y \;a; =
0. Dann ist 0 = (a;, Y, Aia;) = >, Ai(a;,a;) = Aj{aj,a;); alsoist A\; =0. O

(4.1.6) Satz. Sei M = {x1,...,2,} CV linear unabhingig. Es gibt ein Or-
thonormalsystem {ey,...,e,} mit der Eigenschaft: Fir jedes j € {1,...,n}
spannen {x1,...,2;} und {ei1,...,e;} denselben Unterraum auf.

Beweis. Die Vektoren e; werden induktiv definiert. Es ist 21 # 0, also |z1] # 0
und somit e; = |x1|71z; ein Einheitsvektor. Sei {e1,...,ex} ein Orthonormal-
system, so daf fiir alle j € {1,...,k} die im Satz genannte Bedingung erfiillt
ist. Der Vektor

k
be+1 = Tht1 — Zj:1<ej7$k+1>ej

ist zuey,...,e; orthogonal. Er ist auch von Null verschieden, da z;1,€1,...,ex
linear unabhéngig sind. Wir setzen ey 1 = [br1|™  bgt1- m|

Das im Beweis von l) angegebene Verfahren heifit Orthonormalisie-
rungsverfahren von GramP| und Schmidiﬂ Es 148t sich auch fiir abzéhlbar-
unendlich viele Vektoren z1, x5, z3, . . . durchfithren. Als unmittelbare Folgerung
erhalten wir:

(4.1.7) Satz. Sei V endlichdimensional. Jedes Orthonormalsystem kann zu
einer Orthonormalbasis erginzt werden. Insbesondere gibt es Orthonormalba-
sen. U

(4.1.8) Notiz. Seiey,...,e, Orthonormalbasis. Dann ist (e;,v) die j-te Kom-
ponente von v beziiglich dieser Basis.

Beweis. Aus v =7}, \;e; folgt (ex,v) = A. O
(4.1.9) Satz. Sei B = {v1,...,v,} ein Orthonormalsystem. Seiv € V, ¢; =
(vj,v). Seien ai,...,an € F. Dann gelten:

(1) Jo =0y crvr| <|v—>p_; arvil (Besselsche Ungleichun_tﬂ).

(2) Sor_ylexl* < |v)? (Parsevalsche Ungleichun@,

5Jgrgen Pedersen Gram 1850 — 1916
6Erhard Schmidt 1876 — 1959
"Friedrich Wilhelm Bessel 1784 —1846
8Marc—Antoine Parseval 1755 — 1836
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(3) Ist B eine Orthonormalbasis, so gilt Y p_, |cx|? = |v|?. Ist B Orthonor-
malsystem und gilt diese Gleichung immer, so ist B eine Basis.

Beweis. (1) Es ist v; orthogonal zu v — ) cxvg; also ist v — > e vy orthogonal
zu jeder Linearkombination der v; (bilineares Ausrechnen). Nach dem Satz des
Pythagoras gilt somit

v =S apvel? = v = cxvr + D (ck — ar)vrl?
= v =2 eworl® + | Xex — ar)orl® = v — 3 cpuel*.
(2) folgt aus 0 < (v — > vk, v — Y ¢xvg) durch bilineares Ausrechnen des

Skalarproduktes. Ebenso folgt die Gleichheit in (3), weil dann v = > cpvg
ist. O

Sei U ein endlichdimensionaler Unterraum von V. Der Raum
Ut ={veV|firalle u € U ist (u,v) =0}
heifit orthogonales Komplement von U in V', denn es gilt:

(4.1.10) Satz. Fir jeden endlichdimensionalen Unterraum U von V besteht
die orthogonale Zerlequng V. =U @ UL,

Beweis. Sei v € UNU*. Dann ist (v,v) = 0, also v = 0. Sei (ey,...,e,) eine
Orthonormalbasis von U. Dann liegt fiir jedes v der Vektor

p(v) =v—=Y7_ (ex v)ek
in U~. Folglich gilt V =U + U~ O

Sei p: V — V eine Projektion, das heifit es gelte p o p = p. Wir nennen p
orthogonale Projektion auf U = Bild p, wenn Kernp = U~ ist; es ist dann also

U =Bildp L Kernp.

(4.1.11) Satz. Sei U ein endlichdimensionaler Unterraum von V. Dann gilt:
(1) Es gibt genau eine orthogonale Projektion auf U.
(2) Ist p die orthogonale Projektion auf U, so gilt fir v € U, v € V immer
|lu—v| > |pv —v|. Aus |u—v| = |pv — v| folgt u = pv.

Beweis. (1) Esist V. = U @ U*. Jeder Vektor v € V hat also eine eindeutige
Darstellung der Form v = u+/, v € U, v’ € U*. Es ist v — u eine orthogonale
Projektion auf U.

Ist umgekehrt p eine orthogonale Projektion auf U = Bild p, so gilt p(v) =
p(u) = u, da v’ € U+ = Kern p ist.

(2) Wir betrachten die folgende Kette von Gleichungen und Ungleichungen

*

)
lu—vf® = |pu—v|* = |pu— pv+pv —v|* = |pu—pv|* + |pv — v|* > |pv —v|*.
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Gilt Gleichheit, so folgt |[pu—pv|? = 0, also pu—pv = u—pv = 0. Die Gleichheit
() gilt nach dem Satz des Pythagoras, weil pv — v € Kernp orthogonal zu
pu — pv € Bild p ist. O

Die Aussage (2) des letzten Satzes 148t sich so lesen: Die orthogonale Pro-
jektion pv gibt denjenigen Vektor in U an, der von v den kleinsten Abstand
hat (das Lot von v auf U).

Erginzungen und Aufgaben

1. Eine leichte Rechnung zeigt (a + b,a +b) — (a — b,a — b) = 4Re(a,b). In der
ebenen Geometrie sind a + b und a — b die beiden Diagonalen des von a und b auf-
gespannten Parallelogramms. Ein Parallelogramm ist also genau dann ein Rechteck
(das heifit a,b sind orthogonal), wenn seine Diagonalen gleich lang sind.
2. Normierte Vektorrdume. Wir erwéhnen der Vollstiandigkeit halber einen wei-
teren, insbesondere in der Analysis wichtigen, Begriff. Eine Norm auf einem [F-
Vektorraum V ist eine Abbildung N: V' — R mit den Eigenschaften:

(1) N(\z) = [AIN(z)

(2) Nz +y) < N(w)+N(y)

(3) N(z) >0< xz #£0.
Ein Paar (V, N) aus einem Vektorraum V und einer Norm N auf V heifit normierter
Vektorraum. Ein Skalarprodukt fithrt also in natiirlicher Weise zu einem normierten
Vektorraum.
3. Hessesche Normalfornﬂ Sei V' ein endlichdimensionaler euklidischer Raum.
Jede Hyperebene L von V 1483t sich in der Form

L=A{z]|(e,z)=c}

mit einem Einheitsvektor e und einer reellen Zahl ¢ > 0 schreiben. Die Daten e und
¢ sind unter diesen Bedingungen durch L eindeutig bestimmt. Die Hyperebenenglei-
chung (e, z) = c heifit Hessesche Normalform.

Beweis. Eine Hyperebene L ist eine Menge der Form L = v+ U mit einem Unterraum
U der Kodimension 1 in V. Sei e ein Einheitsvektor im orthogonalen Komplement
von U. Dann hat v die Form v = ce +u mit einem u € U, und folglich ist L = ce+ U.
Indem wir e eventuell durch —e ersetzen, konnen wir ¢ > 0 annehmen. Dann ist aber
L={z| (e,x) = c}. Ist umgekehrt L in dieser Form gegeben, so ist e orthogonal zur

Richtung von L. a
Sei (e,z) = c eine Hessesche Normalform. Fiir v = ce +u € L, u € (Re)*
ist |v|> = |u|® + ¢*. Deshalb ist ¢ der minimale Abstand eines Punktes von L vom

Nullpunkt. Wir nennen ¢ den Abstand von L zum Nullpunkt.

Ist (e,y) = d, so heifit d — ¢ der orientierte Abstand von y und L und |d — ¢| der
Abstand von y und L.

»Orientiert* soll besagen, dal man durch das Vorzeichen von (e, y) — ¢ die beiden
Halbriume unterscheiden kann, in die V' durch L zerlegt wird; es gilt V.~ L= H" U

9Ludwig Otto Hesse 1811 — 1874
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H~™, positives Vorzeichen fiir y € HT, negatives fiir y € H™. Setzt man y = de +
w, w € (Re)*, so ist

ly — (ce 4+ v)]* = |de + w — ce —v]* = |d — ¢|* + |w — v|*;

dieser Wert wird fiir w = v minimal. Also ist |d — ¢| der minimale Abstand von y zu
einem Punkt von L.

4.2 TIsometrien

Sei (V, ( —, —)) ein n-dimensionaler Hilbert-Raum. Ein Endomorphismus f von
V heifit Isometrie von V, wenn immer (u,v) = ( fu, fv) gilt. Eine Isometrie
bewahrt Lingen und Abstinde und Winkel. Im Fall F = R folgt aus

Ju+ o = Juf* = Jof* = 2(u,v),

daf eine langenerhaltende lineare Abbildung eine Isometrie ist. Eine Isometrie
ist ein Isomorphismus, denn aus fu = 0 folgt 0 = ( fu, fu) = (u,u) und damit
u = 0; also ist f injektiv und damit bijektiv. Die Isometrien bilden beziiglich
Verkettung eine Gruppe, die im Fall F = R die orthogonale Gruppe O(V') und
im Fall F = C die unitire Gruppe U(V') von V genannt wird. Die Abbildungen
in O(V) (und in U(V)) heiBen orthogonal (und unitdir).

(4.2.1) Sei A = (a;5) die Matrix eines Endomorphismus f beziiglich einer
Orthonormalbasis (e1,...,e,). Dann ist f genau dann eine Isometrie, wenn
AtA =T, ist.

Beweis. Genau dann ist f eine Isometrie, wenn immer (eg,e;) = ( fex, fer)
gilt (Linearitdt von f, bilineares Ausrechnen). Wir setzen fex = -, aure, ein
und sehen, daf diese Gleichung zu A*A = I,, dquivalent ist. m|

Eine reelle (komplexe) (n,n)-Matrix A heifit orthogonal (unitdir), wenn
A*A = I, gilt. Sei O(n) bzw. U(n) die Gruppe der orthogonalen bzw.
unitéren (n,n)-Matrizen. Eine orthogonale Matrix ist auch unitér, wir haben
also eine Untergruppe O(n) C U(n). Aus A'A = I, folgt 1 = det(l,) =
det(A*) det(A) = | det(A)|?. Deshalb hat eine orthogonale Matrix eine Deter-
minante +1 und eine unitdre Matrix eine Determinante vom Betrag 1. Die
Untergruppen

SO(n)={A€O0(n)|detA=1}, SUn)={AecU(n)|detA=1}

heiflen spezielle orthogonale Gruppen orthogonale (unitére) Gruppen.
Eine Rechnung wie im Beweis von (4.2.1)) zeigt:
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(4.2.2) Notiz. Sei (eq,...,e,) eine Orthonormalbasis und (by,...,by) eine
andere Basis. Die Basiswechselmatriz ist genau dann orthogonal (unitir), wenn
(b1,...,b,) eine Orthonormalbasis ist. O

Allgemein ist das Element von A’A an der Stelle (k, 1) gleich (ay,a; ), wenn
a; die I-te Spalte von A ist (hier ist jetzt (—,—) das Standardskalarprodukt
auf F"). Also bedeutet A*A = I,,, daB die Spalten eine Orthonormalbasis
beziiglich des Standardskalarproduktes bilden. Aus der Gleichung A*A = I,
folgt AA* = I,, indem man sie von links (rechts) mit dem Inversen von A
(von A) multipliziert und das Ergebnis invertiert. Also bilden auch die Zeilen
eine Orthonormalbasis.

(4.2.3) Die Gruppe O(2). Ein zu (a,b) # (0,0) orthogonaler Vektor hat die
Form (—cb, ca). Die Matrix
a —cb
( b ca)

hat die Determinante c(a? +b?). Ist sie aus O(2), so ist a +b? = 1 und folglich
¢ = £1. Demnach besteht SO(2) aus den Matrizen

<Z _Z>, a?+ b2 =1.

Sie lassen sich in der Form

(cos<p —sin<p> _ D(y)

sin ¢ cos ¢

schreiben. Solche Matrizen heiflen Drehmatrizen. (Drehung um den Winkel ¢
gegen den Uhrzeigersinn in der iiblichen Veranschaulichung der ebenen Geo-
metrie.) Die anderen Matrizen aus O(2) sind

S:<(1 b>7 a2—|—b2=1.
b —a

Mit dieser Matrix S gilt
a+1\ [(a+1 b\ _ ([ —b
() -00) s ()03

Also ist S die Spiegelung an dem durch (a 1 erzeugten Unterraum. Insbe-

b
sondere gilt S? = I,. Wir schreiben Spiegelmatrizen in der Form

cos 2¢ sin2p \
( sin2p — cos 2@) =5(p).
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Der Grund ist aus den Relationen
cosp)  [cosp —sinp\ _  [—sing
S(p) <sin<p) o <sin4p> ’ S(p) ( Cos ¥ ) o ( Cos ¢ )
A C g . cos
ersichtlich; S(¢) ist die Spiegelung an der von sin o aufgespannten Geraden.

Es gelten die Formeln:

D(p)D(y) = D(¢ +¢)
S(0)D(p) = D(—¢)S(0)
D(p)S(0)D(—¢) = S(p)
S(p)S(¥) = D(2¢p — 21)
S(p) = D(2¢)S(0)
S(@)D(¥) = D(2¢ — ¢)S(0).

Sie geben an, wie in der Gruppe O(2) gerechnet wird. Insbesondere sehen wir:
Jede Drehung ist Produkt zweier geeigneter Spiegelungen, und das Produkt
zweier Spiegelungen ist immer eine Drehung.

Ein unitére (1,1)-Matrix ,,ist* eine komplexe Zahl vom Betrag eins. Multi-
plikation mit z = a + bi ist eine R-lineare Abbildung C — C, die bexziiglich der
R-Basis 1,7 von C die Matrix

a —b
()

hat. Hat z den Betrag 1, so handelt es sich um eine Drehmatrix. Damit erkennen
wir die geometrische Bedeutung der Multiplikation komplexer Zahlen. <

(4.2.4) Notiz. Ist f eine Isometrie von V und U ein f-stabiler Unterraum,
so gilt f(UL) CcU*L.

Beweis. Es gilt fiir w € U, v € U* und den zu f inversen Endomorphismus
f—l
(fv,u) = (v, [ (w)) =0,
weil wegen f(U) = U auch f~1(U) = U ist. Also ist fv € U+, und deshalb gilt
fUt)y =U+t. ]
Ist A ein Eigenwert der Isometrie f mit dem Eigenvektor v, so gilt

<'Ua'U> = <f’Ua f’U> = <)‘1]’)‘U> = |)“2<va>’

also |A| = 1, A € St Ist V(\) Eigenraum zu A, so gilt f(V()\)) € V(A) und,
da f injektiv ist, auch f(V(A\)) = V(X). Also ldBt sich die vorstehende Notiz
auf U = V() anwenden.
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(4.2.5) Satz. Sei f ein unitdrer Endomorphismus des unitiren Raumes V.
Dann ist V direkte Summe der Eigenrdume von f. Figenrdume zu verschie-
denen FEigenwerten sind orthogonal. Es besitzt V' eine Orthonormalbasis aus
Eigenvektoren.

Beweis. Da f jedenfalls einen Eigenwert hat, weil ein charakteristisches Po-
lynom iiber den komplexen Zahlen Nullstellen hat, folgt mittels durch
Induktion nach dim V' die erste Aussage des Satzes. Sei A # u, v € V(A), y €
V(u). Bs folgt Mz, y) = (z,A\y) = (z, fy) = (f'a,y) = (u"'z,y) = plz,y),
denn wegen fy = pyist p 'y = f~'y und wegen u € S' ist u~! = fi. Die dritte
Aussage folgt, indem man eine Orthonormalbasis in jedem V(\) wihlt. a

In die Matrizensprache iibersetzt besagt (4.2.5) zusammen mit (4.2.2)) und
der allgemeinen Basiswechselformel:

(4.2.6) Satz. Ist A € U(n), so gibt es S € U(n), so dafp SAS™1 =
Dia(A1, ..., A,) mit A\; € S*. Es sind die A1, ..., \, die Eigenwerte von A. Des-
halb ist die Diagonalmatriz bis auf Permutation der Diagonalelemente durch A

eindeutig bestimmd. a
Zusatz. Indem man S mit einer geeigneten Diagonalmatrix Dia(, A, ..., A)
multipliziert, kann man erreichen, daf§ S in (4.2.6) aus SU(n) ist. O

(4.2.7) Satz. Sei V' ein unitirer Raum und M eine Menge vertauschbarer
unitirer Endomorphismen von V' (das heifit f,g € M = fg = gf). Dann
gibt es eine orthogonale Zerlegqung V.= Vi L ... L V, in eindimensionale
Unterrdume V;, die M-stabil sind (das heifit fir f € M gilt f(V;) C V).

Beweis. Das ist klar, falls M nur aus der Identitdt besteht. Sei also f € M
nicht die Identitét und V' (\) ein Eigenraum von f zu einem Eigenwert \ # 1.
Falls V/(\) = V ist, so ist jede orthogonale Zerlegung von V' f-stabil, und wir
konnen M ~ {f} betrachten. Sei also V(A\) # V. Fiir g € M und = € V()
gilt dann wegen fg)x)z = gf(z) = g(A\x) = Ag(z) auch g(x) € V(A). Also sind
V(A) und V(A\)+ M-stabil, und man kann Induktion nach dim V anwenden. O

Matrizentheoretisch gewendet besagt , da8 fiir eine Menge M C U(n)
paarweise vertauschbarer Matrizen ein S € U(n) existiert, so daf alle SAS™1,
A € M, Diagonalmatrizen sind (simultane Diagonalisierung).

Wir leiten nun analoge Sétze fiir orthogonale Endomorphismen her. Sei
V' ein n-dimensionaler euklidischer Raum und p: V' — V ein orthogonaler
Endomorphismus, also Isomorphismus. Wissen wir schon: Ein Eigenwert A von
p erfiillt A> = 1, und die Eigenrdume V(1) und V(—1) zu den Eigenwerten 1
und —1 sind zueinander orthogonal. Der Unterraum Vo = (V (1) @ V(—1))* ist
p-stabil.

(4.2.8) Lemma. Die Dimension von Vy ist gerade.
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Beweis. Andernfalls hitte das charakteristische Polynom von ¢ = p | Vp: Vp —
Vb ungeraden Grad und nach dem Zwischenwertsatz eine reelle Nullstelle. Dann
héatte aber ¥ eine Eigenraum zum Eigenwert 1 oder —1 im Widerspruch zur
Definition von Vj. O

(4.2.9) Satz. Der Unterraum Vy ist die orthogonale Summe zweidimensionaler
p-stabiler Unterrdume.

Beweis. Die Abbildung p + p~1 ist selbstadjungiert:

((p+p z,y) = (pz,y) + (p ', y) = (m,p7 ' 2) + (x, py) = (z,(p+ p~ )y).

Sie hat deshalb einen reellen Eigenwert, etwa A, zum Eigenvektor e. Aus pe +
p~te = Xe folgt p?e = A\pe — e. Die Vektoren pe und e sind linear unabhiingig,
da p in Vj keine Eigenvektoren hat. Also erzeugen e, pe einen zweidimensionalen
Unterraum W, der wegen p2e = Ape — e auch p-stabil ist. Wir betrachten nun
das orthogonale Komplement von W in Vj und wenden Induktion nach der
Dimension an. a

Sei W ein zweidimensionaler p-stabiler Unterraum in Vy, und sei A die Ma-
trix von p: W — W beziiglich einer Orthonormalbasis. Dann ist A orthogonal.
Wire det A = —1, so hiitte A die Eigenwerte 1 und —1 und das widerspriche
der Definition von Vj. Also ist A eine Drehmatrix.

Ubersetzen wir die voranstehenden Ergebnisse in die Matrizensprache (Ba-
siswechsel), so erhalten wir:

(4.2.10) Satz. Jede Matriz A € O(n) ist in O(n) konjugiert zu einer Matriz
der folgenden Form (Blockdiagonalmatriz):

D
Ay
Az

Ay,

Darin ist D eine quadratische Diagonalmatriz mit Elementen +1 auf der Dia-
gonale und jedes A; ist eine (2,2)-Drehmatriz. O

Allgemein wollen wir eine Matrix A aus SO(n) eine Drehmatriz und die
dadurch vermittelte lineare Abbildung eine Drehung des R™ nennen.

Wir betrachten jetzt speziell den Fall einer Drehung p des R3. Beziiglich
einer geeigneten Orthonormalbasis wird die zugehorige lineare Abbildung p
durch eine Matrix der Form

1 0 0
B = 0 cosa —sina
0 sina CoS (v
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beschrieben. Ist p # id, so ist der Eigenraum zum Eigenwert 1 eindimensional.
Er wird Drehachse von p genannt. Jede Drehung des R? ist eine Drehung um
eine Achse im iiblichen anschaulich-geometrischen Sinn. In der Matrix von B
ist a der Drehwinkel und es gilt

cosa = %(Sp(B) —1).

Da sich die Spur einer Matrix bei Basiswechsel nicht &ndert, haben wir da-
mit eine Formel gewonnen, mit der cos & ohne Bestimmung einer Normalform
bestimmt werden kann.

Eine orthogonale Abbildung f: R™ — R" heifle Spiegelung an der Hyperebe-
ne H, wenn der Eigenraum V, zum Eigenwert 1 gleich H ist. Das orthogonale
Komplement von V, ist dann ein eindimensionaler Raum V_ zum Eigenwert
—1. Ist a € V von Null verschieden, so ist durch die Formel

(a,v)
(a,a)
die Spiegelung s, an der zu a orthogonalen Hyperebene gegeben. Wir hatten

in (4.2.3) gesehen, dafl jedes Element von SO(2) Produkt zweier Spiegelungen
ist. Daraus folgt leicht mittels (4.2.10]):

Sq(v) =v—2 a

(4.2.11) Satz. Jedes Element von SO(2k) oder SO(2k + 1) ist Produkt von
héchstens 2k Spiegelungen. Jedes Element von O(n) ist Produkt von hdchstens
n Spiegelungen. o

Sei A € O(3) ~ SO(3). Dann hat A den Eigenwert —1. Es gibt also eine
A-invariante Gerade. Im dazu orthogonalen Komplement wird gedreht.

Erginzungen und Aufgaben

1. Wir interpretieren das Verfahren durch Matrizen, indem wir es auf den
R™ mit dem Standardskalarprodukt anwenden. Sei also (z1,...,2,) eine Basis und
(f1,..., fn) das Resultat der Orthonormalisierung. Setzen wir f; = 22:1 brixk, so ist
B = (by;) eine obere Dreiecksmatrix, deren Diagonalelemente positiv sind. Sei X die
Matrix mit den Spalten Si(X) = zx und F die Matrix mit den Spalten Si(F) = fi.
Dann ist F eine orthogonale Matrix. Da auch B~! eine obere Dreiecksmatrix mit
positiver Diagonale ist, so sehen wir, dafl

Q(n) x O(n) - GL(n,R), (C,X)—CX

surjektiv ist, wenn Q(n) die Gruppe der genannten Dreiecksmatrizen ist. Da Q(n) N
O(n) nur die Einheitsmatrix enthilt, so ist diese Abbildung auch injektiv.
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4.3 Selbstadjungierte Endomorphismen

Kreis, Ellipse und Hyperbel werden durch Gleichungen der Form ax? +cy? = r
beschrieben. Setzen wir eine Koordinatentransformation x = au + (v, y =
~vu + 6v in diese Gleichung ein, so erhilt sie die Form Au? + 2Buv + Cv? = r.
Analoge hoherdimensionale Gebilde werden durch quadratische Gleichungen
der Art Z ca;;x;x; = r beschrieben, zum Beispiel liefert 22 + 9% + 22 =
1 die Oberﬂache der Kugel vom Radius 1. Wenn wir a,;; durch Q(am + aj;)
ersetzen, dndert sich die Gleichung nicht. Wir kénnen also ohne Einschrinkung
mit einer symmetrischen Matrix A = (a;;) arbeiten. Dann 148t sich die fragliche
Gleichung in der uns schon geldufigen Form

r=3ariey = atAr = (Ar,x) = (z, Ax)

schreiben. Wir untersuchen zuniichst derartige Formeln vom Standpunkt der
linearen Algebra und kehren danach zu den geometrischen Figuren zuriick.

Sei V' ein endlichdimensionaler Hilbert-Raum mit Skalarprodukt (—, —).
Ein Endomorphismus f von V heifit selbstadjungiert, wenn immer (f(u),v) =
(u, f(v)) gilt. Eine reelle (komplexe) (n,n)-Matrix A heifft, wie erinnerlich,
symmetrisch (hermitesch), wenn A = At gilt.

(4.3.1) Notiz. Ein Endomorphismus ist genau dann selbstadjungiert, wenn
seine Matriz beziiglich einer Orthonormalbasis symmetrisch (hermitesch) ist.

Beweis. Sei A die Matrix von f beziiglich einer Orthonormalbasis. Daf} f selbst-
adjungiert ist, bedeutet fiir beliebige Koordinatenvektoren x,y die Gleichheit
a2t Aty = xt Ay. Allgemein folgt aus einer Gleichheit 2*Cy = z? Dy fiir alle z,y
die Gleichheit der Matrizen C, D: man setze fiir z, y die Standardbasis ein. O

(4.3.2) Notiz. Sei f selbstadjungiert. Dann gilt:
(1) Eigenvektoren zu verschiedenen FEigenwerten sind orthogonal.
(2) Ist U C V Unterraum und f(U) C U, so ist auch f(UL) C U~L.
(3) FEin Eigenwert von f ist reell.

Beweis. (1) Sei f(v) = Av, f(w) = pw, A # p. Es folgt

Mo, w) = (f(v), w) = (v, f(w)) = p(v, w)

und daraus (v, w) = 0.
()SelueU v € UL. Dann ist (f(v),u) = (v, f(u)) =
(3) Aus fv = M, v # 0 folgt namlich A\(v,v) = < ) = (v, fv) =
(fo,v) = (Av,v)-A(v,v},also)\ A ER. O

(4.3.3) Satz. FEin selbstadjungierter Endomorphismus besitzt eine Orthonor-
malbasis aus Eigenvektoren.
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Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall F = C. Dann gibt es jedenfalls
einen Eigenvektor v, da das charakteristische Polynom {iiber den komplexen
Zahlen Nullstellen hat. Es erzeuge v den Unterraum U. Wegen konnen
wir den Satz fiir UL durch Induktion nach der Dimension annehmen. Im Fall
F = R stellen wir uns den Endomorphismus als durch eine symmetrische Matrix
beschrieben vor. Eine solche ist aber auch hermitesch und hat deshalb einen
reellen Eigenwert. Nun argumentieren wir wie im komplexen Fall. O

Wir notieren einige Konsequenzen des letzten Satzes. Ist V- = F"” und (—, —)
das Standardskalarprodukt, so liefert eine symmetrische (hermitesche) (n,n)-
Matrix G = (g;;) einen selbstadjungierten Endomorphismus « — Gz. Ist T
die Matrix, die die Standardbasis in die Orthonormalbasis aus Eigenvekto-
ren iiberfiihrt, so ist T eine orthogonale (unitére) Matrix. Demnach impliziert
(4.3.3) den nichsten Satz.

(4.3.4) Satz. Ist G eine symmetrische (hermitesche) (n,n)-Matriz, so existiert
T €0(n) (T €U(n)), sodaff T-'GT = T'*GT eine Diagonalmatriz ist. O

Man kann {ibrigens in offenbar T" aus SO(n) bzw. aus SU (n) wahlen.
Eine Matrix aus SO(n) heifit Drehmatriz und die zugehorige lineare Abbildung
des R"™ eine Drehung.

Eine symmetrische (hermitesche) Matrix P heifit, wie erinnerlich, positiv
definit, wenn (x,y) — x' Py ein Skalarprodukt ist.

(4.3.5) Simultane Diagonalisierung. Sei P eine positiv definite und G eine
symmetrische reelle (n,n)-Matrix. Dann gibt es T € GL(n,R), so daf gilt:

(1) T'PT = I,,.

(2) T'GT ist Diagonalmatrix.

Beweis. Sei T7 eine Matrix, die die Standardbasis des R™ in eine Ortho-
normalbasis fiir das Skalarprodukt (z,y) ~ 2!Py transformiert. Dann ist
(z,y) — a'T}PTyy ein Skalarprodukt, mit ey,...,e, als Orthonormalbasis.
Also gilt T{PTy = I,,. Es ist T{GT; symmetrisch. Man wihle T, € O(n), so
daBl TET{GT, Ty eine Diagonalmatrix ist und setze T' = T} Ts. O

Einen analogen Satz gibt es natiirlich fiir komplexe, positiv definite P und
hermitesche G.

Wir besprechen nun eine weitere Methode, reelle Eigenwerte zu finden. Die
Norm eines Endomorphismus f wird durch

[£]l = Maximum {|f(v)[ [ 1 = |v[}

definiert. (Eine Anleihe aus der Analysis besagt: Dieses Maximum existiert.
Zunichst iiberlegt man sich, dafl die Menge {|f(v)| | 1 = |v|} beschrénkt ist. Sie
hat also ein Supremum || f||. Man wihlt eine Folge (wy) mit limy_. | f(wg)| =
[l /]I Man schreibt wy, als Linearkombination einer Orthonormalbasis; die Kom-
ponenten sind beschrinkt und konvergieren nach Ubergang zu einer Teilfolge.
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Also konnen wir annehmen, dafl (wg) gegen w konvergiert. Aus Griinden der
Stetigkeit folgt |w| = 1 und |f(w)| = || f||. Ebenso schliefit man, dafl die Menge
{[{f(v),v)] | |v] = 1} ein Maximum enthélt.)

Die Norm ||f|| 148t sich auch als das kleinste reelle C' charakterisieren, so
daB fiir alle v € V' die Ungleichung

|f(v)] < Clo|

gilt. Aus dieser Ungleichung folgt ndmlich | f(v)| < C fiir [v| =1, also || f]| < C.
Ist v # 0 gegeben, so ist ein v|v|~! Einheitsvektor, also gilt |f(v|v|~1)| < || f|l
und deshalb auch |f(v)| < || f]/|v]-

(4.3.6) Notiz. Sei f selbstadjungiert. Dann gilt
£ = Max{[{fv, v)| | 1 = [v]} = M.
Beweis. Die Schwarzsche Ungleichung liefert fiir |v| =1

|(fo, o) < |follol <[ £]]-

Also gilt M < ||f||. Wir wollen nun ||f|| < M, also |f(v)| < M fiir [v] =1
zeigen. Wir diirfen f(v) # 0 annehmen und setzen w = | f(v)|~! f(v). Dann ist

(fo,w) = [f(0)| = (v, fw)

also
(flv+w),v+w) = (fo,v) +2[fv] + (fw,w)

<f(v—w),v—w> = <f’U,U> —2|f’U‘ + <fwaw>
durch Subtraktion dieser Gleichungen ergibt sich
Al fol = (fv+w),v+w) = (f(v —w),v —w) < Mlv+w]’ + M|v —w|* = 4M,

wie gewiinscht (die Ungleichung folgt mit der Definition von M und die letzte
Gleichung durch bilineares Ausrechnen). O

(4.3.7) Satz. Ist f ein selbstadjungierter Endomorphismus, so ist ||f|| oder
—||f|l ein Figenwert von f.

Beweis. Wir withlen einen Einheitsvektor v € V', so dafl (v, fv) = a und |a| =
[ f]] ist, das heift das Maximum von {fz,z) werde (nach (4.3.6)) in z = v

angenommen. Dann folgt

0 < [f(v) = av]* = [f()]* = a{ fv,v) = a{v, fv) + |af*|v]?
= |f()]* — 260+ |al|v]* <0,

mit der letzten Ungleichung nach (4.3.6). Also gilt f(v) = aw. |
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Wir geben schliefllich (fiir den reellen Fall) noch einen weiteren analytischen
Beweis dafiir, daf ein Einheitsvektor, der (v, fv ) maximiert, ein Eigenvektor
ist. Sei zu diesem Zweck w irgendein Einheitsvektor, der zu v orthogonal ist.
Wir wihlen eine stetig differenzierbare Kurve a: [—1,1] — S™"~! mit den Ei-
genschaften: a(0) = v, a’(0) = w, zum Beispiel a(t) = cost - v + sint - w. Dann
hat die Funktion ¢ — (a(t), fa(t)) an der Stelle t = 0 ein Maximum und
folglich die Ableitung Null. Diese Ableitung ist ( fv,w). Demnach ist fv zu
allen w orthogonal und daher ein Vielfaches von v. Ebenso kann man mit dem
Minimum argumentieren.

Es gibt eine gemeinsame Verallgemeinerung der Diagonalisierbarkeit unité-
rer und hermitescher Matrizen. Eine Matrix A heifle normal, wenn gilt

At A=A A

(4.3.8) Satz. Fine Matriz A € M(n,n;C) ist genau dann normal, wenn es
S € U(n) so gibt, dafy SAS~! eine Diagonalmatriz ist.

Beweis. Ist A normal und S € U(n), so ist SAS~! normal. Eine Diagonal-
matrix ist normal. Sei also A normal. Fiir einen Eigenraum V(\) gilt dann
AW () C V(N), denn fiir v € V() ist A(Alv) = A'AV = Alhv = A(Alv), also
Aty € V()). Man betrachte die Einschrinkung A![V/()\): V(A) — V(}), die
selbst einen Eigenwert p und einen Eigenraum V'(A, ) hat. Es gilt AV(A, pu) C
V (A, i), denn fiir v € V/(\, p) ist A*(Av) = AA*w = Apv = pu(Av). Es gilt eben-
falls AV (A, u)*+ € V(A )t denn aus v € V(A ) und (v, u) = 0 folgt (v, Au) =
(Atv,u) = (pv,u) = p(v,u) = 0. Ebenso gilt AV (X, u)t C V(A pu)*t. Also ist
die Einschrinkung von A auf V(\,u)* ein normaler Endomorphismus, und
man kommt durch Induktion nach dim V' ans Ziel. a

Wir kommen nun zu den eingangs erwahnten Anwendungen.

(4.3.9) Hauptachsen von Quadriken. Zunéchst einige allgemeine Vorbe-
merkungen. Sei f: R®™ — R eine Abbildung und

N(f,c)={z eR"| f(z) =c} = f""(c)

die c-Stellenmenge von f. Sei A € GL(n,R) und L4: R® — R™, x — Az der
zugehorige lineare Automorphismus. Die Wahl eines neuen Koordinatensystems
bedeutet, dafl wir eine Abbildung der Form foL 4 = g betrachten. In den neuen
Koordinaten wird N(f, ¢) also N (g, ¢). Wir kénnen aber aulerdem das Bild der
Menge N(f,c) bei L4 betrachten, und dann gilt

LAN(f,c)=N(foLy;" c).
Sei C' = (cg;) eine symmetrische reelle Matrix. Damit betrachten wir die Funk-

tion
TR =R, x=(x1,...,2,) — ZZ,I currr; = 2tCx.
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Eine Menge der Form f~!(c) nennen wir eine Quadrik. In neuen Koordinaten
haben wir die Funktion foL4: x — 2*A*C Az zu betrachten, also wiederum ei-
ne Quadrik. Wir wissen nach , dafl wir eine Drehung A so finden kénnen,
dal A'CA = Dia (A1, ..., \) ist. In den neuen Koordinaten hat die Gleichung
der Quadrik die Form 3 j /\jx? = r, hat sich also betréchtlich vereinfacht.
Ebenso sehen wir, dafl das Bild einer Quadrik bei einem linearen Automor-
phismus wieder eine Quadrik ist. Wir kénnen aus demselben Grund durch eine
Drehung eine Quadrik in eine Lage bringen, in der sie als Punktmenge durch
eine Gleichung der Form }, AjxF = r beschrieben wird. Durch Zuriickdrehen
der Koordinatenachsen erhalten wir die sogenannten Hauptachsen der Quadrik,
und die Drehung in die genannte Normalform heifit die Hauptachsentransfor-
mation der Quadrik. &

4.4 Bilineare Abbildungen

Wir stellen einige allgemeine Aussagen {iber bilineare Abbildungen zusammen.
Spezialfiille sind uns schon begegnet. Seien U, V und W Vektorrdume iiber dem
Korper K. Eine Abbildung s: U x V' — W heif3t bilinear, wenn fiir jedes v € V
die Abbildung U — W, u — s(u, v) und fiir jedes u € U die Abbildung V' — W,
v +— s(u,v) linear ist. Ist W = K, so sprechen wir auch von einer Bilinearform.

Eine bilineare Abbildung s: U x V' — W hat zwei adjungierte lineare Ab-
bildungen

s U —Hom(V,W), wuw s(u,?) links
sp: V — Hom(U, W), v s(?,0) rechts.

Dabei ist s(u, ?) das Symbol fir v — s(u,v).

Wir bezeichnen mit Bil(U x V, W) die Menge der bilinearen Abbildungen
U xV — W. Im Falle der Bilinearformen lassen wir das Symbol W weg. Durch
Addition und skalare Multiplikation von Funktionswerten trigt diese Menge wie
iiblich eine Vektorraumstruktur. Aus den Definitionen verifiziert man sofort:

(4.4.1) Notiz. Die Zuordnung s — sy, liefert einen Isomorphismus
A: Bil(U x V,W) — Hom(U, Hom(V, W))
von Vektorrdaumen. |

Im weiteren Verlauf dieses Abschnitts betrachten wir nur noch Bilinearfor-
men. Eine Bilinearform U XV — K nennen wir auch eine Paarung von U mit V.
Zunéchst geben wir eine Beschreibung durch Matrizen an. Sei B = {by,...,b;}
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eine Basis von U und C = {c1,...,¢,} eine Basis von V. Dann gilt fiir eine
Bilinearform s: U x V — K

$(22 Aibiy 205 mjes) = 22, 5 Aikgs(bis ¢),

und daraus entnehmen wir, dafl die zu s gehdrende Matrix S = (s(b;, ¢;)) die
Form s bestimmt und jede (m, n)-Matrix auf diese Weise aus einer Bilinearform
entsteht. Wir haben somit einen Isomorphismus

mp,c: Bil(U x V) — M(m,n), s+— (s(b;, c;))

von Vektorrdumen. Fassen wir K™ und K" als Rdume von Spaltenvektoren
auf, so liefert eine (m,n)-Matrix S die Bilinearform

o: K™ x K™ - K, (x,y) — z'Sy,

und beziiglich der Standardbasen B und C ist mp (o) = S. Sind & = (pw;)
und ¥ = (¢),s) Basiswechselmatrizen in U und V (neue Basis durch die alte!),
so rechnen wir

(b, ;) = s(X pribr, Y i) = Y- pris(br, c1)i;
% 7 ol

und erkennen, dafl die neue Matrix S’ sich aus der alten S durch
S = ST

ausrechnen l48t.

Die adjungierte Abbildung sy, zu einer Bilinearform s: U x V' — K ist eine
lineare Abbildung U — V™ in den Dualraum und ebenso sg: V — U*. Wir
withlen Dualbasen b, ..., 0™ zu (by,...,by,) und ¢!, ..., c¢" zu cy,...,c,. Dann
gilt

sp(bi) =32, s(bi, c;)c, sr(ci) =22, s(bj, ci)V.

Zum Beweis (der ersten Gleichung) zeigen wir, dafl beide Linearformen auf ¢y
denselben Wert annehmen:

(s2(b:))(cx) = s(bi, cr)
(325 8(bise)e?)(e) = 32; s(biseg)e? (cx) = 32 s(bis )3}, = s(bis ).
Damit haben wir gezeigt:

(4.4.2) Notiz. Die Matriz von s, beziiglich der Basen (b;) und (¢’) ist die
transponierte Matriz St. Die Matriz von sg beziiglich der Basen (c;) und (V)
ist S. |
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Eine Bilinearform s: UxV — K heifit reguldr, wenn die beiden adjungierten
Abbildungen sp: U — V* und sg: V — U™ injektiv sind. Eine regulidre Form
heifit auch Dualitit zwischen U und V. Im Falle endlichdimensionaler U und
V gilt fiir reguléres s dann

dimU <dimV* =dimV <dimU* = dim U;

also besteht iiberall Gleichheit, und die adjungierten Abbildungen sind Isomor-
phismen. Aus den Matrizenrechnungen folgt:

(4.4.3) Notiz. Fine Bilinearform ist genau dann regulir, wenn die zugehdrige
Matriz requldr ist. O

(4.4.4) Beispiele.

(1) Das Standardskalarprodukt auf dem R™.

(2) Das Einsetzen in Linearformen V* x V — K, (a, z) — «a(x). Durch Bi-
linearformen dieser Art werden Funktionssymbol und Variablensymbol gleich-
wertig behandelt. Man kann Vektoren in ein Funktional einsetzen; man kann
Funktionale an einem Vektor auswerten.

(3) Sei C([a,b],R) =V der Vektorraum der stetigen Funktionen [a,b] — R
und p: [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann ist (f,g) — f: f(z)g(x)p(z)dx
eine Bilinearform auf V. Ist p > 0 nicht die Nullfunktion, so ist die Form ein
Skalarprodukt.

(4) Verkettung von linearen Abbildungen und Matrizenprodukt. &

Fiir Bilinearformen s: V' x V. — K verwenden wir natiirlich in beiden
Variablen dieselbe Basis. Eine solche Form heifit symmetrisch, wenn immer
s(u,v) = s(v,u) gilt; alternierend, wenn immer s(x,z) = 0 gilt; schiefsymme-
trisch, wenn immer s(z,y) = —s(y,x) gilt. Eine alternierende Form ist schief-
symmetrisch, wie durch bilineares Ausrechnen von s(z + y,x + y) folgt. Sei
(b1,...,by) eine Basis von V und S = (s(bx, b;)) die Matrix von s. Dann ist
s genau dann symmetrisch, wenn S* = S gilt; genau dann schiefsymmetrisch,
wenn St = — S gilt; genau dann alternierend, wenn S* = — S gilt und die Diago-
nale von S nur Nullen enthélt. Wir nennen Matrizen mit diesen Eigenschaften
entsprechend symmetrisch, schiefsymmetrisch oder alternierend.

Ein Isomorphismus f: V' — V heifit Isometrie von s, wenn immer s(z,y) =
s(fz, fy) gilt. Die Isometrien von s bilden beziiglich Verkettung eine Gruppe.
Sei S die Matrix von s beziiglich {b1,...,b,} und A die Matrix von f beziiglich
ebendieser Basis. Dann ist f genau dann eine s-Isometrie, wenn die Gleichung

S=A'SA

gilt. Ist S regulér, so folgt aus dieser Gleichung, daf§ A regulir ist und die De-
terminante +1 hat. Die Gruppe der s-Isometrien ist also isomorph zur Gruppe
der invertierbaren Matrizen A, die die Gleichung S = A*S A erfiillen. Eine sol-
che Situation hatten wir schon bei den orthogonalen Matrizen angetroffen. Die
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unitdren Matrizen fiigen sich diesem Schema nicht ganz, da das Konjugieren
der komplexen Zahlen gebraucht wird. In einem formalen Kontext kann man
stattdessen einen Korperautomorphismus der Ordnung zwei verwenden (Ses-
quilinearformen).

4.5 Adjungierte Endomorphismen

Seien U und V endlichdimensionale Vektorrdume iiber dem Koérper K, und sei
s: U x V — K eine regulire Bilinearform.
Fiir jeden Endomorphismus f: U — U ist
p(f.8): UxV =K, (u,v)— s(f(u),v)

wieder eine Bilinearform. Ist sy : U — V* die Linksadjungierte zu s, so ist die
Zusammensetzung sy, o f: U — V* die Linksadjungierte zu der neuen Form
p(f,s). Da s regulér ist und folglich sy, ein Isomorphismus, hat jede lineare
Abbildung g: U — V* die Form sy, o f fiir genau einen Endomorphismus f von
U. Da s — sy, ein Isomorphismus Bil(U x V') — Hom(U, V*) ist, so ist auch

Hom(U,U) — Bil(U x V), [+ p(f,s)

ein Isomorphismus.
Analog hat man fiir einen Endomorphismus g von V' die Bilinearform

As,9): UxV =K, (u,v)— s(u,g(v))
und die Zuordnung
Hom(V,V) = Bil(U x V), g+ X(s,9)

ist ein Isomorphismus.
Zu jedem Endomorphismus f von U gibt es deshalb genau einen Endomor-
phismus von V', so daf fiir alle u € U und v € V' die Gleichung

s(f(u),v) = s(u,g(v))
gilt. Wir setzen g = f# und nennen f# die beziiglich s zu f adjungierte
Abbildung. Analog setzen wir f = g4. Es gelten dann Relationen (f#)y = f
und (g4)* = g.
(4.5.1) Satz. Das Diagramm

1st kommutativ.
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Beweis. Die Verifikation aus den Definitionen ist leicht und durch das folgende
Schicksal von v € V' angedeutet:

fHo——s(?, fFv) = s(f(?),0)

T T

v———>5(7,0)

Das Diagramm klirt den Zusammenhang zwischen der dualen Abbildung und
der adjungierten Abbildung. O

Es gibt ein analoges Diagramm fiir s; und g4.

Wir wihlen nun eine Basis B = {b1,...,b,} von U und C' = {c1,...,¢,}
von V. In U* verwenden wir die duale Basis B* = {b7,...,b% }. Die Matrix von
s beziiglich dieser Basen ist S = (s(b;, ¢;j)), wie wir in (4.4.2) gesehen haben.

Hat f die Matrix A beziiglich B, so hat nach (4.5.1)) f# die Matrix von
sﬁl o f* o sp, also die Matrix S~1A*S beziiglich C. Aus (4.5.1) entnehmen wir
(fof0)? = fl#fQ# und (id)# = id. Analog fiir die Kreuze unten. Bedeutsam ist
der Fall U =V, B = C. Wir nennen in diesem Fall f selbstadjungiert beziiglich
s, wenn f = f# ist, wenn also immer s(f(u),v) = s(u, f(v)) gilt. Mit den eben
verwendeten Matrizen ist das genau dann der Fall, wenn SA = A'S gilt. Wir
notieren:

(4.5.2) Notiz. Ist s symmetrisch, so ist die Bilinearform (u,v) — s(f(u),v))
genau dann symmetrisch, wenn f selbstadjungiert ist.

Beweis. Ist die Form symmetrisch, so hat man s(f(u),v) = s(f(v),u). Ersteres
ist gleich s(u, f#(v)) und letzteres wegen der Symmetrie von s gleich s(u, f(v)).
Es folgt f = f#. Analog folgt aus f = f# die Symmetrie der Form p(f,s). O

Ist B eine Orthonormalbasis, also S die Einheitsmatrix, so ist f genau dann
selbstadjungiert, wenn die Matrix A beziiglich dieser Basis symmetrisch ist, das
heiit A = A? gilt. Allgemein ist bei Verwendung von Orthonormalbasen A? die
Matrix von f#, wenn A die Matrix von f ist.

4.6 Geometrische Bilinearformen

Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber K und s: V x V — K eine
Bilinearform. Ein geordnetes Paar (u, v) von Vektoren aus V heifit s-orthogonal
oder orthogonal beziiglich s, wenn s(u, v) = 0 ist. Die Form s nennen wir geome-
trisch, wenn aus s(u,v) = 0 immer s(v,u) = 0 folgt, wenn also Orthogonalitét
eine symmetrische Relation ist. Wir betrachten im weiteren nur geometrische
Formen. Symmetrische und schiefsymmetrische Formen sind geometrisch.
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Ist U C V ein Unterraum, so setzen wir
L = {v eV |firalle u € U ist s(u,v) = 0}.

Im Gegensatz zum Fall der Skalarprodukte gibt es jetzt im allgemeinen keine
direkte Zerlegung V =U & U~.

Ein Vektor v heifit isotrop beziiglich s, wenn s(v,v) = 0 ist. Ein Unterraum
heift isotrop, wenn er nur isotrope Vektoren enthélt. Gegenteil: anisotrop. Der
Unterraum V+ wird Radikal der Form s auf V genannt. Eine Form ist genau
dann regulédr, wenn ihr Radikal gleich Null ist.

(4.6.1) Satz. Sei U ein Unterraum, der keinen von Null verschiedenen iso-
tropen Vektor enthilt. Dann besteht eine direkte Zerlequng V =U @ U+L.

Beweis. Die Voraussetzung besagt U N U+ = 0. Der Raum U~ ist der Kern
der Abbildung

SR J* «
V——V*——U",

worin j: U — V die Inklusion ist. Nach den Dimensionsformeln gilt
dimV > dim(U + U+) = dim U~ + dimU* > dim V.
Es folgt V=U4+U*. |

Wie im ersten Abschnitt definieren wir: Unterrdume U; und Us heiflen or-
thogonal, wenn fiir u; € U; immer s(uy,us) = 0 gilt. Ist V' die direkte Summe
paarweise orthogonaler Unterrdume (U; | 1 < j < t), so sagen wir, V sei die
orthogonale Summe der U;. Wir notieren diesen Sachverhalt durch

V:UlLJ_Ut

(4.6.2) Satz. Sei s regulir. Seien U, Uy, Uy Unterrdume von V. Dann gilt:
(1) U0CU1:>U0 DUl.

(2) dimU + dim U+ = dim V.

(3) (UynU)* =Ud + UL

(4) (U0+U1) = Ud‘ ﬂUlL

(5) (UH*t=U.

Beweis. (1) ist klar.
(2) Wir verwenden wieder die Abbildung

VL v AR 5

Da j injektiv ist, ist j* surjektiv. Da sp bijektiv ist, folgt die Behauptung aus
dimKern f + dimBild f = dim V fiir f = 5% o sp.
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(5) Aus den Definitionen entnimmt man U C (U+)1. Aus (2) entnimmt
man dim U = dim(U+)*.

(3), (4) Aus UyNU; C U; folgt (UpNU;)* D Ut und deshalb (UyNUp)L D
U+ Ui. Aus U; C Uy + Uy folgt Uit D (Up + Uyp)* und deshalb Ug- N Ui D
(Uo + Uyp)* sowie (U NUH)E € Uy + Uy. Wenden wir die letzte Inklusion auf
das Paar Ui, Ui statt auf Uy, U; an, so folgt (Uy N U;)*+ C Uy + Uit. Die
umgekehrte Inklusion hatten wir aber schon oben gezeigt. Damit haben wir (3)
gezeigt. Analog folgt (4). m|

Eine Basis b1, ..., b, heiit Orthogonalbasis, falls fiir ¢ # j immer s(b;, b;) =
0 ist. Die Matrix S von s beziiglich einer Orthogonalbasis ist eine Diagonalma-
trix (und umgekehrt).

Wir sagen, ein Korper habe die Charakteristik zwei, wenn 1+ 1 = 0 ist.

(4.6.3) Satz. Der Korper K habe nicht die Charakteristik 2. Dann gibt es zu
jeder symmetrischen Bilinearform s eine Orthogonalbasis. (Es muf s hierzu
nicht requldr sein.)

Beweis. Induktion nach dim V. Fiir dimV = 1 konnen wir irgendeine Basis
nehmen. Falls es ein b € V mit s(b,b) # 0 gibt, so sei U der von b erzeugte
Unterraum. Ist b, ..., b,, eine Orthogonalbasis von U' (beziiglich der durch
s auf UL gegebenen Form), so ist b, ba, ..., by, eine Orthogonalbasis. Es bleibt
der Fall, daB fiir alle b € V' die Gleichheit s(b,b) = 0 gilt. Dann ist

s(b+ ¢, b+ c) = s(b,b) + s(b,c) + s(c,b) + s(c,c) = 2s(b, ¢),

also s(b, ¢) = 0 fiir irgend zwei Vektoren b und ¢, da K nicht die Charakteristik
zwei hat. Jede Basis ist dann eine Orthogonalbasis. O

Interpretieren wir (4.6.3) durch Matrizen und Basiswechsel, so erhalten wir:

(4.6.4) Satz. Hat K nicht die Charakteristik 2, und ist S eine symmetrische
Matriz, so gibt es eine invertierbare Matriz T derart, dafi T'ST eine Diago-
nalmatrix ist. |

4.7 Bilinearformen auf reellen Vektorriumen

Wir betrachten symmetrische Bilinearformen s: V x V' — R auf Vektorrdumen
V iiber R. Eine solche Form heifit positiv definit (negativ definit), wenn fiir alle
v € V ~ {0} stets s(v,v) > 0 (stets s(v,v) < 0) gilt. Eine positiv definite Form
s ist ein Skalarprodukt auf V. Eine Orthogonalbasis b1, ..., b, heifit orthonor-
mal, wenn immer s(b;, b;) € {£1} ist. Ist {b1,...,b,} Orthogonalbasis, so gibt
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es A; > 0, so daBB {A\ib1,..., A\ by} orthonormal ist. Nach hat jede re-
gulidre symmetrische Form auf einem endlichdimensionalen R-Vektorraum eine
Orthonormalbasis.

Sei im folgenden V' endlichdimensional und s regulér, soweit nichts anderes
gesagt wird. Ein Unterraum U von V heifle positiv (beziiglich s), wenn fiir alle
x € U \ {0} die Ungleichung s(z,z) > 0 gilt. Analog: negativ. Ein positiver
Unterraum U heifle mazimal, wenn jeder Unterraum, der U echt umfaft, nicht
mehr positiv ist.

(4.7.1) Satz. Sei{by,...,b,,c1,...,cs} eine Orthonormalbasis von V. Es gelte
s(bi,b;)) = 1 und s(cj,¢;) = —1. Sei V(+) bzw. V(=) der von den by,..., b,
bzw. ¢1,...,cs erzeugte Unterraum. Dann gilt: V (+) ist ein mazimaler positiver
und V(=) ist ein mazimaler negativer Unterraum von V. Ferner ist V die
orthogonale Summe von V(+) und V(-).

Beweis. Esist s(3_ A\ibi, A\ib;) = > A?2. Deshalb ist V(+) positiv. Analog folgt,
daB V(—) negativ ist. Ist u € V(+) und v € V(-), so folgt s(u,v) = 0, weil
die Basisvektoren b; und c; paarweise zueinander orthogonal sind. Da offenbar
V=V(+)®V(-) gilt, folgt V=V(+) L V(-).

Sei nun U D V(+), U # V(+4) ein Unterraum. Ein Vektor u € U \ V(4)
hat eine Darstellung v = uy +u_, uy € V(4), u— € V(=) und u_ # 0. Es
ist dann u— = u — uy € U und folglich auch jeder Vektor uy + Au_, A € R,
in U enthalten. Aus s(u,u) = s(uy,us) +A2s(u_,u_) und s(u_,u_) < 0 folgt
s(u,u) < 0 fir gentigend grofle A. Also ist U nicht positiv und damit V(+)
maximal. a

(4.7.2) Satz. Sei V*t ein mazimaler positiver Raum, und sei V=~ = (V1)+.
Dann ist V= ein negativer Raum und V die orthogonale Summe von V' und
V-,
Beweis. Wir haben V =V +V~ und VT NV~ = 0 zu zeigen.

Sei v € VNV ~. Dann ist nach Definition von V= als (V*)+ auch s(v,v) =
0. Da s auf V* positiv definit ist, folgt v = 0. Wegen dim V* + dim(V )+ =
dimV folgt V=Vt + V.

Sei z # 0 aus V~. Wire s(z,2) > 0, so wire fiir A € R und v € V' auch

s(v+ Az, v+ A2) = s(v,v) + As(z,2) >0

und deshalb s auf dem von VT und z erzeugten Raum positiv definit, im
Widerspruch zur Wahl von V. Also gilt s(z,2) < 0 fiir alle z € V. Ist
s(z,2) =0 und z,w € V~, so folgt, weil w + Az € V~ ist,

0> s(w+ Az, w+ Az) = s(w,w) + 2As(w, z).

Das kann fiir alle A € R nur gelten, wenn s(w, z) = 0 ist. Da fiir alle uw € V'
ebenfalls s(u, z) = 0 ist, folgt aus der Regularitéit von s, dafi z = 0 ist. Mithin
ist s auf V'~ negativ definit. O
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Wir wollen nun Eindeutigkeitsaussagen iiber die Zerlegung von V' in positive
und negative Unterrdume herleiten.

(4.7.3) Satz. Sei s eine requldre Form. Dann gilt:
(1) Je zwei mazimale positive Unterriume Vi und Vi von V' haben dieselbe
Dimension. (Analog fiir mazimale negative.)
(2) Sei V=V, ®V_, und sei Vi bzw. V_ positiv bzw. negativ. Dann sind
Vi und V_ maximal.
(3) Sei Vi bzw. V_ ein mazimaler positiver bzw. negativer Unterraum. Dann
qit V=V, V_.

Beweis. (1) Ist U positiv und W negativ, so gilt UNV = {0}, denn x e UNV
impliziert 0 > s(z,x) > 0, und wegen der positiven Definitheit von s auf U ist
deshalb z = 0.

Sei dim Vi < dim V5. Es ist V;* nach negativ. Also gilt VoNVit = {0}
und deshalb dim V' = dim V; + dim Vi < dim V3 + dim Vit = dim(Va + Vi) +
dim(VoNVit) = dim(Va+ Vit) < dim V. Somit steht iiberall die Gleichheit und
wir erhalten dimV; = dim V5. (In der Un-Gleichungskette wurde und
die Dimensionsformel benutzt.)

(2) Sei U D V4, U # V4 ein Unterraum. Sei w € U NV, u = uy + u_,
u+ € Vi. Wie im Beweis von sieht man, dal U Vektoren der Form
ug + Au_, s(u—,u_) <0, A € R beliebig, enthélt. Es kann aber

s(uy + M uy + M) = s(uy,up) +228(uy,us) + MNs(u_,u_)

nicht fiir alle A positiv sein, also ist U nicht positiv und demnach V; maximal.

(3) Wegen gilt V=V, ® V5. Wegen (1) und (2) gilt dimV{ =
dim V_. Wegen Vi NV_ = {0} ist also dim(V}; +V_) = dimV, +dimV_ =
dim V4 + dim Vj‘ =dimV und deshalb V=V, & V_. a

Wegen (4.7.1) und (4.7.3) ist in einer Orthonormalbasis B die Anzahl der
Basisvektoren b € B mit s(b,b) = 1 unabhéngig von der Wahl der Orthonor-
malbasis (Trigheitssatz von Sylveste@.

Ist s: V x V — R symmetrisch, aber vielleicht nicht regulér, so betrachten
wir das Radikal Vy von s. Sei V' = Vi @ W mit geeignetem W. Auf W ist s
reguldr: Sei ndmlich w € W und s(w,v) = 0 fiir alle v € W. Dann gilt auch
s(w,v) =0 fir alle v € V, also w € Vy. Wegen Vo N W = {0} folgt w = 0. Aus
erhilt man eine Zerlegung V =V, @ VT ® V~. Wir nennen das Tripel
(dim VT, dim V~, dim V) den Indez von s und dim V* —dim V'~ die Signatur
von s. (Die Terminologie in diesem Kontext ist nicht einheitlich.)

Eine regulére Form wird beziiglich einer geeigneten Orthonormalbasis durch
eine Matrix der Gestalt

I 0
Ipq = (Op —L;) n=p+gq

10 James Joseph Sylvester 1814 — 1897
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beschrieben. Es ist (p,q) der Index und p — ¢ die Signatur. Die Gruppe
O(p,q) ={A € GL(n,R) | A'L, ;A = 1,4}

heiflt orthogonale Gruppe dieser Form.

Fiir ¢ = 0 ist O(n,0) = O(n). Ist p = 3, ¢ = 1, so heilt (V,s) Minkowski-
Raur/ﬂ und O(3,1) die Lorentz- Gruppelﬂ Sie regiert die spezielle Relativitéts-
theorie von Einstein™]

Eine symmetrische reelle (n, n)-Matrix P heifit, wie erinnerlich positiv defi-
nit, wenn (x,y) — x! Py ein Skalarprodukt auf dem R™ ist. Jedes Skalarprodukt
auf dem R™ ist von dieser Gestalt, P ist ndmlich die Matrix von s beziiglich
der Standardbasis.

Wir werden nun ein Verfahren angeben, mit dem man rechnerisch entschei-
den kann, ob eine Matrix positiv definit ist. Sei A = (a;;) eine reelle symme-
trische (n,n)-Matrix, und sei A(k) die Untermatrix (a;; | 1 < 4,7 < k). Dann
gilt:

(4.7.4) Satz. Fine reelle symmetrische (n,n)-Matriz A ist genau dann positiv
definit, wenn alle Determinanten det(A(k)) positiv sind.

Beweis. Ist A positiv definit, so gibt es T mit T*AT = I,,, woraus wir sehen,
daB det A positiv ist. Die Matrix A(k) beschreibt ein auf R¥ eingeschriinktes
Skalarprodukt und hat aus demselben Grund eine positive Determinante.
Seien umgekehrt die Determinantenbedingungen erfiillt. Wir betrachten die
durch A auf R™ gegebene Bilinearform. Durch Induktion nach der Dimension
erkennen wir, dafi auf R"~1 x {0} eine positive Form induziert wird. Also ist
der negative Raum null- oder eindimensional. Ware er eindimensional, so wire
det A < 0. |

4.8 Die Lorentz-Gruppe
Wir betrachten ausfiihrlich die symmetrische Bilinearform

s:RZxR? - R, (z,y)— z'Hy,

1 0
H =
0 -1
1 Hermann Minkowski 1864 — 1909

12Hendrik Antoon Lorentz 1853 — 1928
13 Albert Einstein 1879 — 1955

worin
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ist. Wir benutzen die theoretischen Einsichten der fritheren Abschnitte. Die
Form heiflt hyperbolische Form, weil die Menge

H(d) ={z € R? | s(z,z) = d} = {(x1,72) € R? | 2? — 22 = d}

fiir d # 0 eine Hyperbel ist. Die Menge H(0) besteht aus den beiden Winkelhal-
bierenden der Koordinatenachsen und ist die Menge der isotropen Vektoren.
Das Komplement R? \ H(0) zerfiillt in vier Stiicke (Kegel), von denen das
rechte und linke die positiven und das obere und untere die negativen Vektoren
enthélt. Die Kegel werden formelméfig durch

P(+)={(z,y) [z >y >0}, P(=)={(z,y)| -z >yl >0}

N(+) ={(z,y) [y > |z| >0}, N(=) ={(z,y) | =y > [z[ > 0}
beschrieben (P fiir positiv, N fiir negativ).

Wihlen wir als V' den von (1,¢) fiir —1 < ¢ < 1 aufgespannten Raum, so
ist V= der von (¢,1) aufgespannte. Also liegen V* und V=~ spiegelbildlich zu
den isotropen Geraden. Wir erkennen, wie sich bei Anniiherung von VT und
V'~ notwendig isotrope Vektoren ergeben.

Die Isometrien von s werden durch die reellen (2,2)-Matrizen B gegeben,
die der Gleichung B'HB = H geniigen. Sie bilden die Gruppe O(1,1), die wir
die kleine Lorentz-Gruppe nennen wollen. Setzen wir

_ (b1 b2
5= )
so bedeutet BPHB = H das Bestehen der Gleichungen
b —b3=1, b3—b3=—1, biby—bzby=0.

Quadrieren der letzten Gleichung und FEinsetzen der beiden ersten fithrt zu
b? = b3. AuBlerdem sehen wir, da8 diese Quadrate grofergleich 1 sind. Falls
by = by = b ist, erhalten wir die Matrizen

(i\/bgil i\/bzil>

der Determinante 1 und, falls by = —by = b ist, die Matrizen

(¢\/bl;71 j:\/befl) '

der Determinante —1. Wir betrachten den ersten Fall. Es muf8 4> > 1 sein,
damit eine reelle Quadratwurzel existiert. Im Fall b > 1 setzen wir

1
. —1<pB<1

Ji-®
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und erhalten die Matrix

1 e

B(B) = Vi;» V7

Im physikalischen Kontext betrachtet man die Form 2% — ¢?z3 (c¢ die Lichtge-
schwindigkeit). Die Matrizen B(f) sind dann durch

1 Be

Ag)= | Yy Vi

5/ L

1-62 \/1-p2

zu ersetzen. Verwenden wir die Matrix A(5) als Koordinatentransformation
von (z,t)-Koordinaten, so ergeben sich die neuen (z’,#')-Koordinaten als

o z + Bet y t+(8/c)z

Jiop S5

Das ist die berithmte Lorentz- Transformation. Die erste Gleichung wird physi-
kalisch so interpretiert: Der Ursprung des (2/,t')-Systems hat gegeniiber dem

Ursprung des (z,t)-Systems die Geschwindigkeit v = —f¢ (was 2z’ = 0 ent-
spricht). Also ist 3 = —v/c. Damit erhalten wir typische Formeln der speziellen
Relativitatstheorie.

Zuriick zu den Matrizen B(). Die Formel

BB6) =5 (1)

1+ By
wird durch Nachrechnen verifiziert.

(4.8.1) Satz. Die Matrizen B(8) mit —1 < § < 1 bilden eine Untergruppe
SO(1,1)4 von O(1,1). Sie ist isomorph zur additiven Gruppe (R, +).

Bewetis. Wir verwenden die Bijektion

et —e”
'R -1,1 —_—
P _)] ) [7 T — "
Sie geniigt dem Additionstheorem
pla) + p(B)

Pt = T e p(B)

Deshalb ist « — B(p(a)) der gewiinschte Isomorphismus. O
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Die vorstehend benutzte Funktion p ist der tangens hyperbolicus. Er ist Quo-
tient des sinus hyperbolicus sinh(z) = £ (e* —e~") und des cosinus hyperbolicus
cosh(z) = (e” + e~ "). Fiir diese Funktionen gelten die Additionstheoreme

cosh(z + y) = cosh(z) cosh(y) + sinh(x) sinh(y),
sinh(z + y) = sinh(z) cosh(y) + cosh(z) sinh(y)

sowie die Identitéit cosh?(z) — sinh?(x) = 1. Die Matrizen

(1) Co 1) G ) (o )

bilden eine kommutative Untergruppe G von O(1,1) der Ordnung 4; jedes
Element darin hat héchstens die Ordnung zwei (Kleinsche Vierergruppﬂ.

(4.8.2) Notiz. Es gibt einen surjektiven Homomorphismus k: O(1,1) — G
mit dem Kern SO(1,1). Er bildet ein Element xB(3), x € G, auf x ab. Fine
andere Version dieses Homomorphismus ist

* * bl b2 bl b4)
O(1,1) = Z* x Z~, ,— .
(1) (bs b4>H(|b1| ]

Zum letzteren bemerke man die Aquivalenzen:
b1 > 0 & die positiven Kegel werden nicht vertauscht
by > 0 < die negativen Kegel werden nicht vertauscht.
Ferner ist b1b4 > 0 dquivalent zu det = 1.

Die Gruppe O(1,1) besteht aus den vier Stiicken (Zusammenhangskomponen-
ten im Sinne der Topologie) SO(1,1)1, z € G. Welche Bedeutung haben diese
Stiicke? Zunéchst kann man nach der Determinante unterscheiden; die Unter-
gruppe SO(1,1) der Elemente mit Determinante 1 besteht aus zwei Stiicken.
Ferner besteht der Kegel der positiven Vektoren selbst aus zwei Stiicken: dem
Teil mit 1 > 0 und dem mit ;7 < 0. Der positive Kegel wird durch Elemente
von SO(1,1) in sich abgebildet. Die Elemente von SO(1,1)4 bilden alle vier
Stiicke von R? \. H(0) in sich ab. Man kann also die vier Stiicke der Gruppe
durch ihre Vertauschungseigenschaften beziiglich der vier Stiicke von R%~ H(0)
charakterisieren.

Im weiteren vergleichen wir die Gruppen O(2) und O(1,1). Die Matrizen
aus SO(1, 1) lassen sich auch in der Form

cosh(t) sinh(¢)\
<sinh(t) cosh(t)) =L()

14Felix Klein 1849 — 1925
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schreiben. Die Additionstheoreme von sinh und cosh zeigen die Gleichung
L(t)L(u) = L(t + u). Folglich ist

R->SO(1,1)+, tHL(t)

ein Isomorphismus, der iiberdies die Analogie zu den Drehmatrizen zeigt.
Die Funktionen sin, cos, sinh, cosh sind auch fiir komplexe Argumente er-
klart, und es gelten die Eulerschen Formeln

cosh(iz) = cos(z), sinh(iz) = isin(z)
fiir alle z € C.
Die Gruppen
O(2;C) = {A € GL(2,C) | A"A =TI}
0O(1,1;C) ={A € GL(2,C) | A"HA = H}

sind isomorph, weil die zugehorigen Bilinearformen iiber den komplexen Zahlen
isomorph sind. Explizit wird ein Isomorphismus folgendermafien gegeben:

10 1 0
0(2;C) - 0(1,1;C), A (O Z) A (0 Z> .
Bei diesem Isomorphismus wird die Drehmatrix D(iz) auf L(—z) abgebildet
(z € C beliebig). Wir erkennen, dafl die Lorentz-Matrizen L komplexe Formen
der Drehmatrizen D sind: "'Drehungen.’. um einen rein imaginidren Winkel.
Wir beschreiben nun genauer die Struktur der Gruppe O(2; C). Wir haben
die Determinantenabbildung nach Z*. Der Kern ist SO(2;C). Wir setzen fiir
zeC*

utu ) Eu—u)
—5(u—u™t)  F(utut)
Damit gilt:
(4.8.3) Satz. C* — SO(2;C), u— M(u) ist ein Isomorphismus.

Beweis. Durch Nachrechnen bestétigt man, dafl ein injektiver Homomorphis-
mus vorliegt. (Ubrigens, setzt man u = exp(z), so ist M (u) = D(z), und man
ist wieder bei den Additionstheoremen von cos und sin angelangt). Fiir die
Surjektivitéit sieht man zunéchst, dafl man alle Matrizen der Form

(5 a) e

bestimmen muf}. Sodann schreibt man

l=a*+b*=(a+bi)(a—bi)=uv, u=a+bi, v=a—bi
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und 16st nach a und b auf. O

Wir betrachten schliefilich die Gruppen SO(2) und SO(1,1)+ vom dyna-
mischen Standpunkt, indem wir die Bahnen bei der natiirlichen Operation auf
R? beschreiben (die Operation durch Matrizenmultiplikation). Die Bahnen von
SO(2) sind leicht beschrieben: Die konzentrischen Kreise um den Nullpunkt;
der Nullpunkt selbst ist auch eine Bahn. Nun zur anderen Gruppe. Die Glei-

chung
cosh(t) sinh(t) a\  4fa
(sinh(t) cosh(t)) (:ta) —° (:I:a)

zeigt, dafl die Menge der isotropen von Null verschiedenen Vektoren in vier
Bahnen zerfiillt: Die vier Halbgeraden der Menge H(0) \. 0. Die Bahnen durch
nicht-isotrope Vektoren sind Hyperbeléste in den entsprechenden Kegeln, und
zwar besteht jede Hyperbel H(d) aus vier Bahnen (= Asten). Instruktiv ist
es, die Bewegung eines Bahnpunktes bei der Wirkung von L(¢) zu verfolgen,
wenn ¢t von —oo nach oo lduft: Die Punkte kommen aus dem Unendlichen in

der Nidhe der Asymptote y = —x angerast und verschwinden im Unendlichen
in der Nahe der Asymptote y = x.

Die allgemeine Lorentz-Gruppe

Wir betrachten jetzt die allgemeine Lorentz-Gruppe. Sei V' ein n-dimensionaler
reeller Vektorraum und s: V x V — R eine reguldre symmetrische Bilinear-
form vom Index (n — 1,1). Sei ¢: V — R, z — s(z,z) die zu s gehorende
quadratische Form. Das Paar (V,S) heifit n-dimensionaler Minkowski-Raum.
Fiir n = 4 erhalten wir den Raum der speziellen Relativitidtstheorie. Fiir einen
Vektor xz € V fiithren wir die folgenden Bezeichnungen ein:

x raumartig < q(z) >0
x lichtartig < q¢(z)=0
x zeitartig < g(z) <O0.

Diese Terminologie ist natiirlich der Physik entlehnt. Wir haben friither diese
Falle positiv, isotrop und negativ genannt. Ist x zeitartig, so ist das orthogonale
Komplement von z ein (n — 1)-dimensionaler raumartiger Unterraum.

(4.8.4) Notiz. Die Relationz ~y <«  s(z,y) <0 ist eine Aquivalenzrela-
tion auf der Menge der zeitartigen Vektoren. Es gibt zwei Aquivalenzklassen.

Beweis. Reflexivitit und Symmetrie sind klar. Sei also s(z,y) < 0, s(y, z) < 0.
Wir haben s(z, z) < 0 zu zeigen. Ohne wesentliche Einschriankung sei s(y,y) =
—1. Sei N das orthogonale Komplement von y. Dann gibt es Darstellungen der
Form

r=ay+tu, y=py+v
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mit u,v € N und
a=—s(z,y), O=-s(zy)
Wir rechnen
s(z,2) = —a® + s(u,u) < 0
s(z,2) = =% + s(v,v) <0
s(z,2) = —af + s(u,v).

Auf N ist s positiv definit, und wir haben deshalb die Cauchy-Schwarzsche
Ungleichung
s(u,v)? < s(u,u)s(v,v) < B2

Nach Voraussetzung sind « und (3 positiv. Also folgt s(u,v) < «f und damit
s(z,z) < 0.

Ist T(x) die Klasse von z, so gilt fiir jeden zeitartigen Vektor y entweder
s(z,y) < 0 oder s(—z,y) < 0, denn s(x,y) = 0 wiirde y € N bedeuten. Also
gibt es nur die Klassen T'(x) und T'(—z). O

(4.8.5) Notiz. Die Aquivalenzklassen der zeitartigen Vektoren sind konvex.
Beweis. Seien x,y, z in derselben Klasse, und sei ¢ € [0, 1]. Dann gilt

sz, ty + (1 —t)z) =ts(z,y) + (1 —t)s(z, 2) < 0.
Also liegen alle ty + (1 — t)z in der Klasse von z. |

Wir bezeichnen die Klassen mit 7y und 7_ und nennen 74 (7-) den Zu-
kunftskegel ( Vergangenheitskegel).

Die Lorentz-Gruppe O(V,s) von (V,s) ist die Gruppe der Isometrien von
s, das heifit sie besteht aus den Endomorphismen f von V', genannt Lorentz-
Transformationen, mit der Eigenschaft: s(z,y) = s(fx, fy) fir alle z,y € V.
Die Abbildungen f aus O(V, s) bilden also raumartige (lichtartige, zeitartige)
Vektoren wieder in solche ab. Sind ferner x, y dquivalente zeitartige Vektoren, so
auch fz, fy. Die f € O(V, s), die T in sich abbilden, formen eine Untergruppe
O(V, s)+ vom Index 2 in O(V, s), also einen Normalteiler; seine Elemente heiflen
orthochrone Lorentz-Transformationen.

Es gibt eine Orthonormalbasis (Minkowski-Basis) v1,...,v, € V beziiglich
s, das heifit eine Basis mit der Eigenschaft s(vj,v;) = 1 fur j < n —1

und s(vp,v,) = —1. Genau dann ist A = (a;;) die Matrix einer Lorentz-
Transformation beziiglich dieser Basis, wenn AI, ;1 A" = I,,_1; ist, wobei
I,-11 = Dia(1,...,1,—1) ist. Eine Lorentz-Transformation hat die Determi-
nante £1. Wir setzen:
O(’I’L —1, 1) = {A S GL(TL, R) | Aln_l)lAt = n—l,l}
SOn—-1,1) = {A€O(n—-1,1)|detA=1}

Omn-1,1;3 = {Ae€O(n—-1,1)]| A orthochron}
SO(n—1,1)4 SO(n—-1,1)N0(n—1,1)4.
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Wir nennen O(n — 1,1) Lorentz-Gruppe. Als Standardmodell des Minkowski-
Raumes verwenden wir den R™ mit der quadratischen Form q(z1,...,2,) =
22+ -+ 22 _ | — 22. Die Standardbasis ist dann eine Minkowski-Basis.

(4.8.6) Notiz. FEine Matriz (a;;) € O(n — 1,1) ist genau dann orthochron,
wenn an. n < 0 ist. Die Zuordnung (ai;) — Gnn/|ann| ist ein Homomorphismus
e: 0(n—1,1) = Z* mit dem Kern O(n —1,1)4.

Beweis. Der Vektor (0,...,0,1) = e, ist zeitartig. Genau dann ist (a;;) ortho-
chron, wenn Ae,, zu e,, dquivalent ist. Es ist s(e,, Ae,) = —ay,, . Da jedenfalls
Ae,, wieder zeitartig ist, so ist a, , # 0. O

Im Standardmodell setzen wir Ty = {x € R" | ¢(z) < 0, £z, > 0}. Die
Menge @ = {x € R™ | ¢(x) = —1} besteht aus den beiden Stiicken Q1 = {z €
Q | £z, > 1}. Die Lorentz-Transformationen bilden @ in sich ab.

(4.8.7) Satz. SO(n — 1,1); operiert transitiv auf Q4. Die Standgruppe von

en besteht aus den Matrizen (1)) ,AeSO(n—1).

A
0
Beweis. Seien y1,y2 Vektoren aus 4+ und Np, Ny ihre orthogonalen Komple-
mente. Wir haben eine orthogonale Zerlegung beziiglich s

]Ryl J_Nl :Rn:RyQ J_NQ

Auf N7 und Ny ist s positiv definit. Es gilt deshalb eine Isometrie ¢: (N7, s) —
(Nag, s). Diese Isometrie ergéinzen wir durch y; — y2 zu einer Isometrie f des
Minkowski-Raumes. Da y; und ys in Q4 C Ty liegen, ist f orthochron. Hat f
nicht Determinante 1, so dndern wir ¢ um eine Isometrie von (Na, s) mit der
Determinante —1 ab. m|

Der homogene Raum SO(n—1,1),/SO(n—1) ist also zu @4 homdomorph
und Q. ist vermdge der Projektion (x1,...,7,) — (21,...,2,_1) zu R*!
homoomorph.

Wir wollen jetzt noch genauere Information iiber die klassischen Lorentz-
Gruppen O(3,1) und O(2, 1) gewinnen. Dazu benutzen wir ein anderes Modell
des Minkowski-Raumes.

Sei H(2,C) die Menge der komplexen, hermiteschen (2,2)-Matrizen. Eine
Matrix aus H(2,C) hat die Form

A:(Z i), a,ceR, beC.

Die Menge H (2, C) ist ein vierdiemnsionaler reeller Vektorraum. Eine Basis ist

(10 (01 (0 —i (10
n=\o —1)>™7 {1 0/)°m7\i o)°™ \0 1)
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Die Matrizen 71, 79, 73 heilen Pauli-Matrizen. Die Abbildung

qg=—det: H(2,C) — R, (Z Ic)) = 6> — ac

ist eine quadratische Form auf H(2,C). Die zugehorige symmetrische Bilinear-
form ist

1
{o,7) = 5(Sp(oT) = Sp(a)Sp()),
weil fiir jede (2,2)-Matrix o die Relation
Sp(0?) — (Spo)? = —2det o

besteht. Die Form ¢ nimmt auf den Basisvektoren 7, ..., 74 die Werte 1,1,1, —1
an. Also ist (H(2,C), q) ein vierdimensionaler Minkowski-Raum.

Sei A € GL(2,C) und X € H(2,C). Dann zeigt eine leichte Rechnung, dafl
auch AX At € H(2,C) ist. Wir erhalten somit eine lineare Abbildung

Aa: H(2,C) — H(2,C), X — AXA*

und es gilt
AaAp = Ayp.

Ist A € SL(2,C), so zeigt die Produktformel fiir Determinanten die Relation
q(AaX) = ¢(X). Folglich ist dann A4 eine Lorentz-Transformation unseres
Modells.

(4.8.8) Satz. Die Zuordnung A — A4 ist ein surjektiver Homomorphismus
A: SL(2,C) — SO(3,1)4 mit dem Kern {£I}.

Beweis. Wir bestimmen den Kern. Gilt AXA* = X fiir alle X € H(2,C), so
folgt zunichst fiir X = I die Relation AA* = I. Also gilt AX = XA fiir alle
X € H(2,C) und dann auch A(iX) = (iX)A. Ist X hermitesch, so ist iX
schiefhermitesch und umgekehrt. Jede Matrix ist Summe einer hermiteschen
und einer schiefhermiteschen . Also ist A mit allen (2, 2)-Matrizen vertauschbar
und deshalb ein Vielfaches der Einheitsmatrix mit der Determinante 1.
Analoge Uberlegungen lassen fiir den 3-dimensionalen Raum reellen sym-
metrischen (2,2)-Matrizen und die Gruppe SL(2,R) durchfithren. Dieselbe
Form wie oben macht daraus einen dreidimensionalen Minkowski-Raum. Jedes
A € SL(2,R) liefert durch X — AX A" eine Isometrie dieses Raumes. Wir er-
halten einen surjektiven Homomorphismus A: SL(2,R) — SO(2,1); mit dem
Kern +1. O



Kapitel 5

Affine und projektive
Riume

5.1 Affine Riume

Wir beginnen damit, zwei verschiedene Definitionen des Begriffs , affiner Raum*
zu geben.

(5.1.1) Affiner Raum. Ein affiner Raum A = (T X, p, X) iiber dem Kérper
K besteht aus einer Menge X, einem K-Vektorraum 7T X und einer Operation

p:TX xX - X, (v,x)—p,z)=v+z

der additiven Gruppe von T'X auf der Menge X, so daf folgendes gilt: 0+x = =,
(v1 + v2) + ¢ = v1 + (v2 + x). Die Operation ist einfach transitiv; das soll
heiflen: Zu jedem geordneten Paar x1,zs von Elementen aus X gibt es genau
ein v € TX, so daBl p(v,z1) = a2 ist. Die Elemente von X heifilen die Punkte
des affinen Raumes. Die Dimension von T'X wird als die Dimension des affinen
Raumes bezeichnet. <&

(5.1.2) Der Standardraum. Sowohl TX als auch X sind ein Vektorraum V/,
und p ist die Vektorraumaddition. Das Beispiel ist insofern verwirrend, als die
Elemente der Menge V hier zweierlei Funktion haben: Zum einen , Vektoren*
und zum anderen ,, Punkte“ zu sein. &

Die Abbildung t,: X — X, x — v + x hei3t Translation mit v. Die Abbil-
dung a,: TX — X, v— v+ x heiflit Abtragen der Vektoren von x.

Die Abbildungen a, sind bijektiv, weil die Operation einfach transitiv ist.
Sind x1, x5 € X gegeben, so heifit der durch v + 1 = x5 eindeutig bestimmte
Vektor v der Verbindungsvektor v :zﬁg von x1 nach zo. Wir bezeichnen ihn
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auch mit v = x9 —x1; das Minuszeichen ist hierbei nur symbolisch zu verstehen,
denn auf X ist keine Verkniipfung erklért.

In einem affinen Raum iiber R heift die Menge {tv+z; | t € [0,1]}, v =229
die (Verbindungs-) Strecke von x1 nach zo. Eine Teilmenge K C X heifit kon-
ver, wenn sie mit je zwei Punkten auch deren Verbindungsstrecke enthélt. Der
Durchschnitt konvexer Mengen ist konvex. Jede Teilmenge S C X liegt in ei-
ner kleinsten konvexen Teilmenge, der konvezen Hille C(S) von S; das ist der
Durchschnitt aller S enthaltenden konvexen Teilmengen von X; solche gibt es,
weil X konvex ist.

Wir iiblich sagen wir auch: X ist ein affiner Raum; der Vektorraum T'X
und die Operation p werden dann als gegeben unterstellt. Die Bezeichnung T'X
soll an ,, Tangentialraum von X*“ oder an , Translationsraum von X*“ erinnern.

Wir kénnen die Eigenschaften des Verbindungsvektors zu einer zweiten De-
finition eines affinen Raumes benutzen.

(5.1.3) Affiner Raum. Ein affiner Raum ist ein Tripel (X, a,TX), das aus
einer Menge X, einem Vektorraum 7'X und einer Abbildung a: X x X — TX
besteht, so daf gilt:
(1) Fiir je drei Elemente x1,x9,x3 € X ist a(z1, 22) + a(xa, x3) = a(xy, x3).
(2) Fir jedes z € X ist die Abbildung X — TX, y — a(z,y) bijektiv.
Aus (1) folgt, da a(z,x) fir jedes x der Nullvektor ist. Ferner gilt a(z,y) =
—a(y,z). Wir setzen a(zx,y) :@. &

Die Definitionen (5.1.1) und (5.1.3) héngen folgendermafien zusammen.
Ist (TX,p,X) wie in (5.1.1) gegeben, so ist a(x,y) durch 2y definiert. Ist
(X,a,TX) wie in eben, so wird p: TX x X — X durch p(v,z) =y
definiert, wobei y durch a(z,y) = v eindeutig bestimmt ist.

(5.1.4) Beispiel. Sei U Unterraum des Vektorraums V, und sei b € V. Die
Nebenklasse U +b = b+ U = {b+u | u € U} liefert den affinen Raum
(U, p,b+ U) mit der Operation p(u1,b+ us) = uy + b+ us. &

(5.1.5) Beispiel. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen Vektorrium-
en V und W, und sei w € f(V) C W. Dann ist (Kern f, p, f~*(w)) ein affiner
Raum, wobei p wieder durch die Vektorraumaddition in V' erkléirt wird. Dieses
Beispiel ist ein Spezialfall des vorigen. &

(5.1.6) Satz. Sei E ein endlich-dimensionaler Vektorraum und H C FE
ein Unterraum. Sei Exy = {W | W Komplement von H in E}. Die Men-

ge Ey hat eine kanonische Struktur eines affinen Raumes zum Vektorraum
Hom(E/H,H).

Beweis. Sei Pr(E,H) = {f: E — H | f linear, f|H = id} die Menge der
Projektionen auf H. Wir erhalten eine Abbildung

Pr(E,H) — Ey, f— Kernf.
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Diese Abbildung ist bijektiv, denn jedes W € Epy liefert wegen £ = W @ H eine
Projektion E — H mit Kern W. Wir erkldren deshalb die Struktur des affinen
Raumes auf Pr(E, H) statt auf Fg. Sind p1,ps € Pr(E,H), so liegt H im
Kern von p; — po und liefert deshalb eine lineare Abbildung a(p1,p2): E/H —
H € Hom(E/H, H). Es gilt offenbar (1).

Ist ¢ € Hom(E/H, H) und ¢: E — H die Zusammensetzung mit der kano-
nischen Abbildung E — E/H, so ist fir p € Pr(E,H) auch p+ ¢ € Pr(E, H)
und a(p + @,p) = p. Man erkennt (2). |

(5.1.7) Affine Abbildungen. Secien (TX,p,X) = A und (TY,0,Y) = B
affine Rdume zu Vektorrdumen {iber demselben Koérper. Eine affine Abbildung
A — B besteht aus einer Mengenabbildung f: X — Y und einer linearen
Abbildung T(f): TX — TY, so daf} folgendes Diagramm kommutativ ist:

TX x X —2 =X

s |

TY x Y 2=V,

Es ist Tf durch f bestimmt. Ist ndmlich v+ =y fiir v € TX und z,y € X,
so folgt

Tfw)+ f(z) = flv+z)=f(y),

also ist T'f(v) der Verbindungsvektor von f(y) nach f(x). Es ist also das Dia-
gramm

Xx X —>TX

lm le

Y XY —=TY

(mit Daten im Sinne von (5.1.3])) kommutativ. Deshalb nennen wir in diesem
Zusammenhang f affine Abbildung, wenn es eine lineare Abbildung T f so gibt,
daf} das letzte Diagramm kommutativ wird. O

(5.1.8) Satz. Seien X und Y affine Riume, und sei xg € X gegeben. Eine
affine Abbildung f: X — Y st durch den Punkt f(xg) = yo und die lineare
Abbildung Tf: TX — TY wvermdige f(v+ xo) = Tf(v) + yo bestimmt, und zu
gegebenem yo € Y und linearer Abbildung o: TX — TY wird durch f(v+xo) =
a(v) + yo eine affine Abbildung definiert.

Beweis. DaTX — X, v — v+xq bijektiv ist, so liefert die Formel f(v+xq) =
a(v) 4+ yo jedenfalls eine Abbildung f: X — Y. Sei 1 = v+ 29, u € TX. Dann
gilt

flu+z1)=flu+v+ax0) =a(u+v)+yo
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Tf(u) + f(z1) = afu) + f(v+20) = (u) + a(v) + 9o
und damit die gewiinschte Kommutativitat. O

Ein affines Koordinatensystem (xo;v1,...,v,) von X besteht aus einem
Punkt 29 € X (dem Ursprung) und einer Basis (v1,...,v,) von TX.

In affinen Rdumen X kann man in geeigneter Weise mit Punkten rechnen.
Das fithrt zu den baryzentrischen Koordinaten (Schwerpunkt-Koordinaten). Sei
(TX,p,X) ein affiner Raum mit einem K-Vektorraum T'X der Dimension n.
Seien pg,...,pr aus X und Aq, ..., s aus K mit der Summe \g+---+ X\ =1
gegeben. Mit

(1.1) Aopo +Aip1+ -+ \pr =p

bezeichnen wir den durch

(1.2) M(p1 —po) + -+ Me(pr — po) + po

definierten Punkt. Hier sind wiederum p; — po Verbindungsvektoren. Formal

ergibt sich (1.2) aus (1.1), indem Ay durch 1 — Zle A; ersetzt wird. Wenn
statt po ein anderer der Punkte p; ausgezeichnet wird, ergibt sich nach der
Vorschrift (1.2) dasselbe Element. Diese und #hnliche Aussagen beweist man
am besten, indem man den affinen Raum in einen Vektorraum einbettet, wie
es im folgenden erldutert wird.

Sei ap: TX — X, v v+ z. Wir betrachten die Einbettung
ap: X - TXOK, zw (a;'(2),1)=(z—a,1).

Sei L(y,z): TX ® K — TX @ K der lineare Automorphismus, der auf TX die
Identitét ist und (0,1) € TX x K auf (r —y, 1) abbildet. Dann gilt L(y, x)d, =
d,.

Durch «, wird X auf die Hyperbene TX x {1} von TX @& K abgebildet.
Ist >°A; = 1 und sind po,...,pr € X, so liegt > \jo,(p;) im Bild von ay,
hat also die Form a,(p) fiir ein p € X, das mit >_ A;p; bezeichnet werde. Fiir
jedes y € X gilt dann auch ) Aja;(p;) = ay(p), so daf die Definition von p
unabhéngig von der Wahl von z ist. Mit anderen Worten: Der Punkt

k
Zo A(pj —x) + =, fiir Z?:o Aj=1
=

ist unabhéngig von der Wahl von z. Wir nennen ) \;p,; den Schwerpunkt der
Do, - - -, P beziiglich der Gewichte Ag, ..., g. Sind pg, p1,p2 drei Punkte der
reellen affinen Ebene, versehen mit der Masse 1, so ist

. +1 +1 —1( +p1+p2)
3p0 3p1 3p2—3p0 P1 T P2
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der gewohnliche Schwerpunkt. Ferner ist %po + %pl der Mittelpunkt der Strecke
von pg nach p;.

b2

. %po + %Pl + %pz

%Pl + %pz

Po P1

Fiir die Schwerpunktrechnung gilt ein Assoziativgesetz.

(5.1.9) Satz. Sei I =1, U...U I eine disjunkte Vereinigung einer endlichen
Menge I. Seien (p; | i € I) Punkte aus dem affinen Raum X . Seien (p;(k) | j €
Iy) Skalare mit 3° o, pj(k) = 1. Seien Ai,..., As Skalare mit 375, \i = 1.

Dann gilt
i M jer, i (D)pg) = 32, 5 Nt (D)py-
Beweis. Anwendung einer Abbildung «,. |

Die Schwerpunkte kénnen zur Koordinatenbeschreibung eines affinen Rau-
mes X dienen. Sei X n-dimensional. Wir nennen k + 1 Punkte py, ..., py aus
X unabhdngig, wenn die Vektoren p; — po, ..., pr —po in T'X linear unabhéngig
sind.

(5.1.10) Satz. Die Punkte po,...,pr sind genau dann unabhdngig, wenn die
Abbildung

o: {()\o,---,)\k) € KM | Zf:o Ai = 1} =X, Ao,y M) ZLO AiDi
injektiv ist.
Beweis. Seien die Punkte unabhingig. Es ist

Z?;o Aipi = Zfﬂ Xi(pi — po) + po-

Die Zusammensetzung von ¢ mit dem Inversen von a4, ¢ = po, ist

()\0, ey >\k) — Zle Al(pl 7])0).
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Diese Abbildung ist wegen der linearen Unabhéngigkeit der p; — po injektiv,

denn die Aq,..., A; sind beliebig und A\g ist durch ij =1 — Zle A; bestimmt.

Da a;la injektiv ist, so auch o. Analog folgt aus der Injektivitdt von o die
Unabhéangigkeit der Punkte. O

Wir nennen (po, ..., pn) ein affines Koordinatensystem des n-dimensionalen
affinen Raumes X, wenn diese Punkte unabhéingig sind. Jeder Punkt p € X
besitzt dann genau eine Darstellung p = Agpg + « -+ + Appp mit Ag + -+ +
An = 1. In einer solchen Darstellung heiflen (Ag,...,\,) die baryzentrischen
Koordinaten von p beziiglich (po, ..., pn)-

(5.1.11) Satz. Sei X ein affiner Raum dber den reellen Zahlen. Die konve-
xe Hiille einer Menge {po,...,pr} C X besteht aus allen Punkten der Form

Zf:() /\ipi mit /\z Z 0 und Zf:o )\i =1.

Beweis. Die genannte Menge enthélt alle p; und ist nach konvex. Durch
Induktion nach £ zeigt man, dafl jede {py,...,p¢} enthaltende konvexe Menge
auch alle Punkte Zf:o Aip; mit A\; > 0, Ef:o A; = 1 enthilt. Fiir £ = 1 ist das
die Definition der Konvexitét. Der Induktionsschritt beruht fiir Apy; # 1 auf
der Gleichheit

A A
A(;+"'+;pe>+(1—>\)pe+1

mit A= Mg+ -+ A O

Sind py, . . ., pr unabhingig, so heifit ihre konvexe Hiille das von {po, ..., pr }
aufgespannte k-Simplex (k = 2 Dreieck, k = 3 Tetraeder).

Wir erwahnen noch: Seien X und Y affine Rdume zu Vektorrdumen iiber
demselben Korper K. Eine Abbildung f: X — Y ist genau dann affin, wenn
fiir po,...,pr € X und Ao, ..., Ay € K immer f(X\;p;) = 3\, f(p;) gilt.

5.2 Projektive Riume

Der projektive Raum P(V) des Vektorraums V iiber dem Koérper K ist die
Menge aller eindimensionalen Unterrdume von V. Ist V' n-dimensional, so ord-
nen wir P(V) die Dimension n — 1 zu. Ist V nulldimensional, so gibt es keine
eindimensionalen Unterrdume, deshalb ist P(V) die leere Menge; sie bekommt
die Dimension —1. Ist V' eindimensional, so ist P(V') ein Punkt. Die Elemente
von P(V) heilen Punkte. Ist U C V ein Unterraum, so ist P(U) C P(V) ein
projektiver Unterraum. Fiir Uy, Uy in V gilt P(Uy) = P(Us) genau dann, wenn
U1 = U2 ist.

Wir geben eine zweite Beschreibung von P(V') an. Sei p € P(V) und v € p
ein von Null verschiedener Vektor der Geraden p C V. Dann besteht p aus
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den skalaren Vielfachen von v, es ist p der von v erzeugte Unterraum, p = [v]
geschrieben. Fiir Vektoren v, w € V \ 0 ist genau dann [v] = [w], wenn fiir
ein A € K* = K \ 0 die Relation v = Aw besteht. Deshalb betrachten wir auf
V 0 die Aquivalenzrelation:

v~w <& esist v=M firein e K*.

Die Menge der Aquivalenzklassen kann mit P(V) identifiziert werden, indem
der Klasse von v das Element [v] € P(V) zugeordnet wird. Wir nennen

VN {0} - P(V), v [v]

die kanonische Abbildung.
Ist V=K"" und 0 # 2 = (20, ..., 2,), so schreiben wir

(2] = [20,...,2n] = [wo: 21 : ... 2] € P(K™)

und bezeichnen die z; als die homogenen Koordinaten von x. Sie sind definiti-
onsgeméf} nur bis auf einen gemeinsamen Faktor bestimmt.

Wir wollen nun erldutern, in welcher Weise der n-dimensionale projektive
Raum als Vervollstiandigung eines n-dimensionalen affinen Raumes verstanden
werden kann.

Sei U C V eine Hyperebene und H = P(U) C P(V) die zugehorige pro-
jektive Hyperebene. Sei A = P(V) ~ H. Wir wihlen a € V \ U aus. Dann gilt
V =[a] @ U. Mit dieser Zerlegung lassen sich die Punkte aus A als die Punkte
[Aa,u], A # 0, u € U beschreiben. Da aber [Aa,u] = [a, \"1u] ist, konnen wir
die erste Komponente zu a normieren. Wir erhalten deshalb eine Bijektion

pua:U—a+U—A, ur—a+u— [a+ul.

Durch Wahl von a wird also A mit einem affinen Unterraum zum Vektorraum
U identifiziert. Wir nennen py, die Kartenabbildung von P(V') zu (U, a), ferner
A den affinen Raum zur Hyperebene H und H die unendlich ferne Hyperebene
von A.

Eine invariantere Beschreibung der Karte zur Hyperebene U 148t sich fol-
gendermaflen geben. Sei wie in Vi die Menge der zu U komplementiren
eindimensionalen Unterrdume von V. Ein solcher Unterraum ist genau dann
komplementér, wenn er nicht in U enthalten ist. Also ist Viy = P(V) ~\ P(U).
Wir haben in gesehen, da8 V;; kanonisch ein affiner Raum zum Vektor-
raum Hom(V/U,U) ist.
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[a]
’ ‘ /

I

a+U

Fiir den projektiven Raum P(K"*1) haben wir n + 1 affine Hyperebenen,
die durch Nullsetzen jeweils einer Koordinate erhalten werden. Sei

U, = {[l‘o,...,l‘n] ‘ x; 75 0} C P(Kn+1).

Die Bedingung x; # 0 ist unabhéingig von der Wahl des Représentanten in der
Aquivalenzklasse [z, ..., x,]. Wir erhalten zueinander inverse Bijektionen

Zo Ti—1 Ti41
UiHKn, [’JJ(),...,IEn]H(,... goen

b b
Zq T Zq
n
K" = U, (a1,...,6p) = [a1,...,0-1, 10541, .

Die erste Abbildung ist wohldefiniert, weil sich der frei verfiighare gemeinsame
Faktor herauskiirzt. Die U; iiberdecken P(K"*1), das heifit P(K"*!) ist die
Vereinigung der Mengen Uy, ..., U,.

Gehen wir umgekehrt von einem Vektorraum U aus und mochten diesen als
affinen Raum eines projektiven Raumes realisieren, so bilden wir V = K & U
und wéhlen H = P(U) als unendliche ferne Hyperebene und a = (1,0). Dann
haben wir wie eben Bijektionen

U—-{1} xU—-PV)~PU), uw[1,ul.
Wir wollen jetzt die Geometrie von U und P(V') vergleichen. Es gilt:

(5.2.1) Satz. Es gibt eine kanonische Bijektion zwischen den Mengen:
(1) k-dimensionale affine Unterrdume von 1 x U.
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(2) k-dimensionale projektive Unterriume von P(K @U), die nicht in P(U)
enthalten sind.

Die Bijektion wird durch r: P(W) +— W N (1 x U) gegeben.

1 X Ueifoorn

L=WnU

Beweis. Sei W ¢ U = {0} x U. Dann gibt es in W ein Element mit erster
Komponente 1, etwa x, und damit ist {1} x U =z +U. Es folgt WN (1 xU) =
Wn(z+U)=xz+WnU. Nach der Dimensionsformel ist

dim(WNU) =dimW +dimU — dim(W ¢ U) = dim W — 1,

weil W @ U =V die Dimension n + 1 hat.

Sei umgekehrt = + L ein k-dimensionaler affiner Unterraum in 1 x U mit
zugehoriger Richtung L C U. Dann ist W = [z] 4+ L ein (k 4 1)-dimensionaler
Unterraum von V, denn L C U und =z ¢ U. Es ist fir x — y € L auch
[z] + L = [y]+ L, so daBB W nicht von der Auswahl von = zur Beschreibung von
x + L abhéngt. Wir konnen deshalb eine Abbildung in der umgekehrten Rich-
tung durch s: x + L — P([z] + L) definieren. Es handelt sich um die Umkehr-
abbildung zu r: P(W) — WN(1xU). Es ist ndmlich ([z]+L)N(1xU) =a+L
nach Konstruktion, also rs = id.

Umgekehrt: P(W) —» WN (1 xU)=a2+WnNU — P(z] + WNU); es
st WNU ¢ [z] + WNU C W, also wegen dim(W NU) = dimW — 1, gilt
dim([z] + WNU) =dimW, also [z] + WNU =W. ]

Einen eindimensionalen projektiven Unterraum P(U) von P(V) nennen wir
projektive Gerade, einen zweidimensionalen projektive Ebene. Wir schreiben
auch

KP" = P"(K) = P(K"),

um die Dimension zu kennzeichnen.
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Wir konnen jetzt einsehen, daf in einer projektiven Ebene P? je zwei ver-
schiedene Geraden genau einen Schnittpunkt haben. Sei

P? = P(V) > P(Uy), P(Us), P(Ur) # P(Us)

und gelte dim U; = dim Us = 2. Wegen Uy # Uy ist Uy + Us = V und deshalb
nach der Dimensionsformel dim(U; N Us) = 1. Folglich ist P(Uy) N P(Usz) =
P(Uy NUs) ein Punkt.

Ebenfalls lassen sich je zwei verschiedene Punkte pi, ps € P? durch genau
eine Gerade verbinden. Ist p; = P(U;), dimU; = 1, so ist Uy & Us zweidimen-
sional und L = P(U; & Us) die gewiinschte Gerade.

In diesem Zusammenhang wird der Begriff , parallel“ ein relativer Begriff:
Nach Auszeichnung einer Geraden H in KP? als ,unendlich fern“ sind zwei
affine Geraden in der affinen Ebene A = KP? \ H genau dann parallel, wenn
sie sich in H schneiden. Die Wahl der Geraden H markiert einen Standpunkt.
Die projektive Ebene umfafit viele affine Ebenen. Es stellt sich heraus, dafl
man Aussagen iiber das Schneiden und Verbinden affiner Unterrdume besser
im vollstdndigen projektiven Raum untersucht.

Die analytische Geometrie beschreibt geometrische Figuren als Teilmengen
von Vektorrdumen.

Eine Teilmenge M des K™ 143t sich oft als Nullstellenmenge einer Gleichung
gewinnen:

M =A{(z1,...,zn) | f21,...,2,) =0}

mit einer geeigneten Funktion f: K™ — K. Fiir den projektiven Raum
kénnen wir, mit einer Vorsichtsmafinahme, ebenso vorgehen: Die (n + 1)-Tupel
(zo,...,2n) und (Axg,..., Ax,) beschreiben fir A € K* denselben Punkt in
KP". Aus diesem Grunde betrachten wir Funktionen f: K"t! — K, bei de-
nen f(xo,...,2,) =0 und f(Axo,...,Az,) = 0 gleichwertige Relationen sind.
Diese Forderung wird durch die sogenannten homogenen Funktionen erfiillt: f
heifit homogen vom Grad k € N, wenn fiir A € K*

FOzo, ... zn) = N f(xo, ..., z)
gilt. Fiir eine homogene Funktion f: K"t! — K ist also
{[IQ,...,In] € P(K’ﬂ+1) | f(.fCo,...,I’n) = 0}

eine wohldefinierte Teilmenge des Raumes P(K"*1). Typische Beispiele fiir
homogene Funktionen vom Grad k sind die homogenen Polynome vom Grad k

p(zo, ..., xy) = Z alio, - yin)Tl ... xle
io+-Fin=~k

mit Koeffizienten a(ig, .. .,4,) € K, zum Beispiel die homogenen quadratischen
Polynome

n
q(I(), ceey xn) = Z Aij T35

i,j=0
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Betrachten wir den affinen Teilraum Uy C P(K™*!) und die Bijektion
po: K™ — Uy C P(K™™), (21,...,2,) = [L,21,...,2,].

Die Teilmenge Uy N {[zo,...,zn] | ¢(x0,...,2,) = 0} wird vermége py zu
einer Teilmenge von K". Sie erscheint als Nullstellenmenge der Gleichung
f(z1,...,2,) =0, wobei

n n
f@r,.mn) = q(Lay,. o xn) = Y agzizg + Y (ao + aio); + ago.
ij=1 i=1

Wir sehen deshalb, daf} die sogenannte projektive Quadrik
Qq = {lz0,...,2n] | g(z0,...,2,) =0}
als Vervollstindigung der affinen Quadrik

Qf ={(z1,...,zn) | f(z1,...,2,) =0}

erscheint; gewisse unendlich ferne Punkte werden hinzugehiigt.

Betrachten wir als Beispiel Ellipse, Parabel und Hyperbel. Der Grundkérper
sei der Korper der reellen Zahlen. Wir schreiben die affinen und die zugehéorigen
homogenen Gleichungen nebeneinander:

I: 22+25-1 = 0 wi+ai—a = 0
II: 22—23-1 = 0 w3 —a2i—a2f = 0
III: 22215 = 0 3 —2rgzy = O.

Die eventuell hinzugefiigten unendlich fernen Punkte [zg, z1, 23] erhalten wir
durch die Bedingung 2o = 0. Im Fall T fiihrt das zu z? + 23 = 0, also zu
21 = x9 = 0. Das Tripel [0,0,0] ist aber nicht erlaubt, d. h. die unendlich
ferne Gerade hat einen leeren Schnitt mit der projektiven Quadrik, der Kreis
ist schon projektiv vollstindig. Im Fall II erhalten wir 7 — 3 = 0. Dazu
gehoren zwei Punkte im projektiven Raum: [0, 1, 1] und [0, —1, 1], denn alle Lo-
sungen (1, z2) = (a,%a), a # 0, fithren zu diesen Punkten. Die Hyperbel wird
durch zwei Punkte im Unendlichen vervollstindigt. Die beiden Asymptoten
schneiden dort die unendlich ferne Gerade. Im Fall I1I erhalten wir 23 = 0, also
einen Punkt im Unendlichen [0, 0, 1].

Ellipse, Parabel und Hyperbel sind, projektiv betrachtet, dieselben Objekte,
sie ,erscheinen® nur verschieden, je nach Lage der unendlich fernen Geraden
zur projektiven Quadrik.

5.3 Projektivititen

Eine bijektive lineare Abbildung a: V' — V bildet einen eindimensionalen Un-
terraum v C V wieder auf einen solchen ab. Deshalb wird eine projektive Ab-
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bildung, auch Projektivitdt genannt, induziert:
P(a): P(V) = P(V), v a(v),

die auch [v] — [a(v)] geschrieben wird. Die Gesamtheit dieser Selbstabbildun-
gen ist eine Gruppe P Aut(V'). Der Homomorphismus

P: Aut(V) - PAut(V), o+~ P(a)

ist surjektiv. Falls P(a) = id ist, so gilt fir jedes v € V ~ {0} sicherlich
a(v) = A(v)v, mit einem A\(v) € K. Wir zeigen, da§ A\(v) von v unabhéngig ist.
Seien v, w linear unabhéingig. Dann ist

av+w)=Av+w)v+ Av+ww, alv)+a(w)=Av)v+ MNw)w,

und durch Koeffizientenvergleich folgt A(v) = A(w). Der Kern P~!(id) von P
besteht also aus den Vielfachen der Identitdt. Fiir V = K"T! schreiben wir
PGL(n+1,K) = P Aut(K"1).

Die Elemente der projektiven Gruppe PGL(2, K) sind von der Form
[20, 21] — [azo + bz1, cz0 + dz1],

wobei die Determinante ad — be # 0 ist. Falls czg + dz1 # 0 und 21 # 0 ist und

az+b
cz+d’

die affine Gerade {[2,1] | z € K} C K P! betrachten, so ist eine Projektivitit

eine gebrochen-lineare Abbildung z — ijrrs

Der Punkt z € K, fiir den ¢z +d = 0 ist (solche gibt es nur, falls ¢ # 0 ist),
wird auf den unendlich fernen Punkt abgebildet. Die ,,Division durch 0“ erhélt
also in diesem Zusammenhang eine Sinnzuweisung. Der unendlich ferne Punkt
selbst wird auf a/c abgebildet. Das entspricht fiir K = R dem aus der Analysis
Geléufigen,

wir z = 2¢/2; setzen, so ist der Punkt rechts gleich 1] Wenn wir also

. az+b  a
lim = —.
z—oo cz +d c

Die projektiven Réume und Projektivitdten haben etwas mit Projektionen
zu tun (daher der Name). Betrachten wir als Beispiel die Zentralprojektion «
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von einem Punkt P € R? einer Geraden A auf eine Gerade B.

Wenn sich der Projektionsstrahl S der Geraden Sy ndhert, wandert o(z) ins
Unendliche, der Punkt Py wird auf den unendlich fernen Punkt von B abgebil-
det. Umgekehrt erscheint P, € B als Bild des unendlich fernen Punktes von
A. Wie sieht die Abbildung « formelméflig aus?

Sei, der Einfachheit halber, A die y- und B die z-Achse. Sei P = (a,b). Die
Gerade durch (a,b) und (0, z) ist {t(a,b— )+ (0,z) | t € R}, und sie trifft die
x-Achse im Punkt (-2%-,0). Also ist a die gebrochen-lineare Abbildung

z—b?

und somit eine Projektivitdt im oben definierten Sinne.

Ein k-Tupel von Punkten [vq],...,[vk] aus P(V) heiit unabhingig (oder,
in allgemeiner Lage), wenn die Vektoren vy,...,v; in V linear unabhiingig
sind. Unabhiingige k-Tupel spannen einen (k — 1)-dimensionalen projektiven
Unterraum auf; er ist der kleinste, in dem sie alle liegen. Ist dim P(V) = n,
also dimV = n + 1, so heifit ein (n + 2)-Tupel (po,p1,-..,Pn+1) von Punkten
in P(V) ein projektives Koordinatensystem, wenn je n + 1 Punkte unabhéingig
sind. Diese Terminologie wird durch den folgenden Satz gerechtfertigt.

(5.3.1) Satz. Sind pg,...,Pnt1 und qo, - .., qni1 projektive Koordinatensyste-
me von P(V'), so gibt es genau eine Projektivitit P(«), die p; auf q; abbildet
(G=0,....,n+1).
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Beweis. Wir wéhlen eine Basis e, . .., e, von V und setzen e,,+1 = eg+- - -+eé,.
Dann sind je n + 1 der Vektoren ey,...,e,11 linear unabhéngig, es liegt also
ein projektives Koordinatensystem vor.

Existenz von P(a) mit P(«)(p;) = [e;]. Da die po, ..., p, unabhéngig sind,
gibt es eine Basis vg,...,v, von V mit [v;] = p; fir j = 0,...,n. Es gibt
ferner eine lineare Relation v,41 = Agvg + -+ + Ayvp. Kein A; ist Null, weil
je n+ 1 der Vektoren vy, ..., v,4+1 linear unabhingig ist. Wir kénnen deshalb
auch wyg = Agvo,...,w, = Apv, als Basis verwenden. Dann gilt [w;] = p,
und [wo + -+ + wy] = [Upg1] = Pnt1. Sei a: V. — V der durch a(w;) = e,
fir j € {0,...,n} bestimmte lineare Automorphismus. Er bildet dann auch
a(wpy1) auf e,y ab, und folglich hat P(«) die gewiinschten Eigenschaften.
Analog kann man die g; auf die e; abbilden und dann durch Zusammensetzung
die p; auf die g;.

Eindeutigkeit. Sei P(a)le;] = [e;] fur alle j. Es gilt dann a(ej) = Aje;
fir 5 = 0,...,n und deshalb a(e,+1) = A€o + ... + Anen. Andererseits ist

a(ent1) = Aepr1 = Aeg+. ..+ Aey,. Folglich ist \g = ... = A\, = A und deshalb
P(a) die Identitiit. O
Ist po, . . ., pnt1 ein projektives Koordinatensystem von P(V') und ey, ..., e,

die Standardbasis von K"*1, so gibt es genau einen projektiven Isomorphismus
P(a): P(V) — P(K™),  p; — [ej]

fir j =0,...,n+ 1. Jedem [z] = [2,...,7,] € P(K""!) entspricht genau ein
Punkt P(V), und in diesem Sinne ist py, ..., pn+1 ein Koordinatensystem.

Wir betrachten speziell den Fall dim P(V) = 1, dim V' = 2. Der zugehérige
Standardraum P(K?) ist K U{oo}, wobei K = {[1,k] | k € K} und oo = [0, 1].
Wir setzen

[eo] =[1,0] =0, [e1] =1[0,1] =00, [ea] =[1,1] =1.

Sind pg, p1, p2 paarweise verschiedene Punkte in P(V'), so bilden sie ein projek-
tives Koordinatensystem. Es gibt deshalb genau einen Isomorphismus

P(a): P(V) = P(K?), p; = [ej].

Ein vierter Punkt p € P(V) wird dabei auf ein eindeutig bestimmtes Element
P(a)(p) € P(K?) = K U {oo} abgebildet. Wir schreiben

P(a)(p) = D(p07p17p27p) eEKU {OO}
und nennen dieses Korperelement (eventuell co) das Doppelverhiltnis des Qua-

drupels (po, p1,p2,p). Es laBt sich ndmlich in der folgenden Weise ausrechnen
(was dann den Namen erkliirt).
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Sei V = K? und also P(V) = K U{co}. Die gebrochen-lineare Transforma-
tion
P—Po  P2—Po
pP—p1 p2—p1
bildet po, p1, p2 auf 0, 00, 1 ab und ist deshalb das gewiinschte P(«a). Fiir p; = o0
muf} man die Formel (richtig) interpretieren. (Es gibt verschiedene Vereinbarun-
gen fiir das Doppelverhéltnis. Alle Permutationen der vier Variablen kommen
vor.) Nach unserer abstrakten Definition des Doppelverhéltnisses ist es auch fiir
den Fall definiert, dafl p einer der Punkte pg, p1,p2 ist. Das Doppelverhéltnis
ist invariant gegeniiber Projektivititen. Hier noch eine Aufgabe:

KU{o} - KU{x}, p—

(5.3.2) Satz. Die Projektivititen von P(K x V'), die die unendlich ferne Hy-
perebene H = P(V') in sich abbilden, bilden eine zur affinen Gruppe von V
isomorphe Untergruppe. O



Kapitel 6

Normalformen

Wird ein Endomorphismus f eines Vektorraumes V beziiglich zweier Basen
durch Matrizen A und B beschrieben, so besagt die Basiswechselformel, dafl
eine invertierbare Matrix S existiert, mit der die Relation A = SBS™! gilt,
die Matrizen also konjugiert sind. Das Normalformenproblem besteht darin, in
der Konjugationsklasse einer Matrix eine moglichst einfache zu finden und die
Konjugationsklassen durch geeignete Daten, die man aus der Matrix ablesen
kann, zu charakterisieren.

6.1 Zyklische Endomorphismen

Ist U ein f-stabiler Unterraum von V und v € U, so liegen alle Vektoren
v, f(v), f2(v),...in U. Fiir jeden Vektor v € V ist die lineare Hiille der Vektoren
v, f(v), f2(v), ... ein f-stabiler Unterraum L(v, f).

Das Paar (V, f) heile zyklisch und f ein zyklischer Endomorphismus, wenn
es einen Vektor v € V so gibt, dal V' = L(v, f) ist. Wir untersuchen zunéchst
zyklische Endomorphismen als Bausteine fiir allgemeine.

Wir setzen v; = f7(v). Die Familie der v; ist linear abhingig, da V end-
lichdimensional ist. Sei n minimal gew&hlt, so dafl v,, von vy, ...,v,_1 linear
abhéngig ist. Dann besteht eine Relation

Up + @1Up_1 + -+ + apvg =0, a; € K.

Der Vektor v,, kann darin durchaus der Nullvektor sein. Aus der Relation folgt
durch Induktion nach k, daf§ alle v,qy fir £ > 0 in dem von wvg,...,v,-1
erzeugten Unterraum liegen. Die Menge dieser Vektoren ist aber auch linear
unabhéngig, da eine echte lineare Relation der Minimalitdt von n widerspréche.
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Damit haben wir in {vg, ..., v,—1} eine Basis von L(v, f) gewonnen. Die Matrix
von f beziiglich dieser Basis ist

0 —an

1 0 —Qp—1
0 —as9
1 —aq

Die letzte Spalte ist kenntlich. Unterhalb der Hauptdiagonale stehen Einsen.
Alles andere sind Nullen.

(6.1.1) Notiz. Das charakteristische Polynom der Matrixz der vorigen Matriz
151
2"+ az" P+t an_1x + an.

Bewets. Induktion nach n mittels Entwicklung nach der ersten Zeile. a

Die Relation schreiben wir in der Form (mit f° = id)
(f"+af" '+ +anf2)(v) =0.
Sie besagt: v liegt im Kern des Endomorphismus
fraft 4 tan

Durch wiederholte Anwendung von f sehen wir, daf} alle Vektoren v; im Kern
dieses Eondomorphismus liegen. Also handelt es sich um die Nullabbildung.

6.2 Nilpotente Endomorphismen

Der einfachste Fall des Vorhergehenden liegt vor, wenn v, = 0 ist. Dann gilt
f™ = 0. Wir nennen f nilpotent, wenn fiir ein N € N die Relation f¥ = 0
besteht. Ist f nilpotent und v € V, so gibt es eine kleinste natiirliche Zahl k
derart, daB f¥~1(v) # 0 aber f*(v) = 0 ist. Wir nennen k die Stufe von v
beziiglich f.

(6.2.1) Satz. Sei f nilpotent, w € V ein Vektor mazimaler Stufe und U ein
beziiglich Inklusion maximaler f-stabiler Unterraum mit L(w, f)NU = 0. Dann
gilt V="Llw, f)eU.

Beweis. Zu zeigen ist, dafi L(w, f) und U zusammen den Raum V erzeugen.
Andernfalls gibt es ein v ¢ L(w, f) + U. Es gibt ein kleinstes j, so da f7(v)
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in L(w, f) + U liegt, da ja £~ (v) = 0 jedenfalls darin liegt. Indem wir v durch
77 (v) ersetzen, erhalten wir einen eventuell neuen Vektor v, der nicht in
L(w, f) + U liegt, wohl aber dessen Bild bei f. Somit gilt

fw) = w+ f(w')+u, uwelU w' elL(w,f),

weil w, f(w), ..., f*'(w) eine Basis von L(w, f) ist und deshalb jeder Vektor
von L(w, f) die angegebene Form Aw + f(w’) hat. Nach Voraussetzung iiber
k hat v hochstens die Stufe k, also f(v) hochstens die Stufe k — 1. Da aber
L(w, f) + U wegen L(w, f) NU = 0 eine direkte Zerlegung in f-stabile Un-
terrdume ist, so ist die Stufe von f(v) mindestens gleich der von Aw + f(w’).
Also mufl A\ = 0 sein.

Ausv—w' € L(w, f)+U wiirde v € L(w, f)+U folgen; also liegt v/ = v—w’
nicht in L(w, f) + U. Es gilt f(v') = f(v) — f(w') = u € U. Folglich ist
L(v', f) + U ein f-stabiler Unterraum, der grofler als U ist. Es gilt aber auch

L(w, f) N (L', f) + U) =0,
denn sonst gibe es w1 € L(w, f) von der Form
wy=u+M, AX£A0, ucU,

und dann wiére

v = %(wl —u) € Llw, f) + U,

was wir oben schon ausgeschlossen hatten. Damit haben wir einen Widerspruch
zur Maximalitdt von U erhalten. m|

Indem wir den vorstehenden Satz induktiv anwenden, erhalten wir den fol-
genden Struktursatz fiir nilpotente Morphismen:

(6.2.2) Satz. Sei f: V. — V nilpoten. Dann gibt es eine direkte Zerlegung
von V in f-stabile zyklische Unterrdaume V =V, & --- @ V... Wihlen wir die
Bezeichnungen so, daf$ immer n; = dimV; > nj1 = dimVj4q > 0 gilt, so ist
(n1,...,n,) durch f eindeutig bestimmit.

Beweis. Die Existenz folgt induktiv aus dem vorigen Satz. Die Anzahl r ist
die Dimension des Kerns von f. Die Anzahl der Summanden mit ngs > j ist
die Anzahl der zyklischen Summanden einer entsprechenden Zerlegung von

fr P V)= V). =
Wir bemerken zur Abrundung noch:
(6.2.3) Satz. Ein Endomorphismus f: V — V eines n-dimensionalen Vek-

torraumes ist genau dann nilpotent, wenn sein charakteristisches Polynom x™
15t.

Beweis. Aus (6.1.1) und (6.2.2)) entnehmen wir, daf} ein nilpotenter Endomor-
phismus das angegebene Polynom hat. Die Umkehrung folgt mittels (3.4.5). O
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6.3 Jordansche Normalform

Sei f: V — V ein Endomorphismus und A ein Eigenwert von f. Fiir die Rdume
Vi) = Kern (f — M) gilt Vi(X) € VL)), (Wir schreiben f — X\ anstatt
f — A -id.) Es gibt deshalb ein minimales k¥ > 1, so daf} fiir alle [ > k die
Gleichheit VF(X) = V!()) gilt. Diesen Raum bezeichnen wir mit Vy und nennen
ihn den wverallgemeinerten FEigenraum von f zum Eigenwert A oder den A-
primdren Raum von f. Aus der Konstruktion folgt sofort:

(6.3.1) Notiz. Die Riume V'(X\) sind f-stabil. O

Auf V) ist f — A = g nilpotent. Die direkte Zerlegung von V) nach Satz
(6.2.2)) in g-stabile zyklische Unterrdume ist dann auch eine in f-stabile Rdume.
Nach (6.1.1) hat f = g + A in jedem g-zyklischen Summanden eine Matrix der

Form
A

1 A
1 A
auf der Diagonalen steht immer A, darunter jeweils eine 1, der Rest sind Nullen.
Eine Matrix dieser Form heifit Jordan-Matriz und eine Blockdiagonalmatrix aus
Jordan-Matrizen eine jordansche Normalform. Wir wissen also, dafl f auf jedem

verallgemeinerten Eigenraum durch eine Matrix in jordanscher Normalform
beschrieben werden kann.

(6.3.2) Satz. Das charakteristische Polynom von f zerfalle in Linearfaktoren
X = H;Zl(m — )\j)"(j) mit paarweise verschiedenen \;. Dann ist V' die direk-
te Summe der verallgemeinerten Figenrdume W; zu den Eigenwerten ;. Die
Dimension von W; ist n(j).

Beweis. Das charakteristische Polynom von f auf W; hat die Form (x — N)mO),
und dieses ist ein Faktor von x. Also ist m(j) < n(j). Bestiinde nicht Gleichheit,
so hétte die von f auf V/W; induzierte Abbildung einen Eigenwerte A;. Sei U;
das Urbild des Eigenraumes von f auf V/W,. Dann gilt (f — A\)(U;) C W;,
was der Maximalitdt des verallgemeinerten Eigenraums widerspriche. Damit
haben wir die Dimensionsaussage des Satzes gezeigt. Der Durchschnitt W; N
> kzj Wi ist Null, denn andernfalls enthielte », , ; Ux einen Eigenvektor zu A,
was nicht sein kann, da das charakteristische Polynom von f auf dieser Summe
nur Nullstellen ungleich \; hat. Also ist ), W}, in die W}, direkt zerlegt und
aus Dimensionsgriinden gleich V. O

Im Beweis des letzten Satzes haben wir benutzt, dafl ein Faktor eines in
Linearfaktoren zerlegten Polynoms ein Produkt eines Teils dieser Faktoren ist.
Das ist fiir komplexe Polynome relativ klar und verlangt allgemein eine Uber-
legung zur Teilbarkeitslehre von Polynomen, die wir hier iibergehen. Uber den
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komplexen Zahlen ist die Voraussetzung des letzten Satzes immer erfiillt, weil
iiberhaupt alle Polynome in Linearfaktoren zerfallen. Jede Matrix besitzt eine
jordansche Normalform und, wegen des Eindeutigkeitssatzes , sind zwei
Matrizen genau dann konjugiert, wenn die Normalform (bis auf die Reihenfol-
ge) dieselben Jordan-Matrizen enthélt.

6.4 Normalformen fiir Zwei-mal-zwei Matrizen

Als Illustration der Normalformentheorie soll im folgenden das Normalformen-
problem im einzelnen fiir verschiedene Situationen von (2,2)-Matrizen ohne
allgemeine Theorie durchgerechnet werden.

(6.4.1) Konjugationsklassen in GL(2,C).

Erster Fall: A € GL(2, C) habe zwei verschiedene Eigenwerte A\; und Ay. Das
charakteristische Polynom ist dann (z — A1) (z — A2). Indem man Eigenvektoren
als Basis nimmt, sieht man, da§ A zu Dia(\1, A2) konjugiert ist. Vertauschen
wir die Basisvektoren, so erhalten wir Dia(Az, A1). Auf die Reihenfolge der
Eigenwerte kommt es also nicht an. Das charakteristische Polynom und folglich
die Menge der Eigenwerte sind Invarianten der Konjugationsklasse.

Das charakteristische Polynom einer (2, 2)-Matrix A ist

xa(z) = 2% — Sp(A)z + det(A),

148t sich also durch Spur und Determinante berechnen. Genau dann hat x4
zwei verschiedene Nullstellen, wenn

Sp?(A) — 4det(A) # 0

ist. Die Menge {A1, A2} ist durch Sp(A4) und det(A) eindeutig bestimmt.

Zweiter Fall: Die Matrix A € GL(2,C) hat nur einen Eigenwert A. Das
charakteristische Polynom ist dann (x — \)2. Es gibt einen Eigenvektor w; zum
Eigenwert A. Wir ergénzen ihn durch ws zu einer Basis. Die lineare Abbildung
A hat beziiglich dieser Basis eine Matrix der Form

G %)

Daraus sehen wir, daf (A—AI)? = 0 ist. Wir unterscheiden die Félle A—XI = 0
und A — Al # 0. Im ersten Fall gibt es eine Basis aus Eigenvektoren, und A ist
zu Dia(, A) konjugiert. Andernfalls gibt es einen Vektor vy, der nicht im Kern
von A— I liegt. Sei vg = (A—AI)(v1). Dann sind v; und vy linear unabhéngig,
denn eine echte lineare Relation avy +b(A— AI)v; = 0 wiirde v; als Eigenvektor
zum Eigenwert A —ab~! erweisen. Da (A — AI)? = 0 ist, ist vy ein Eigenvektor.
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Beziiglich der Basis v1, vo hat somit die durch A vermittelte lineare Abbildung
die Matrix

(1.1) (T g) .

Matrizen dieser Bauart werden uns alsbald bei der jordanschen Normalform
begegnen. &

Sei Kon GL(2,C) die Menge der Konjugationsklassen und [A] die Klasse
von A. Dann haben wir also das folgende Ergebnis erhalten:

(6.4.2) Satz. Die Zuordnung A — (Sp(A),det(A)) induziert eine wohldefi-
nierte Abbildung
k: KonGL(2,C) — C x C".

Diese Abbildung ist surjektiv.

Genau dann hat A zwei verschiedene Eigenwerte, wenn Sp*(A) # 4 det(A)
ist. In diesem Fall ist [A] durch k[A] = u bestimmt, und k=1 (u) besteht aus
einem Element. Die Konjugationsklasse von A enthdlt zwei Diagonalmatrizen;
sie gehen durch Vertauschung der Diagonalelemente auseinander hervor.

Die Elemente {(z,y) € C x C* | 2% = 4y} haben bei k zwei Urbilder. Diese
beiden Urbilder enthalten genau eine Matriz der Form Dia(A, ) bzw. (1.1) und
sind dadurch zu unterscheiden. Der Unterschied ist durch die Dimension des
Figenraumes gegeben (ndmlich 2 bzw. 1). Der Figenwert ist in diesem Fall
3 Sp(A). m|

In den vorstehenden Uberlegungen wurden die komplexen Zahlen nur da-
zu benutzt, um das charakteristische Polynom in Linearfaktoren zu zerlegen.
Setzen wir letzteres voraus, so erhalten wir eine entsprechende Normalform fiir
eine Matrix iiber einem beliebigen Korper.

(6.4.3) SL(2,C)-Konjugationsklassen in GL(2,C). In diesem Fall wird
also nur die Konjugation durch Matrizen der Determinante 1 erlaubt. Ei-
ne Matrix der Form Dia(c,c) = A(c) ist mit allen (2,2)-Matrizen vertausch-
bar. Gilt AXA~! =Y, so gilt deshalb auch A(c)AX(A(c)A)~! =Y. Es ist
det(A(c)A) = c*det(A). Da jede komplexe Zahl ein Quadrat ist, kénnen wir
also B € SL(2,C) so finden, daB BXB~! =Y ist. Mit anderen Worten: Die
SL(2,C)- und die GL(2,C)-Klassen sind dieselben. <&

(6.4.4) SL(2,R)-Konjugationsklassen in GL(2,R). Erster Fall: Die Ma-
trix A € GL(2,R) habe zwei verschiedene reelle Eigenwerte i, Ay. Wir
konnen Basisvektoren b; in den Eigenrdumen V()\;) sicherlich so wihlen, da8
det(b1,bs) = 1 ist. In der Konjugationsklasse von A liegen also genau die bei-
den Diagonalmatrizen Dia(A1, A2) und Dia(Az, A1), und die Konjugationsklasse
ist durch das charakteristische Polynom, also durch Spur und Determinante
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bestimmt. Das charakteristische Polynom hat genau dann zwei verschiedene
reelle Nullstellen, wenn

Sp?(A) > 4det(A)
ist.

Zweiter Fall: Die Matrix A hat einen nicht-reellen Eigenwert A. Dann ist
auch X ein Eigenwert, da x4 ein reelles Polynom ist. Dieser Fall tritt genau
dann auf, wenn

Sp?(A) < 4det(A)
ist. Sei = ein komplexer Eigenvektor zu A. Dann ist Z Eigenvektor zu . Die Vek-
toren x und z sind C-linear unabhéngig, da sie zu verschiedenen Eigenwerten
gehoren. Die Vektoren

1

—(x+T), co= r—T

sind dann reelle Vektoren und ebenfalls linear unabhéngig. Die Transforma-
tionsmatrix von (z,Z) zu (c1,c2) ist

o)

Sie ist unitér. Beziiglich 2, Z hat die lineare Abbildung A die Matrix Dia(\, \),
also beziiglich (¢1, o) die Matrix

(X0 L A+X i(A=)) a —f
1 — —_—— —_ — —
12 5 <0 /\)S_2<—i(>\—)\) X )T\ )
wenn A = « + i die Zerlegung in Real- und Imaginérteil ist. Bei komplexen
Eigenwerten kann man also jedenfalls durch GL(2,R)-Konjugation die Nor-

malform (1.2) erreichen. Die Eigenwerte sind « £ ¢/3. Demnach sind o und +4
durch die Konjugationsklasse bestimmt. Wegen

G000 -G

sind die beiden Moglichkeiten konjugiert, und wir kénnen etwa noch 5 > 0
verlangen, um eine eindeutige Normalform zu bekommen Aus einer Gleichung

1 R il )

schlieBt man wegen 3 # 0 auf b = c und —a = d, also auf ad—bc = —a®?—c? < 0.
Die Konjugation kann also nicht mit Matrizen in SL(2,R) bewirkt werden.
Dritter Fall: A habe nur einen Eigenwert A. Dieser ist notwendig reell, das
charakteristische Polynom ist (z — A)2. Ist der Eigenraum zweidimensional, so
kann man mittels SL(2, R)-Konjugation sicherlich die Form Dia(\, \) erreichen.
Anderfalls schlieflen wir wie in und erhalten eine Matrix (1.1). &

CcC1 =
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(6.4.5) Satz. Die Zuordnung A — (Sp(A),det A) induziert eine surjektive
Abbildung
k: KonGL(2,R) — R x R*.

Die Menge {(z,y) | 2* # 4y} hat genau ein Urbild. Fir x® > 4y enthilt eine
Konjugationsklasse genau zwei Diagonalmatrizen, die sich durch Vertauschung
der Diagonalelemente unterscheiden. Fiir % < 4y enthilt eine Konjugations-
klasse genau zwei Matrizen der Form (1.2), die durch Transposition ausein-
ander hervorgehen. Fiir x> = 4y g¢ibt es zwei Urbilder bei k. Diese Urbilder
enthalten genau eine Matriz der Form Dia(\, \) bzw (1.1). O

Sei Kon(SL(2,R), GL(2,R)) die Menge der SL(2,R)-Konjugationsklassen
in GL(2,R). Dann haben wir wiederum eine durch A — (Sp(A), det(A)) indu-
zierte wohldefinierte Abbildung

o: Kon(SL(2,R),GL(2,R)) — R x R*.
Man {iberlegt sich:
. A A\ . o
(6.4.6) Notiz. nd \ sind genau dann in SL(2,R)-konjugiert,

U
0 A 0
wenn cd > 0 ist, also wenn ¢ und d dasselbe Vorzeichen haben. O

Mit diesen Vereinbarungen gilt:

(6.4.7) Satz. Fiir 2°> > 4y besteht o~ '(x,y) aus genau einem Element, wie
im letzten Satz. Fir Sp> A < 4det A gibt es in der Klasse von A genau eine
Matriz der Form (1.2). Die Konjugationsklassen werden durch (o, f3), § # 0,
eindeutig parametrisiert. Die zu (o, B) und («a, —f3) gehdrenden Matrizen haben
dasselbe Bild bei o. Die Urbildmenge o~ 1(x,y) hat fiir x*> < 4y zwei Elemente.
Im Fall Sp*> A = 4 det A gibt es drei durch a[A] bestimmite Konjugationsklassen,
die durch das Enthalten der Matrizen

G 6D 6o

charakterisiert werden konnen. Darin ist X durch o[A] bestimmt. a



Kapitel 7

Beispiele und
Anwendungen

7.1 Vektorprodukt

Sei V = R? mit dem Standardskalarprodukt (—, —) versehen. Fiir x,y,z € V
sei det(z,y, z) die Determinante mit den Zeilenvektoren z,y und z. Fiir feste
x,y € Vist V= R, z — det(x,y, 2) eine lineare Abbildung. Es gibt deshalb
genau einen (von x und y abhiingigen) Vektor w(x,y), so dafl diese lineare Ab-
bildung durch z — (w(z,y),z) gegeben wird. Wir schreiben w(z,y) = z x y
und nennen x X y das Vektorprodukt des geordneten Paares (x,y) (im Gegen-
satz zum Skalarprodukt ist also das Resultat der Verkniipfung wiederum ein
Vektor). Wir erhalten somit eine bilineare Abbildung

(1.1) R¥xR3 = R3 (x,9)— 2z xy.
Definitionsgemé$ gilt fiir alle z, y, z die Gleichung

(1.2) (x x y,z) = det(z,y, 2).

Da die Determinante alternierend ist, folgt

(1.3) rxy=—yxz, xzxz=0

fiir alle x und y; die Verkniipfung ist also nicht kommutativ. Nach der Definition
(1.2) folgt (x x y, Ax + py) = 0. Also gilt:

(7.1.1) Satz. Der Vektor x x y ist orthogonal zu dem von x und y aufgespann-
ten Unterraum. m|

Sei (21, x2,x3) = x und entsprechend fiir y. Dann gilt:



7.1 Vektorprodukt 125

(7.1.2) Satz. Der Vektor x x y hat die Komponentendarstellung
T2 T3 Ty T3 Ty T2
Y2 Y3 Y1 Y3 Y1 Y2

Beweis. Man bildet das Skalarprodukt mit z und sieht, daf§ die Entwicklung
von

€3.

Ir1 X9 I3

Yyr Y2 Y3
21 %2 23

nach der dritten Zeile herauskommt. O
(7.1.3) Korollar. e; x eg =e3, €1 X e3 = —e3, €3 X €3 = €1. O

Jedes y liefert eine lineare Abbildung R® — R3, z — y x 2. Setzen wir
y = (a, b, ¢), so errechnet man die Matrix dieser linearen Abbildung zu

0 —c b
(1.4) ely)=1 ¢ 0 —a
—b a 0

Fiir diese Matrix A gilt A® = —A. Matrizen mit dieser Eigenschaft haben wir
schiefsymmetrisch genannt. Ersichtlich bilden die schiefsymmetrischen (3,3)-
Matrizen einen dreidimensionalen Vektorraum, da sie durch die Elemente iiber
der Hauptdiagonalen bestimmt sind. Nennen wir den Vektorraum dieser (3,3)-
Matrizen so(3), so haben wir also einen linearen Isomorphismus

(1.5) ¢: R® — 50(3).
Wir setzen [A, B] = AB — BA fiir je zwei (n,n)-Matrizen A, B und nennen
[A, B] die Lie-Klammer von (A, B). Die Lie-Klammer liefert ebenfalls eine bi-
lineare Verkniipfung
s0(3) x so(3) — so(3), (A,B)— [A,B].
(7.1.4) Satz. Die Abbildung ¢: R — so(3) erfiillt p(xxy) = [p(z),p(y)]. O
Das Vektorprodukt ist nicht einmal assoziativ. Stattdessen gilt die

(7.1.5) Jacobi-Identitit. z X (y x 2)+y X (z x )+ 2z x (x xy) = 0 (zyklische
Vertauschung von z,y, z in den Summanden).

Beweis. Es geniigt wegen des letzten Satzes, die Identitéit
[A,[B,Cl| + [B,[C, Al + [C,[A,B]] = 0

nachzuweisen. Es gilt [A[B,C]] = ABC — ACB — BCA+ CBA. Der erste und
dritte Summand sind gerade Permutationen von ABC, der zweite und vierte
ungerade. Wenn wir also A, B und C zyklisch vertauschen und alles addieren,
ergibt die Summe der ersten und dritten (zweiten und vierten) Summanden
jeweils Null. O
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(7.1.6) Satz. Das Vektorprodukt hat die folgenden Figenschaften:

(1)  x y =0 genau dann, wenn x,y linear abhingig sind.

(2) Sind x,y linear unabhingig, so ist x,y x Xy eine positiv orientierte Basis,
das heifit det(x,y,x X y) > 0.

(3) Aus z xy =0 fir alle y folgt x = 0.

(4) (@ xy,2) = (2,y x 2).

(5) (r,9)% + |z x y|*> = |z*|ly|> (Verschirfte Cauchy-Schwarzsche
Ungleichung.)

(6) = x (y x z) = (x, 2)y — (x,y)z (Graffmann-Identitit).

(7) (axb) x (cxd)=det(a,b,c)c— det(a,b,c)d.

Beweis. (1) Ist z = Ay, so folgt © xy = Ay xy = 0. Sind z, y linear unabhéngig,
so gibt es eine Basis der Form x, y, z. Fiir diese ist det(z,y, z) # 0 und deshalb
ist x x y # 0.

(2) Ist  x y # 0, also z,y,x X y eine positiv orientierte Basis.

(3) Sei z # 0. Wir withlen z,y linear unabhiéingig. Dann ist x x y # 0.

(4) (x x y,z) =det(z,y,2) = det(y, z,z) = (y X z,2) = (x,y X 2).

(6) Die Abbildungen R3 x R? x R? — R3, die (z,y,2) auf = x (y X z) bzw.
auf (z, z)y — (x,y)z abbilden, sind linear in jeder Variablen. Um ihre Gleichheit
zu zeigen, geniigt es deshalb, Vektoren der Standardbasis einzusetzen. Das ist
leicht, z. B. e3 x (e2 X e3) = ea X e1 = —e3 und (ea, e3)es — (g, e5)e3 = —es
etc.

(5) Nach (4) gilt |z x y|? = (z x y, z x y) = (x,y x (x x y)). Man setzt (6)
ein und erhilt das Gewiinschte.

(7) Man wendet (6) an und danach (1.2). O

(7.1.7) Satz. Sei A eine reelle (3,3)-Matriz. Dann gilt
A'(Az x Ay) = det(A)z x y.
Beweis. Fiir alle z € R? haben wir die Gleichungskette
(A" (Az x Ay), z) = (Az x Ay, Az) = det(Ax, Ay, Az)
= det(A) det(x,y, z) = det(A){(z x y, 2).
Es folgt die Behauptung. O

(7.1.8) Korollar. Sei A € SO(3). Aus dem letzten Satz und A® = A= folgt:
Die Zuordnug x — Az ist ein Isomorphismus der Verknipfung Kreuzprodukt,
das heifst es gilt A(x x y) = Az X Ay. O

Wenn man die Matrix A (1.4) quadriert, so erhdlt man eine Matrix, de-
ren Diagonalelemente —(b? + ¢?), —(a® + ¢?), —(a® + b?) sind. Folglich ist
—1Spur(A?) = a? + b? + ¢?. Deshalb gilt:

(7.1.9) Satz.
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(1) (A, B) — —3Sp(AB) ist auf dem Vektorraum so(3) ein Skalarprodukt.

(2) Fiir jedes U € O(3) und A € so(3) ist UAU™' € so(3). Die lineare
Abbildung so(3) — so(3), A — UAU™? ist orthogonal beziiglich des Ska-
larproduktes in (1).

(3) Die Abbildung p: R3 — so(3) ist eine Isometrie.
(4) Fir U € SO(3) gilt p(Uz) = Up(x)U L.

Beweis. (1), (2) und (3) ergeben sich unmittelbar aus den Definitionen und
den voranstehenden Ergebnissen.

(4) Es geniigt, die Gleichung fiir z = e; nachzurechnen, da sie dann we-
gen (U Use) = U1U2<p(€1>U51 = Uyp(Uszey) fiir jeden Einheitsvektor Useq
gilt. Wenn man fiir z = e; die fraglichen Matrizen auf der rechten Seite der
gewiinschten Formel ausmultipliziert, mu8 man auch die Gleichung A! = A
verwenden, die fiir A € SO(n) aus der Cramerschen Regel folgt. i

Sei B = {b1,b2, b3} eine Basis des R®. Fiir jeden Index k wihlen wir 4, j so,
daf3 (i, j, k) eine gerade Permutation ist und setzen

bi x by = S0_ Yebe-
Wir erhalten nach (1.2)
det(bi, by, b)) = >, Yre(be, by) = det(B)0g.
Sei g = (gi;) mit g;; = (b;, b;). Dann ist also die Matrix v = (y;¢) durch
v =det(B)g~!

gegeben. Die Matrix  beschreibt, wie sich das Kreuzprodukt beziiglich irgend-
einer Basis ausrechnen l48t. Ist B eine positive Orthonormalbasis, so ist g =~
die Einheitsmatrix.

Fiir 7,y € R? ist |z x y| der Flicheninhalt des von z und y aufgespannten
Parallelogramms. Das 148t sich so begriinden. Sind x und y linear abhéngig, so
sind |z x y| und der Fldcheninhalt gleich Null. Andernfalls sei FE die von z,y
aufgespannte Ebene und by, by, b3 eine positive Orthonormalbasis mit by, by €
E. Sind x = Y x;b;, © = > y;b; die Komponentendarstellungen, so ist x3 =
ys = 0 und 2 X y = (21y2 — x2y1)bs. Es ist aber definitionsgemifl |xiys —
x2y1| der Flidcheninhalt des durch x und y aufgespannten Parallelogramms.
Mittels (z,y) = |z||y| cos @ mit dem Winkel @ zwischen 2 und y folgt |z x y| =
|z|ly|sine, 0 < o <.
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7.2 Quaternionen

Sei H die Menge der komplexen (2,2)-Matrizen der Form

(2.1) A= (‘;—) 2) :

Diese Menge ist ein vierdimensionaler reeller Vektorraum. Das Produkt zwei-
er Matrizen der Form (2.1) hat wieder diese Form. Deshalb machen die R-
Vektorraumstruktur und die Multiplikation von Matrizen die Menge H zu einer
R-Algebra, genannt die Algebra der Quaternionen, erfunden von Hamiltorﬂ
Wir setzen A* = A’. Die Abbildung H — H, A — A* heifit Konjugation
von H, ist R-linear und erfiillt (AB)* = B*A*. Wegen der letzten Eigenschaft
spricht man auch von einem Antihomomorphismus H — H. Man hat sich dar-
an zu erinnern, daf die Konjugation in H nicht etwa der Ubergang zur ele-
mentweise konjugiert-komplexen Matrix ist. Man definiert die Norm N(A) des
Elements (2.1) als N(A) = |a? + |b|> = det(A). (Hier bedeutet ,Norm* etwas
anderes als die frither definierte Norm einer Matrix oder eines Vektors in einem
Hilbert-Raum.) Es gilt wegen des Produktsatzes fiir Determinanten

(2.2) N(A)N(B) = N(AB).
Ferner gilt
(2.3) A*-A=N(A) - I,

denn A* ist auch die Adjunkte von A. Es ist N(A) = 0 genau dann, wenn A
die Nullmatrix ist. Ein von Null verschiedenes Element A € H hat deshalb das
multiplikative Inverse A= = N(A)~! . A*. Bis auf das Kommutativgesetz der
Multiplikation erfiillt also H die Koérperaxiome. Deshalb nennt man H einen
Schiefkdrper oder eine Divisionsalgebra.

Wir haben eine Einbettung

c 0

(2.4) t: C— H, c»—»(o c>’

die t(a+b) = v(a) + ¢(b) und ¢(ab) = ¢(a)e(b) erfiillt. Das Bild ist also ein zu C
isomorpher Unterkodrper. Wir fassen vermoge ¢ manchmal C als Teilmenge H
auf; man mufl dabei aufpassen und die Elemente von C C H von den Koeffizien-
ten der Matrix als komplexe Zahlen unterscheiden. Jedenfalls wird durch (2.4)
H zu einem zweidimensionalen C-Vektorraum; die skalare Multiplikation mit
¢ € C wird durch Linksmultiplikation mit der Matrix ¢(c) definiert. Da H nicht

1William Rowan Hamilton 1805 — 1865
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kommutativ ist, mufl man auch Links- und Rechtsmultiplikation unterscheiden.
Als C-Vektorraum hat H die Standardbasis

(2.5) 1:(3 2) und j:(_(i é)

mit den Muliplikationsregeln

2 s e 0 =z
(2.6) j“=-1 und zg—]z—( s 0)
fir z € C. Mit diesen Festlegungen und Identifizierungen gilt dann
a b .
(2.7) (—b a)a+b], a,beC.

(Genau genommen steht also rechts in (2.7) ¢(a) 4 ¢(b)j.) Der komplexe Vek-
torraum H tragt das unitdre Skalarprodukt

(2.8) s(a +bj,c+dj) = ac + bd

und (2.5) ist dafiir orthonormal.
Die Einbettung (2.4) liefert insbesondere die kanonische Einbettung R — H,
r+— 1 - 1. Als reeller Vektorraum hat H die Standardbasis

(2.9) 1:((1) (1)>7i=<é _2.),3':(_(1) (1)>'k2<? é)

mit den Multiplikationsregeln

i2:j2:k2:—1

ij=—ji=k
(2.10) = ki
ki = —ik = j.

Es ist (2.9) eine Orthonormalbasis beziiglich des euklidischen Skalarprodukts
(—,—), das durch den Realteil von (2.8) gegeben wird. Eine Quaternion kann
man sich also als ein Element der Form

(2.11) a+bi+cj+dk = q, a,b,c,d € R

vorstellen. Quaternionen werden dann komponentenweise addiert und unter
Verwendung von (2.10) multipliziert. Die Norm der Quaternion (2.11) im frither
definierten Sinne ist a® + b + ¢ + d2. Die Elemente (2.11) mit a = 0 bilden
einen dreidimensionalen reellen Unterraum im H von H, dessen Elemente reine
Quaternionen heiflen und den wir iiber die Basis (4, j, k) mit R? identifizieren.
Wir haben dann eine kanonische orthogonale Zerlegung

(2.12) H=Ra&R? R>=imH, ¢=Re(q)+im(q)cH
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von H in den Unterkérper R und den euklidischen Raum der reinen Quater-
nionen. Wir nennen im(q) = bi + ¢j + dk auch den reinen oder imagindren Teil
der Quaternion (2.11).

Wir untersuchen nun Vertauschbarkeit in der Algebra H. Fiir a € R, g € H
gilt immer aq = ga. Wir betrachten deshalb das sogenannte Zentrum von H

Z(MH) = {z € H| fiir alle g € H gilt zqg = gz}
und behaupten
(7.2.1) Satz. Z(H) =R.
Ein Beweis von folgt unmittelbar aus dem néchsten Satz.
(7.2.2) Satz. Set A € HNR, X € H und gelte XA = AX. Dann ist X €
R+R- A, das heifst X = X+ pA mit A\, p € R.

Beweis. Genau dann ist XA = AX, wenn X im(A) = im(A)X ist. Wir diirfen
also A € imH, A # 0 voraussetzen. Mittels (2.10) errechnet man fiir eine reine

Quaternion bi +c¢j +dk = A
(2.13) (bi+cj+dk)? =—(b*+c* +d*) = —N(A) e R.

Sei Y = im(X). Dann gilt auch YA = AY. Falls Y # 0 ist, kénnen wir, nach
Abiinderung um einen rellen Faktor, wegen (2.13) annehmen, da§ Y2 = A% =
—1 ist. Dann folgt

(Y -A)(Y+A) =Y?>+YA- AY — A =0,
also Y = +A. O

Wir kénnen auch den Teil im H von H durch die multiplikativen Eigenschaf-
ten von H charakterisieren.

(7.2.3) Satz. A € imH genau dann, wenn A2 € R, A% <0.

Beweis. Ist A € imH, so ist nach (2.13) A2 reell und nicht positiv.

Fiir den Beweis der Umkehrung sei A =r+ @, r € R, @Q € im H angesetzt.
Dann ist A2 = 72 +2rQ + Q2 genau dann reell, wenn rQ = 0 ist, also entweder
wenn r = 0 ist oder Q = 0. Ist Q = 0, so folgt aus 42 = 2 < 0 aber auch
r=0. O

Die Anordnung in R kann ebenfalls durch die Kérperstruktur beschrieben
werden, denn die nicht-negativen Elemente sind genau die Quadrate und a < b
ist zu 0 < b — a #quivalent. Folglich ist in die Bedingung A2 < 0
durch die Ringstruktur von H beschreibbar. Demnach ist auch die Zerlegung
A = Re(A) +im(A) und damit die Konjugation

A* =Re(A) —im(A)

und die euklidische Struktur ringtheoretisch (das heifit durch Aussagen iiber
»Plus® und ,mal®) bestimmt.
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(7.2.4) Satz. Ein Automorphismus o des Korpers R ist die Identitit. Fiir
einen Automorphismus ¢ : H — H gelten ¢(r) =, falls r € R, sowie p(*A) =
p(A)" und N(p(A)) = N(A).

Beweis. Weil Ry = [0, 00[ die Menge der Quadrate ist, gilt ¢(Ry) = Ry. Ist
a < b, sogiltb—a e Ry also p(b—a) = ¢(b) — ¢p(a) € Ry; deshalb ist ¢
monoton wachsend. Aus ¢(1) = 1 folgt mittels Homomorphie ¢(n) = n fiir
n € Z, dann ¢(r) = r fir r € Q und dann wegen der Monotonie p(x) = x fiir
alle x € R.

Ein Automorphismus ¢ bildet das Zentrum in das Zentrum ab, also ist
¢(R) C R und wegen der ersten Aussage ¢(r) = r fiir r € R. Es folgt dann
mittels (7.2.3) p(imH) = im(H). Ist A = B + C die Zerlegung in Real- und
Imaginérteil, so ist

¢(A) = ¢(B) +¢(C) = B+ ¢(C)

also
Pp(A)" =B —¢(C) = (B - C) = p(A").

Aus N(A) = A* - A € R folgt dann

N(p(4)) = »(A)p(4) = p(A")p(A) = p(A"A)
= @(N(4)) = N(A)
und damit die letzte Behauptung des Satzes. m|

Nach Definition der Norm ist N(X) =X - X* . X = (X, X) und folglich
1 * * 1 * *
(2.14) (X,Y)zi(X~Y +Y~X):§(X Y+ Y- X).
Aus 2(X*)Y) = X* - Y* + Y X erhilt man durch Rechtsmultiplikation mit YV
die
(7.2.5) Dreier-Identitit. Y XY =2(X* Y)Y — (Y, Y)X*. O

7.3 Quaternionen und orthogonale Gruppen

Nach unserer Darstellung der Quaternionenalgebra H durch die Matrizen der
Form (2.1) ist SU(2) C H genau die Untergruppe der Quaternionen der Norm 1.
Aus der Relation A'A = det(A)I fiir A € H folgt, daB fiir det(A) = N(4) =1

“ b € SU(2), so ist

die Matrix A aus SU(2) ist. Ist umgekehrt (choosec d
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(¢, d) orthogonal zu (a,b), also ein Vielfaches vom sicherlich zu (a, ) orthogo-
nalen Vektor (—b,a). Dieses Vielfache mufl wegen ad — bc = 1 dann (—b,a)
selbs sein. Demnach ist SU(2) als topologischer Raum die dreidimensionale
Einheitssphiire. (Es ist eine bemerkenswerte Tatsache, dal nur die Sphiiren
S0, 81,83 eine stetige Gruppenmultiplikation tragen kénnen.) Es war H ein
euklidischer Raum mit Skalarprodukt (—, —), das durch (z,z) = N(z) fur alle
x € H charakterisiert war. Wir setzen wie iiblich |z| = (x,2)/? und sprechen
in diesem Zusammenhang vom Betrag der Quaternion x.

(7.3.1) Notiz. Fir A, B € SU(2) sind die Abbildungen H — H, X — AXB
und X — X* orthogonal.

Beweis. |AXB| = |A||X||B| = |X], | X] = | X*]. 0

Wir werden sehen, daf auf die in genannte Weise alle orthogonalen
Abbildungen erhalten werden. Zur Vorbereitung dienen einige allgemeine Be-
merkungen iiber Spiegelungen in euklidischen Réumen V, (— —). Sei v € V
und |v| = 1. Die lineare Abbildung

(3.1) S$p: V=V, x—x—2(x,v)v

heifit Spiegelung zu v. Es gilt s,(v) = —v und s,(x) = =, falls (x,v) = 0
ist. Demnach ist s, eine orthogonale Abbildung der Determinante —1, die als
Spiegelung an der zu v orthogonalen Hyperebene angesehen werden kann.

Wir hatten die Formel (2.14) 2(X,Y) =X -Y* +Y - X*. Fiir 1 € H liefert
sie 2(1, X) = X 4+ X* und deshalb

(3.2) 51(X) =-X"
und fiir A € SU(2)

8A81(X) = —SA(X*) =-X* +2<A,X*>A
= 2(A, X")A — (A, A)X* = AXA = pa(X)

nach der Dreier-Identitit (7.2.5)), also
(3.3) PA = 840 87.

Schliefllich gilt

saosp = (sao0s1)o(s108B)
(3.4) = (sao0s1)o(s;0sposy’)os;
= PA Opr*.
Fiir das Letztere beachte man die Gleichung T o s, o T~ = sp, fiir jede

orthogonale Abbildung T': V — V sowie (3.2).
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Wir wollen jetzt diese Rechnungen zusammen mit der Erzeugbarkeit von
orthogonalen Abbildungen durch Spiegelungen verwenden. Fiir A, B € SU(2)
setzen wir

qg(A,B): H—-H, X — A-X-B".

Dann gilt

q(A1B1)q(A,B)X = A1 (AXB*)B] = q(A1A, B1B).
Also ist
(3.5) q: SU(2) x SU(2) — O(H), (A,B)+~ q(A,B)

ein Homomorphismus. Ist X € R, so auch AXA* = X, und deshalb liefert
q(A, A) eine orthogonale Abbildung

m(A): imH — imH, X +— AXA*,
und wir erhalten einen Homomorphismus
(3.6) w: SU(2) — O(im H).

(7.3.2) Notiz. Die Bilder der Abbildungen (3.5) bzw. (3.6) liegen in SO(H)
bzw. SO(im H).

Beweis. Eine Matrix in SU(2) ist zu einer Matrix der Form Dia (A, A™!) kon-
jugiert. Es gibt komplexe Zahlen p, die u? = X erfiillen. Es folgt, daf} jede
Matrix A € SU(2) die Form A = B? fiir ein B € SU(2) hat. Natiirlich hat
7(A) = 7(B)? positive Determinate. Analog wird fiir ¢ geschlossen. O

(7.8.3) Satz. Die Homomorphismen q und m sind surjektiv. Es gilt Kernm =
{I,—1} und Kernq = {(I,1I),(—1,-I)}.

Beweis. Es gilt ¢(A, A*) = pa. Also liegen wegen (3.4) alle Elemente der Form
saosp im Bild von ¢. Jedes Element von SO(H) = SO(4) 148t sich als Produkt
von vier Spiegelungen darstellen. Also ist ¢ surjektiv.

Sei f € SO(imH) gegeben. Wir setzen f zu einer Abbildung f € SO(H)
fort, indem wir Elemente aus R identisch abbilden. Da ¢ surjektiv ist, gibt es
A, B € SU(2) so, dal f = q(A, B). Wegen f(1) = 1 folgt aber AB = 1, also
B = A*. Daher ist 7 surjektiv.

Sei A € Kernm, also AXA* = X fiir alle X € imH und deshalb auch fiir
alle X € H. Dann liegt aber wegen A* = A~! das Element A im Zentrum R
von H und deshalb ist A € SU(2) N Zentrum = {I, —TI}.

Sei (A, B) € Kerng, also AXB* = X fiir alle X € H. Wir setzen X = 1 und
erkennen, A = B, A € Kern 7. Demnach hat Kern ¢ die behauptete Gestalt. O

Als leichte Folgerung erhalten wir:
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(7.3.4) Satz. Jede Abbildung f € O(H) ~ SO(H) ldft sich mit geeigneten
A,B € SU(2) in der Form X — A-X* - B schreiben. Jede Abbildung f €
O(imH)\ SO(im H) hat fiir ein geeignetes A € SU(2) die Form X — —AX A*.

Beweis. Die Abbildung ¢: H — H, X — X* liegt in O(H) \. SO(H) und erfiillt
c¢(X) =—X fir X € imH. Man wende nun ([7.3.3) auf f oc an. O

im(H) ist genau der Vektorraum der schief-hermiteschen (2,2)-Matrizen
iiber C. Dabei heifit eine Matrix A schief-hermitesch, wenn A' = —A gilt.
Ist s € U(n) und A eine schief-hermitesche (n,n)-Matrix, so ist SAS™! eben-
falls schief-hermitesch. Fiir S € SU(2) C H ist S~! = S*. Damit liBt sich
der Homomorphismus 7 auch formulieren, ohne auf Quaternionen Bezug zu
nehmen.

In der Physik werden haufig stattdessen die hermiteschen Matrizen A ver-
wendet, die also A* = A erfiillen. Ist A hermitesch, so iA schief-hermitesch. So
kann man die beiden Standpunkte vergleichen. Wir beschreiben die Situation
fiir hermitesche Matrizen der Vollstandigkeit und Abwechslung halber ausfiihr-
lich. Der Satz iibersetzt ein Ergebnis aus .

Der weiteren Untersuchung dienen die folgenden allgemeinen Vorbemer-
kungen. Sei M,, := M (n,n;C) der Vektorraum der komplexen (n,n)-Matrizen.
Durch (A, B) — Sp (A'B) wird auf M,, eine positiv definite hermitesche Form
definiert. Sei

H(n)={Ae M, | A" = A}
die Menge der hermiteschen (n,n)-Matrizen. Dann ist H(n) ein reeller Unter-
raum von M,,. Der Realteil Re Sp(A’B) definiert ein Skalarprodukt auf dem
reellen Vektorraum M,,. Sind A, B € H(n), so gilt Sp(A'B) = Sp(A'B!) =
Sp((BA)") = Sp(AB). Deshalb kénnen wir auf H(n) das Skalarprodukt durch
(A, B) — ReSp(AB) erkliren. Sei U € U(n), also tyi = I. Wegen

(UAU YW UBU-1) = U'ABU !
und der allgemeinen Relation Sp (XY X 1) = Sp (V) gilt
Sp(UAUTY)'(UBU-T)) = Sp(A'B).
Die lineare Abbildung
Ly: M, — M, A—UAU"!

ist deshalb unitér beziiglich der eben erkldrten hermiteschen Form. Ist A €
H(n), so gilt UAU-1 = (UAU1)?, also UAU~! € H(n). Wir haben deshalb
eine induzierte lineare Abbildung Ly : H(n) — H(n), die beziiglich des eben
definierten Skalarprodukts orthogonal ist.

Betrachten wir den Fall n = 2. Eine Matrix aus H(2) hat dann die Form

(

C

b

[SIERS]

) a,beR, ceC.
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Also ist H(2) vierdimensional. Sei V' C H(2) der Unterraum der Matrizen mit
Spur 0, also —a = b. Dieser dreidimensionale Unterraum ist bei Ly invariant,
sodaB Ly: V — V eine orthogonale Abbildung ist. Die Norm von

a a—+ 13
a—1if —a

beziiglich des Skalarprodukts ist 2(a? + % 4+ 32). Es handelt sich also in dieser
Koordinatendarstellung bis auf einen konstanten Faktor um das Standards-
kalarprodukt. Die orthogonale Gruppe von V wollen wir deshalb mit O(3)
identifizieren.

(7.3.5) Satz. Die Zuordnung U — Ly liefert einen surjektiven Homomorphis-
mus @: SU(2) — SO(3). Der Kern ist {I,—I}. O

Als Raum (das heifit einschlielich der Stetigkeitseigenschaften) ist SU(2)
die dreidimensionale Einheitssphire S® C H, und deshalb lassen sich die Ele-
mente von SU(2) durch Quadrupel (a, b, ¢, d) € R* mit a?+b*+c2+d? = 1 para-
metrisieren. Man kann nun ausrechnen, welche Matrix das Bild bei 7 beziiglich
der Standardbasis in im H ist. Man erhalt

a2+ +c2—-d? —2ad + 2bc 2ac + 2bd
2ad + 2bc a2 —b+c2—d? —2ab + 2cd+
—2ac + 2bd 2ab + 2cd a2 —bv* -2 +d?

Die dadurch gegebene Parametrisierung von SO(3) war schon Euler bekannt.
Fiir SO(2) gibt es eine analoge Parametrisierung, ndmlich durch Matrizen

der Form
x? —y2 2zy
2 +y2 x2 +y2

2y 2t—y?

22 +y? z2+y?
Diese Formel ist die Grundlage fiir die Transformation von Integralen iiber
rationale Funktionen aus Sinus und Cosinus in Integrale iiber rationale Funk-
tionen. Vermoge der Surjektion 7: SU(2) — SO(3) entsprechen die Elemente
von SO(3) den Paaren (X, —X) antipodischer Vektoren X € S3. Diese Paa-
re entsprechen genau den eindimensionalen Unterriumen von R*. Die Menge
dieser Unterrdume ist der dreidimensionale reelle projektive Raum; also kann
SO(3) als dieser Raum aufgefafit werden.

7.4 Quadriken

Sei K ein Korper der Charakteristik # 2. Wir betrachten Funktionen f: K™ —
K, die durch quadratische Polynome gegeben sind:

(4.1) fla) =320 aigmamy + 300 bixi + ¢
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= (1,...,2,) € K", a;;,b; und c aus K. Wir konnen f in der Form
f(x)=2'Az+ Bz +c

schreiben, worin A die Matrix (a;;) ist und B = (b1, ..., b,). Die Funktion f
wird nicht gedndert, wenn man den Koeffizienten von x;x; durch %(aij + aji)
ersetzt. Deshalb konnen und wollen wir im folgenden die Matrix A als symme-
trisch voraussetzen. Auflerdem soll A nicht die Nullmatrix sein. Die Menge

M={zecK"| f(x) =0}

heifit die durch f bestimmte affine Quadrik (oder auch Hyperfliche zweiter
Ordnung, auch zweiten Grades).

Zur geometrischen Untersuchung der Quadriken nimmt man den Stand-
punkt ein, dafl geometrische Eigenschaften durch (geeignete) Koordinatentrans-
formationen nicht veréndert werden. Wie schon frither dargelegt, mufl man
auch hier unterscheiden, ob man sich durch Koordinatentransformation eine
neue Funktion verschafft, deren Nullstellenquadrik man untersucht, oder ob
man die Nullstellenquadrik M von f abbildet und das Bild untersucht.

Die allgemeinsten Abbildungen (bzw. Koordinatentransformationen), die
wir in diesem Zusammenhang betrachten, sind die affinen:

p: K" - K", z+ Sx+1t,

S € GL(n,K), t € K™. Gelegentlich will man aber die zugelassenen Matrizen
S einschréinken, zum Beispiel im Fall K = R nur orthogonale verwenden. Das
kann wie folgt in einen allgemeinen Rahmen gestellt werden:

Sei G C GL(n, K) eine Untergruppe. Die Gesamtheit der affinen Abbildun-
gen o mit S € G bildet dann beziiglich Verkettung eine Gruppe A(G). Indem
man ¢ die Matrix S zuordnet, erhélt man einen surjektiven Homomorphis-
mus A(G) — G, dessen Kern aus der zu (K™, +) isomorphen Untergruppe der
Translationen in A(G) besteht.

Sei zunéichst p(x) = Sz. Die Funktion g(z) = f(¢(z)) = 2'S*ASz+BSz+c
gehort zur Matrix S?AS. Wir wissen, da8 S? AS bei geeigneter Wahl von S eine
Diagonalmatrix ist: S*AS = Dia(A1, A2, ..., \n). Falls \py1 = ... =\, = 0und
Aj # 0 fiir j <k (und das kénnen wir nach geeigneter Wahl von S annehmen),
so hat g die Form

gl@) = Y Na?+ X diws +d
= Z§:1 (i — )% + Z?:Hl dix; +d.
(Letzteres nach geeigneter quadratischer Ergéinzung). Durch Zusammensetzung
mit der Translation (z;) — (z;) + (r1,...,7%,0,...,0) erhalten wir eine Funk-

tion der Form
h(z) = 30y \iad + Dichir diwi +d
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(mit neuen d;,d). Sind dg41,...,d, = 0, so horen wir auf zu denken. An-
dernfalls sei dy # 0 und ¢ mininal mit dieser Eigenschaft. Wir wéhlen neue
Koordinaten z; = w; fiir ¢ # ¢ und uy = > d;x;. Die transformierte Funktion
hat die Gestalt

q(u) = S N2 4+ Augy +d.

Wir kénnen kann noch A; um ein Quadrat abdndern und wug41 mit einer Kon-
stanten # 0 multiplizieren. Damit haben wir gewisse Normalformen von qua-
dratischen Funktionen bei affinen Koordinatentransformationen gewonnen.

Sei nun K = R der Korper der reellen Zahlen. Dann kénnen wir zunéchst
nach dem Satz iiber Hauptachsentransformationen die Matrix A durch eine or-
thogonale Matrix S diagonalisieren. Sodann kénnen wir bei dem zuletzt durch-
gefiihrten Ubergang von z nach u etwas vorsichtiger sein und ein Vielfaches von
(dk+1,---,dy) im Raum der letzten (n — k) Koordinaten als Basisvektor einer
Orthonormalbasis verwenden, um diesen Ubergang als orthogonale Abbildung
zu erhalten. Insgesamt erhalten wir:

(7.4.1) Satz. Durch Zusammensetzen mit einer Bewegung ¢(x) = Sx+t, S €
SO(n) laft sich f aus (4.1) (bis auf einen Faktor # 0) in eine der Funktionen

S Y ha? -1, S Na? — 2a
tberfiihren (k > 1, weil (a;;) # 0 vorausgesetzt). O

Da ein konstanter Faktor irrelevant fiir die Untersuchung von f(z) = 0
ist und da eine Bewegung nach allgemeiner Ansicht die geometrische Gestalt
nicht verdndert, ist also jede affine Quadrik durch Nullsetzen einer der Funk-
tionen in gegeben. Zur qualitativen Veranschaulichung fithren wir noch
Koordinatenstreckungen ¢(z;) = |A;|~*/2x; durch. Es bleiben Gleichungen der
Gestalt

2> = |y[> =0
(4.2) lz|? — |y|> =1 reRyeR’ zeR .
jz|? = |y|* =22

Hierbei haben wir in z die Komponenten mit positivem A, in y die mit ne-
gativem A\ zusammengefafit; es darf natiirlich r» oder s gleich Null sein. Die
Koordinaten, die in der Gleichung nicht vorkommen, sind frei wéhlbar.

Nun zur Veranschaulichung einige Beispiele. Wir gehen von den Gleichungen
(4.2) aus.
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(7.4.2) Quadriken im RZ. Fiir n = 2 gibt es die Fille:

(1) —y* = 1
(2) 22 = 0 —y2 = 0
(3) 2 =1
(4) -2y = 0 2?2 -2y = 0
(5) 22—y = 0
(6) a?—y? =1
(1) —a?+y® = 0
(8) 22+ = 1L

Die zugehérigen Nullstellenmengen (Quadriken) sind: (1) leere Menge; (2) eine
Gerade (,,doppelt zu zihlen“); (3) ein Paar paralleler Geraden z = 1, z = —1;
(7) ein Punkt. Alle die Fille sind mehr oder weniger degeneriert. (5) Zwei sich
schneidende Geraden. (4) Parabel. (6) Hyperbel. (8) Kreis (Ellipse). Die letzten
drei Félle sind die reguléren. <

Fiir n = 3 sind die Quadriken, bis auf die degenerierten Fille, Flachen im
Raum. Wir verwenden z, y, z als Koordinaten. Falls z in den Gleichungen nicht
vorkommt, so hat man die (z,y)-Losungsmenge mit der z-Achse cartesisch zu
multiplizieren. So liefert 22 + 32 = 1 einen Zylinder und 22 — y? = 0 zwei sich
schneidende Ebenen etc.

Wir betrachten deshalb nur die Fille, in denen alle drei Unbestimmten in
den Gleichungen ,,vorkommen® und deren Losungsmengen Fléichen sind.

(7.4.3) Quadriken im R3. Es bleiben folgende Fille iibrig:

22 4y -2 =

22 b2 422 =
22 4 y? — 22
22—y 2 =
2 +y? -2z
22—y -2z =

NN N N~
NSNS N
SO~ FH = O

1
2
3
4
5
6

Falls in einer solchen Gleichung x2 +%? vorkommt, lassen Drehungen um die z-
Achse die Figur invariant. Es handelt sich um eine Rotationsfliche, sie entsteht,
indem man die Losungskurve in der (z,y)-Ebene um die z-Achse rotiert. Es
ergeben sich die folgenden Flichen:

(1) Doppelkegel

(2) Sphére (Ellipsoid)

(3) Einschaliges Hyperboloid (Rotation einer Hyperbel)

(4) Zweischaliges Hyperboloid (Invariant bei Drehung um z-Achse)

(5) Rotationsparaboloid

Im Fall (6) liegt keine Rotationssymmetrie vor. In der (z,y)-Ebene hat
man eine nach oben gekriimmte Parabel, in der (y, z)-Ebene eine nach unten
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gekritmmte. Die entstehende Fliche heifit Sattelfidche. Der Nullpunkt ist der
Sattelpunkt. Die beiden Geraden z =y, z = 0 und x = —y, z = 0 liegen in der
Flache und gehen durch den Sattelpunkt. Schneidet man die Sattelfliche in der
Hohe z parallel zur (z,y)-Ebene, so entstehen als Hohenlinien Hyperbeln (fiir
z # 0) oder die beiden genannten Geraden.

Trotz ihrer augenfilligen Krummbheit enthalten einige dieser Flichen ganze
Scharen von Geraden.
Die Sattelfliiche z = 22 — y? = (z + y)(z — y) enthiilt die Geradenscharen I
und II:
I x+y=a, alz —y) ==z
I r—y=a, alx +y) =z

Fiir festes a € R definieren die beiden Gleichungen in I eine Gerade im R3,

denn die Matrix
1 1 0
a —a -1

hat immer den Rang 2. Und durch Multiplikation dieser Gleichungen erkennt
man, dafl die Geraden in der Fldche enthalten sind. Analog im Fall II. Fiir ver-
schiedene a € R sind die zugehérigen Geraden disjunkt, denn zwei Gleichungen
x+y =a, z+y =>bkonnen fiir a # b nicht gleichzeitig bestehen. Jeder Punkt
der Fliche liegt auf genau einer der Geraden in jeder Schar, denn der Parameter
a der Schar 148t sich aus den Koordinaten des Punktes berechnen. Jede Gerade
der ersten Schar schneidet jede Gerade der zweiten in genau einem Punkt, denn
T+y = a, x—y = b hat immer genau eine Losung und, einmal gel6st, errechnet
sich der zugehorige z-Wert. Man kann die Punkte der Fliache also durch die zu-
gehorigen Parameter (a,b) der (ersten, zweiten) Schar beschreiben. Die Fléche
laf3t sich durch diese Koordinatisierung umkehrbar eindeutig (und stetig) auf
R x R abbilden.

In &hnlicher Weise 148t sich das einschalige Hyperboloid durch zwei Gera-
denscharen beschreiben. Wir beschreiben es durch die Gleichung

(@+2)(z—2)=a-2"=1-y"=(1-y)(1+y).
Es enthélt jedenfalls die beiden Geraden

I r+z=1-—y, r—z=1+y
11 r+z=1+y, r—z=1—y

Aus jeder dieser Geraden geht durch Rotation um die z-Achse eine Gerade her-
vor, die auf dem Hyperboloid liegt. Rechnerisch kann man durch Einfiigen von
Parametern in diese Aufteilung der Faktoren dhnlich wie bei der Sattelfliche
vorgehen. Betrachten wir die zu I gehérende Schar.

Fiir (\, p) € R? \ 0 liefern die beiden Gleichungen

Me+2)=pl-y), pa—z)=A1l+y)
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eine Gerade, denn die Matrix

(04
poo=A =

hat immer den Rang 2. Natiirlich liefern (A, ) und (a), ap) fiir @ # 0 dieselbe
Gerade. Fiir Ay # 0 sieht man durch Multiplikation der Gleichungen sofort,
daBl die Geraden in der Fliche enthalten sind. Aber auch fiir etwa p = 0 ist
die Gerade x + z = 0, 1 +y = 0 in der Fléche enthalten. Der Schnittpunkt der
(A, pt)-Gerade mit der (z,y)-Ebene ist der Punkt

2 p? =\
WA ur 4 A

auf dem Einheitskreis. Es liefern (A, ) und (V, p’) genau dann denselben Punkt
auf dem Einheitskreis, wenn a(A,pu) = (N, ') fiir ein a # 0 gilt. Demnach
ist die Gerade der Schar durch diesen Punkt bestimmt. Ahnlich wie bei der
Sattelfliche folgt nun: Jeder Punkt der Fléche liegt auf genau einer Geraden der
Schar, denn (A, 1) kann bis auf einen konstanten Faktor durch die Koordinaten
(z,y, z) aus den Schargleichungen bestimmt werden.

Zu jeder Geraden der einen Schar gibt es eine der anderen, die dazu parallel
ist. Solche Ausnahmefille kann man nur durch Hinzufiigen unendlich ferner
Punkte beseitigen.

7.5 Quadratische Formen

Sei V' ein Vektorraum {iber dem Korper K. Eine Abbildung ¢: V — K heift
quadratische Form auf V| wenn sie die folgenden Eigenschaften hat:

(1) Fiir A € K und z € V gilt g(\z) = N*q(x).

(2) Die Abbildung

500 VXV =K, (z,y)—qlx+y)—q(x)-—qy)

ist bilinear.
Die quadratischen Formen auf V' bilden einen Vektorraum QF(V), als Teilraum
von Abb(V, K). Ein Paar (V,q) mit einer quadratischen Form ¢ auf V heif}t
quadratischer Raum. Die zu ¢ gehoérende Form s, heifit Polarisierung von q.

Ist s: VXV — K eine Bilinearform, so ist ¢s: v — s(v,v) eine quadratische
Form. Sei BF (V) der Vektorraum der Bilinearformen auf V. Durch s — g5
erhalten wir eine lineare Abbildung

Q: BF(V) — QF(V).
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Durch st(z,y) = s(y,x) wird die zu s transponierte Bilinearform erkliirt.
Transposition ist eine lineare Abbildung

7: BF(V) — BF(V), s+ s'

mit der Eigenschaft 72 = id (Involution). Die Formen s und s’ haben bei
dasselbe Bild.

Wir bezeichnen noch mit SF(V) C BF(V) den Unterraum der symmetrsi-
chen Bilinearformen.

(7.5.1) Satz. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum dber K. Die Se-
quenz

0—>SF(V) -S> BF(V) "% BF(V) —2= QF(V) —>0
ist exakt.

Beweis. Die Exaktheit an den Stellen SF(V) und dem linken BF (V') folgt
unmittelbar aus den Definitionen; ebenso die Relation Qo (1 —7) = 0.

Fiir den Beweis der Surjektivitdt von 2 leiten wir eine Matrixbeschreibung
einer quadratischen Form ¢ mit zugehoriger Bilinearform s = s, her. Seien
V1,...,0, € V und A1,...,\, € K. Dann folgt aus den definierenden Eigen-
schaften (1), (2) einer quadratischen Form durch Induktion nach n

Q(Z;'Lzl )‘jvj) = Z?:l )‘?Q(”j) + Zi<j Ai}‘js(via Uj)~

Ist (v1,...,v,) eine Basis von V, so betrachten wir zu gegebenem ¢ die Biline-
arform s mit der Matrix S = (a; ;)

Q5 = Q(Ui)
aij = 8q(vi,vj) i< ]
Q5 = 0 1> 7.

Dann ist nach der obigen Formel ¢ = ¢,. Folglich ist Q surjektiv. Angenommen,
Qs =0, d. h. fur alle x € V gilt s(x,z) = 0. Daraus folgt s(z,y) = —s(y, x) fir
alle z,y € V. Definieren wir eine Bilinearform ¢ durch die Matrix

t(UZ‘,’Uz’) =0
t(vi,v5) = s(vi,v5) i<j
t(vi,vj) = 0 7 > j,

so ist (1—7)(t) = s. Damit sehen wir auch die Exaktheit am rechten BF(V). O

Das Bild von 1—7 in BF (V') besteht aus den alternierenden Bilinearformen.
Oft werden quadratische Formen und symmetrische Bilinearformen mitein-
ander verglichen. Die linearen Abbildungen

O: QF (V) — SF(V), g+ s4
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U: SF(V)— QF(V), s+ gs
erfiillen die Relationen
Ud(q) =2q, PU(s) =2s.

Hat K nicht die Charakteristik 2, so sind ¥ und ® Isomorphismen. Es besteht
dann kein wesentlicher Unterschied zwischen quadratischen Formen und sym-
metrischen Bilinearformen. Im allgemeinen sind aber ® und ¥ weder injektiv
noch surjektiv. Gilt ®(¢) = s, so nennt man ¢ eine quadratische Verfeinerung
von S.

7.6 Reelle und komplexe Strukturen

Wir untersuchen in diesem Abschnitt den Zusammenhang zwischen Vek-
torrdumen iiber R und C.

Sei V' ein C-Vektorraum. Indem wir dieselbe Menge und Vektoraddition
verwenden und die gegebene Skalarmultiplikation nur fiir Zahlen A € R ver-
wenden, erhalten wir einen R-Vektorraum, der mit Vg bezeichnet werde. (Man
sagt, Vg entsteht aus V' durch ,, Vergessen“ von Struktur.) Eine C-lineare Ab-
bildung f: V — W induziert dann eine R-lineare Abbildung fgr: Vg — Wg; es
handelt sich um dieselbe Abbildung der zugrundeliegenden Mengen.

(7.6.1) Satz. Sei vy,...,v, eine C-Basis von V. Dann ist vy,ivy, ..., Uy, iUy
eine R-Basis von Vg.

Beweis. Seiv € V, v = Av1+---+AUn, Aj = a; +ib; mit aj,b; € R. Dann ist
v =ayvy + by (iv1) + - - - + an + by (ivy,), also bilden die genannten Elemente ein
Erzeugendensystem von V. Ist v in dieser Darstellung gleich Null, so schlief3t
man aus der linearen Unabhéngigkeit der vy,...,v, auf a; = b; = 0 fur alle j.
Deshalb sind die genannten Elemente auch linear unabhéngig. m|

Die Aussage (7.6.1) iiber die Dimensionen schreiben wir so:
2 dim(c V= diHlR V]R.

Ist U ein R-Vektorraum, so heifit eine lineare Abbildung J: U — U mit J? =
—1id eine kompleze Struktur auf U. Wir kénnen mittels J ndmlich U zu einem
C-Vektorraum machen, indem wir dieselbe Vektoraddition verwenden, und die
Skalarmultiplikation fiir A = a 4 bi mit a,b € R und u € U durch

Au = au + bJu
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definieren. Wegen J? = —id ist dann J: U — U in dieser neuen Vektorraum-
struktur die Multiplikation mit ¢. Sei (U, J) der so erhaltene (von J abhéngige)
C-Vektorraum. Es gilt nach Konstruktion

(U, J)p =U.

Eine komplexe Struktur kann es auf U natiirlich nur dann geben, wenn dimg U
gerade ist.

Ist V ein C-Vektorraum, so tragt U = Vg eine komplexe Struktur J,
die durch Ju = iu gegeben wird, und es ist V' = (U, J) nach Konstrukti-
on. Sind (Uy, J1) und (Uz, J2) R-Vektorrdume mit komplexer Struktur und ist
f: Uy — Uy eine R-lineare Abbildung, die Jyf = fJ; erfiillt, so ist dieselbe
Mengenabbildung eine C-lineare Abbildung

f: (U1,J1) - (U2,J2)~

Ist V ein C-Vektorraum, so gehort dazu der konjugierte C-Vektorraum V, der
dieselbe Vektoraddition wie V hat, dagegen die neue Skalarmultiplikation

(A, v) — .

Der zu (U, J) konjugierte Vektorraum ist (U, —J).

Ist U ein R-Vektorraum, so konnen wir auf V. = U @ U eine komplexe
Struktur durch J(uy,u2) = (—uz,u;) definieren, denn offenbar ist J(uy,us) =
(—uy1, —usz). Den entstehenden C-Vektorraum (U & U, J) bezeichnen wir mit
Uc und nennen ihn die Komplezifizierung von U. Ist f: U — U’ eine R-lineare
Abbildung, so erfiillt

fof:UoU—-U U

(fofI(u,u2) = (f© f)(~uz,ur) = (—fuz, fur)
= J(fur, fuz) = J(f @ f)(u1,uz)

und ist deshalb eine C-lineare Abbildung (U @ U,J) — (U’ @ U’,J), die wir
mit
fc: Uec — UL

bezeichnen. Es gilt idc = id und (f o g)c = fc o gc. Es gilt
dimR U= dim@ Uc.

Ferner gilt (Uc)g =U @ U.

Sei V ein C-Vektorraum. Eine Abbildung f: V — V heifit konjugiert-linear,
wenn fg linear ist und wenn fiir A € C immer f(\z) = \f(z) gilt. Eine
konjugiert-lineare Abbildung ist also dasselbe wie eine C-lineare Abbildung
V — V. Eine konjugiert lineare Abbildung c: V — V heifit reelle Struktur auf
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V, wenn ¢ = id ist. Ist V = C", so ist ¢(\1,...A\n) = (A1,...,A,) eine reelle
Struktur. Unter einer reellen Struktur soll man sich also den Ubergang zum
Konjugiertkomplexen vorstellen.

Sei ¢ eine reelle Struktur auf V. Wir betrachten die Eigenrdume von ¢ zu
den Eigenwerten +1:

Vi={zeV]|cc=2a}, Vo={zeV|cx=—x}

Da ¢ konjugiert-linear ist, sind V; und V_ jedenfalls reelle Unterrdume von V,
das heifit Unterrdume von V.

(7.6.2) Satz. Es gilt Vg = V4 @ V_. Die Multiplikation mit i € C liefert
Isomorphismen Vi — V_, V_ — V, von R-Vektorriumen.

Beweis. Sicherlich ist V, NV_ = {0}, wie immer bei verschiedenen Eigenwerten.
Es ist fiir jedes v
1 1
vy = §(v+cv) eVy, v = 5(1} —c) eV,
wie man mittels ¢ = id nachrechnet. Wegen v = v, + v_ ist also auch V =
V4 4+ V_. Damit ist die erste Behauptung gezeigt. Sei v € V. Da ¢ konjugiert-

linear ist, gilt c(iv) = ic(v) = —iv, also iv € V_. Analog ist fiir v € V_ auch
cv € V. Die Abbildung V. — V_, v +— iv ist ein Isomorphismus mit Inversem
w — —iw. O

Sei U ein R-Vektorraum. Dann hat Ug eine kanonische reelle Struktur, die
durch c(u1,u2) = (u1, —uz2) auf U @ U gegeben ist. Mit der oben erklirten
komplexen Struktur J gilt ndmlich ¢J = —J¢, weshalb ¢ als konjugiert-linear
erkannt wird. Die Eigenrdume (Uc)+ und (Uc)— sind hier U@ {0} und {0}&U.
Das legt die folgende Uberlegung nahe.

(7.6.3) Satz. Sei V ein C-Vektorraum mit reeller Struktur c. Dann g¢ibt es
einen kanonischen Isomorphismus von C-Vektorrdumen

a: (Vi)e =V,

der die eben auf (Vi )c definierte reelle Struktur in die gegebene Struktur ¢ auf
V' dbersetzt.

Beweis. Wir setzen a(v1,v2) = vy +ivg, fiir v1,v9 € V4. Dann ist ivy € V_ und
« offenbar ein R-linearer Isomorphismus (wegen (7.6.2))). Es ist « aber C-linear,

weil
aJ(vy,ve) = a(—ve,v1) = —vg + tv1 = i(v1 + tv2) = ia(vy, ve)

ist. Es gilt a(vy, —v2) = v1 — fvg = cvy — icva = cvy + c(ive) = c(v1 + iv2) =
ca(vy,v9). Demnach ist a wie behauptet mit den reellen Strukturen vertréglich.
O
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(7.6.4) Satz. Fir jeden komplexen Vektorraum V gibt es einen kanonischen
Isomorphismus -
WR)c=VaV.

Beweis. Die Abbildung
B: () = VeV, (vi,v2)+ (v1+ivy,v1 — ivs)

ist R-linear und offenbar injektiv, also ein R-Isomorphismus. Man rechnet nach,
daB sie mit den jeweiligen komplexen Strukturen vertréglich ist. O

(7.6.5) Bemerkung. Vektorrdume gleicher Dimension iiber einem Kérper
sind isomorph. Im allgemeinen kann man aber einen Isomorphismus nur durch
Auswahl von Basen herstellen. Gibt es einen ausgezeichneten, basisfrei definier-
ten Isomorphismus, so nennt man diesen kanonisch. Die Réume V und V (bzw.
V und V*) sind isomorph, aber nicht kanonisch. <

Ist f: V — V’ eine C-lineare Abbildung, sind c, ¢’ reelle Strukturen auf
V, V' und gilt fc = ¢ f, so induziert f Abbildungen fy:V, — VI, f_:V_ —
V', die R-linear sind. Beziiglich der Isomorphismen in wird (f4)c in
f iberfithrt. Ein Unterraum W von V heifit c-reell, wenn ¢W C W ist. Es
induziert dann c eine reelle Struktur auf W, und es gilt W, = W N V.

Wir geben nun noch einen zweiten Beweis fiir den Normalformensatz or-
thogonaler Matrizen, der darauf beruht, eine orthogonale Abbildung zun#chst
als unitdre aufzufassen, diese dann zu diagonalisieren und das Ergebnis ins
Reelle zuriickzurechnen. Zunéchst behandeln wir den allgemeinen Fall von Ei-
genraumzerlegungen.

Endomorphismen reeller Vektorrdume haben nicht immer Eigenwerte. In
diesem Fall betrachten wir zunéichst die Komplexifizierung, zerlegen sie in Ei-
genrdume und rechnen danach auf das Reelle zuriick. Wir behandeln hier nur
den Fall, in dem eine Eigenraumzerlegung existiert.

(7.6.6) Satz. Sei V ein C-Vektorraum mit reeller Struktur c. Sei f: V. —V
eine C-lineare Abbildung, die fc = cf erfillt. Sei A\ Eigenwert von f und V()
der zugehorige Eigenraum. Sei U =V und h = f: U — U. Dann gilt:
(1) Ist A reell, so ist V() ein c-reller Unterraum von V'; es ist A Eigenwert
von h und U(h,A) =V (A)4.
(2) Ist A nicht reell, so ist auch A Eigenwert. Es ist V(\) @ V()\) c-
reeller Unterraum von V. Es induziert ¢ einen R-linearen Isomorphis-

mus V(A) — V(X). Der Unterraum (V(A\) @ V(A)y = U{\A} Cc U
wird durch h in sich abgebildet.

(3) Ist V direkte Summe der V(A1),...,V (M), V(u1), V(f1),...,V(is),
V(is) mit reellen \; und nicht-reellen p;, so ist U direkte Summe der

U, U, U, fin}s - Ui, fis )
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Beweis. Sei z € V(A). Wegen f(c(x)) = cf (x) = c(Ax) = Ac(z) ist also c(z) €
V(). Damit folgt (1) und (2). Ist allgemein V = V'@ V" eine direkte Zerlegung
in c-reelle Unterrdume, so wird eine direkte Zerlegung V; = Vi @V} induziert.

Damit folgt (3). m|

Sei V' direkte Summe von Eigenrdumen. Ist by, ..., b; Basis von V(X), so ist
c(b1),...,c(by) Basis von V(X). Wir konnen deshalb eine Zerlegung

V=V @ --aVk oWl e -oWe)

in reelle Unterrdume finden, die die folgenden Eigenschaften hat:
(1) Die V(1),...,V (k) sind eindimensional. Jedes V (j) ist in einem Eigen-
raum zum reellen Eigenwert ); enthalten.
(2) Die W(1),...,W(¥) sind zweidimensional. Jedes W (j) hat eine Basis der
Form bj, cb;, mit f(b;) = p;b; und p; ¢ R.
Der Raum U = V, zerfdllt dann dementsprechend nach

U=V(L)+a-- oW,
in reell ein- bzw. zweidimensionale Unterrdume, die durch A = f, in sich ab-

gebildet werden. Es hat W (j)4 die Basis

1 1 . o
NG ﬁ(lbj —ichj) = a;(2)

und beziiglich dieser Basis hat h : W(j); — W(j)+ die Matrix

(bj +cbj) = a;(1),

( aj _/Bj ), Oéj:Re,LLj, ﬂ]:Im Hj.
B; j

Q;

Der Basiswechsel von a(1),a(2) nach b, ¢b hat die Matrix

- ( Lo ) = .
Vol —i
Das ist eine unitire Matrix.

Wir iibersetzen jetzt die voranstehenden Ergebnisse in matrizentheoretische
Aussagen. Sei A eine reelle (n,n)-Matrix. Wir fassen A als Endomorphismus
h von U = R™ und als Endomorphismus f von V = C™ auf. Es trigt V
die reelle Struktur ¢(zy. - ,2,) = (21,...,2n), und es ist V, = U = R™ der
Unterraum der reellen n-Tupel. Es ist dann A = f im eben verwendeten Sinn.
Angenommen V besitzt eine direkte Zerlegung in Eigenrdume von f. Dann
finden wir nach den voranstehenden Uberlegungen eine Basis von R”, so daf
h darin eine Matrix der Blockdiagonalform

Dia()\l,...,)\r,Ml,...,Mg)
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hat, worin die A; die reellen Eigenwerte sind und

ue(5 %)
Bi

ist. Mit anderen Worten: Es gibt S € GL(n,R), so da8 SAS~! diese Form hat.

Wir kommen nun zu den Anwendungen auf orthogonale Abbildungen. Sei

B :V xV — C eine hermitesche Form auf einem C-Vektorraum V. Dann ist

sg =s: W xVr — R, (u,v) — RefB(u,v) eine symmetrische Bilinearform.

Ist 8 regulér, so auch sg. Ist B positiv definit, so auch sg. Ist vy,..., v, eine

Orthonormalbasis beziiglich (3, so ist vy, vy, ..., Uy, iv, eine Orthonormalbasis

beziiglich s; denn ((v;,4v;) = —if(v;,v;) hat den Realteil 0. Ist f: V — V

unitér beziiglich 3, so ist fr orthogonal beziiglich sz. Deshalb wird ein Homo-
morphismus

r: U(n) — SO(2n)

induziert. Fiir n = 1 erhélt man speziell einen Isomorphismus

r: U(1) — SO(2), % — ( cosp  —EmY )
sinp  cosgp

Sei nun A € O(n). Wie eben fassen wir A als Endomorphismus von C™ mit
reeller Struktur ¢(z1,...,2,) = (Z1,...,2,) auf. Wir kénnen A auch als unitére
Matrix ansehen. Es gibt deshalb eine Orthonormalbasis des C™ beziiglich der
hermiteschen Standardform aus Eigenvektoren a, ..., ax, by, cby, ..., by, cby von
A. Die daraus nach dem eben beschriebenen Verfahren gebildete Basis

a1y ak,a01(1),a2(2), ..., a0(1),ap(2)

ist eine Orthonormalbasis des R" beziiglich des Standardskalarprodukts. Die
Kistchen sind orthogonal, also aus SO(2). Damit haben wir erneut den Nor-
malformensatz fiir orthogonale Matrizen hergeleitet.



Kapitel 8

Anhang

8.1 Die Mengensprache

Mathematik ist Sprache. Sprache wird vereinbart. Vereinbart wird das Zweck-
méfige. Fiir die Mitteilung mathematischer Gegensténde und Gedanken hat
sich weltweit die Mengensprache durchgesetzt. Die Mengensprachdﬂ ist Teil der
natiirlichen Umgangssprache, keiner weiteren Begriindung notig noch fihig,
erlernbar durch Gebrauch und Nachahmung. Erstaunlich, daf§ ein Arsenal von
wenigen Begriffen und wenigen Prinzipien ihrer Verarbeitung fiir die Mathe-
matik ausreicht. Da die natiirliche Sprache mehrdeutig ist, sammeln wir hier
— ohne weitere inhaltliche Erkldrung — das Vokabular und beschreiben seine
mathematische Verwendung. Wie iiblich lebt die mathematische Schriftform
von abkiirzenden Symbolen.

Eine Menge ist eine Zusammenfassung von Elementen zu einem neuen
Objekt. Das Symbol x € A besagt, x ist ein Element der Menge A. Wir sagen
dafiir auch, x ist in der Menge A enthalten. Wie wird eine Menge mitgeteilt?
Eine Moglichkeit ist, ihre Elemente in geschweiften Klammern einfach aufzu-
schreiben; so ist {1,2,3} die Menge mit den Elementen 1,2,3. Bei Mengen mit
unendlich vielen Elementen ist das natiirlich unmoglich. Dann kann man etwa
folgende Mitteilungsart withlen: {z | = hat die Eigenschaft E} ist die Menge
aller Elemente mit der Eigenschaft E. Jedes Gedankending kann Element einer
Menge werden. So kénnen Mengen selbst wieder Elemente einer Menge sein.
FEine Menge ist durch die in ihr enthaltenen Elemente bestimmt.

Ist jedes Element von A auch Element von B, so sagt man, A sei in B
enthalten, A sei Teilmenge, Untermenge von B und schreibt A C B oder
B D A dafiir. Zwei Mengen sind genau dann gleich, wenn sie dieselben Elemente
enthalten, wenn also sowohl A C B als auch B C A gilt. Auf diesem Wege

1Zu unterscheiden von der Mengenlehre, einer mathematischen Disziplin.
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beweist man auch die Gleichheit zweier Mengen.

Aus vorgegebenen Mengen A und B lassen sich neue Mengen bilden. Der
Durchschnitt oder Schnitt A N B besteht aus den Elementen, die sowohl
in A als auch in B enthalten sind. Die Vereinigung A U B besteht aus den
Elementen, die entweder in A oder in B oder in beiden enthalten sind. Das
cartesische Produkt A x B hat als Elemente alle geordneten Paare (a,b),
wobei a € A und b € B ist. Der Terminus ,,geordnet“ bedeutet, daf es auf die
Reihenfolge ankommt, das heifit (a,b) ist von (b, a) zu unterscheiden.

Die vorstehenden Bildungen lassen sich fiir ein beliebiges System (A; | j €
J) von Mengen A; durchfiithren. Der Index j dient hier zur Kennzeichnung und
Unterscheidung der Mengen und kann zum Beispiel eine Nummer sein. Man
nennt in diesem Kontext J eine Indexmenge und (A; | j € J) eine durch J
indizierte Familie von Mengen.

Der Durchschnitt e Aj besteht aus den Elementen, die in sémtlichen
A; liegen. Die Vereinigung |J ies A; besteht aus den Elementen, die in minde-
stens einer der Mengen A; liegen. Damit man den Durchschnitt immer bilden
kann, ist es niitzlich, die leere Menge ) zuzulassen, die iiberhaupt kein Ele-
ment hat und folglich Teilmenge jeder Menge ist. Gilt AN B = (), so heiflen A
und B disjunkt. Natiirlich verwendet man Bezeichungen wie A; N Ao N Ag fiir
den Durchschnitt der drei Mengen Ap, Ao, A3. Analog fiir Vereinigungen und
bei mehreren Mengen.

Sind A und B Mengen, so bezeichnet A~ B die Menge der Elemente von A,
die nicht in B enthalten sind (Differenzmenge oder das Komplement). Bei
dieser Bezeichung wird nicht unterstellt, dal B Teilmenge von A ist. Besteht
B nur aus dem Element b, so schreiben wir auch kurz A \ b.

Das cartesische Produkt [];.; A; besteht aus allen Familien (a; | j € J),
worin a; € A; ist. Auch hier gibt es Bezeichnungen wie A; x Az x As.

Seien A und B Mengen. Eine Abbildung von A mnach B ist eine Vor-
schrift, die jedem a € A ein b € B zuordnet. Die Vorschrift wird meist durch
ein Funktionssymbol b = f(a) geschrieben. Man sagt auch, a werde auf f(a)
abgebildet. In Symbolen schreiben wir dann

f:A— B, aw f(a)= fa.

Manchmal schreiben wir auch f neben oder iiber den Pfeil. Dabei heifit A der
Definitionsbereich oder die Quelle der Abbildung, B der Bildbereich oder
das Ziel der Abbildung. Die ,,Vorschrift* ist durch die Teilmenge

{(a,b) | b= f(a),a € A} C Ax B

bestimmt und kann mengentheoretisch mit ihr gleichgesetzt werden. Zu einer
Abbildung gehéren also die dret Daten A, B und f, wenn man prézise sein will.
In der Praxis erlaubt man sich allerdings gewisse Freiheiten. Statt Abbildung
sagt man auch Funktion, insbesondere dann, wenn die Zielmenge aus Zahlen
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besteht. In einigen Féllen sind auch Worte wie Operator oder Funktional
gebréuchlich. Die Abbildung A x B — A, (a,b) — a heifit Projektion auf
den Faktor A; analog hat man fiir ein beliebiges cartesisches Produkt die
Projektionen auf die Faktoren. Die Abbildung id(A) = id: A — A, a — a
heifit die identische Abbildung von A. Zu einer Inklusion A C B gehort die
Abbildung i: A — B, a +— a, die wir ebenfalls Inklusion nennen und auch
mit i: A C B miflbrauchlich bezeichnen. Eine gegebene Abbildung f: B — Y
besitzt die Finschrinkung foi: A — Y auf die Teilmenge A C B, die auch
f]A notiert wird.

Die Verkettung der Abbildungen f: A — B und g: B — C ist die Abbil-
dung A — C, die a auf g(f(a)) abbildet; sie wird mit gf oder g o f bezeich-
net. Oft hat man eine groBere Anzahl von Abbildungen und Verkettungen zu
notieren. Das geschieht iibersichtlich in einem Diagramm, welches aus den
Abbildungspfeilen, ihren Quellen und Zielen besteht. Fiihren alle moglichen
Verkettungen zwischen festen Stellen in einem Diagramm immer zum gleichen
Ergebnis, so sagen wir, das Diagramm sei kommutativ oder es kommutiere.
Zum Beispiel ist ein Rechteck

A—1-p

g h

C—>D
kommutativ genau dann, wenn ho f =1io g gilt.
Zu f: A— Bund f': A’ — B’ gehort das cartesische Produkt

fxfliAxA - BxB, (ad)— (f(a), f'(a)).
Analog haben wir das cartesische Produkt

HjeJ fi HjeJ Aj— HjeJ B;

einer beliebigen Familie (f;: A; — B, | j € J) von Abbildungen.

Eine Abbildung f: A — B heifit injektiv, wenn aus a; # ap immer
flar) # f(az) folgt, und surjektiv, wenn zu jedem b € B ein a € A mit
b = f(a) existiert. Sie heifit bijektiv, wenn sie sowohl surjektiv als auch in-
jektiv ist. Eine Abbildung f: A — B ist genau dann bijektiv, wenn sie eine
Umkehrabbildung g: B — A hat, das heifit wenn eine Abbildung ¢ existiert
mit den Eigenschaften gf = id(A4) und fg = id(B). Ist C C A, so heifit
f(C) = {b | es gibt c € C mit b= f(c)} das Bild von C bei f. Ist D C B,
so heiBt f~1(D) = {a | f(a) € D} das Urbild von D bei f. Das Urbild der
einelementigen Teilmenge {c} wird f~!(c) geschrieben.

Zwei Mengen heilen gleichmdchtig, wenn es eine Bijektion (= eine bi-
jektive Abbildung) zwischen ihnen gibt. Die Mdchtigkeit einer Menge M ist
die ,,Anzahl“ ihrer Elemente (was immer das fiir unendliche Mengen bedeuten
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mag); sie wird mit | M| bezeichnet. Eine Menge heifit abzdhlbar unendlich,
wenn es eine Bijektion zur Menge der natiirlichen Zahlen gibt.

Eine A quivalenzrelation auf einer Menge A ist eine Teilmenge R C Ax A
mit den folgenden Eigenschaften:

(1) Fiir jedes a € A ist (a,a) € R.

(2) Ist (a,b) € R, so ist auch (b,a) € R.

(3) Ist (a,b) € R und (b,c) € R, so ist auch (a,c) € R.
Ist R solch eine Aquivalenzrelation, so schreibt man a ~ b fiir (a,b) € R und
sagt in diesem Fall, a ist dquivalent zu b beziiglich oder modulo dieser Re-
lation. Die Menge K(a) = {b | a ~ b} heifit die Aquivalenzklasse von a.
Genau dann gilt K(a) = K(b), wenn a ~ b ist. Die Menge der Aquivalenz-
klassen wird mit A/R bezeichnet und A modulo R gelesen. Die Abbildung
p: A — A/R, a — K(a) heift die Quotientabbildung der Aquivalenzrelati-
on. Es ist eine surjektive Abbildung. Die Menge A ist die disjunkte Vereinigung
der Aquivalenzklassen. Ist irgendeine disjunkte Zerlegung von A in nichtleere
Teilmengen gegeben, so gibt es genau eine Aquivalenzrelation auf A, deren
Aquivalenzklassen genau die Mengen dieser Zerlegung sind. Ist f: A — B eine
surjektive Abbildung, so bilden die Urbilder der Elemente von B solch eine
disjunkte Zerlegung. Ein Element einer Aquivalenzklasse wird Reprédsentant
dieser Klasse genannt. Ist p: A — A/R die Quotientabbildung einer Aqui-
valenzrelation und f: A — B eine Abbildung, so gibt es genau dann eine
Abbildung g: A/R — B mit der Eigenschaft g o p = f, wenn f die Aquiva-
lenzklassen von R auf einelementige Mengen abbildet. Man definiert g durch
g9(K(a)) = f(a) und sagt, die Definition sei unabhdngig von der Auswahl des
Représentanten oder kurz und salopp: g ist wohldeﬁnieriﬂ Es gibt also drei
im wesentlichen gleichwertige Erscheinungsformen von Aquivalenzrelationen:
Die Relation R, die disjunkte Zerlegung in Klassen, die surjektive Abbildung
auf die Menge der Klassen.

Der Durchschnitt von Aquivalenzrelationen auf A, aufgefaBt als Teilmengen
von A x A, ist wieder eine. Zu jeder beliebigen Teilmenge S C A x A gibt
es deshalb eine kleinste S umfassende Aquivalenzrelation, genannt die von S
erzeugte. Sind R; und R, Aquivalenzrelationen auf A und gilt Ry C Ry, so
heiflt Ry feiner als Ry und Ry grdber als R;. Die feinste Aquivalenzrelation
ist die Gleichheit; die zugehorige Teilmenge von A x A ist die Diagonale
{(a,a) |a € A} von A x A.

Allgemein wird eine Teilmenge R C A x A als eine (zweistellige) Relation
auf A bezeichnet. Die Idee dabei ist, dal R diejenigen Paare (a,b) aussondert,
die in einer jeweils festgelegten Beziehung (Relation) zueinander stehen. Meist
haben Relationen ihre eigene Notation, zum Beispiel a < b, a kleiner als b. In
diesem Fall besteht R aus den Paaren (a,b), fiir die a < b gilt.

2Damit ist ,,wohldefiniert* definiert.
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f-stabil,

n-Fakultét, [56]

Aquivalenzklasse,

Aquivalenzrelation,
feiner, [151

gréber, [T51]

von einer Menge erzeugte, [[5]]
dquivalent, [I57]

Abbildung
affine, [I03)]
duale,
induzierte, @
lineare,
orthogonal, [73]
projektive, [112)
selbstadjungiert, [87]
transponierte, [23]

unitér, [73]

Abbildung von A nach B,
Abstand, [68] [72]

orientierter, [(2]
Abtragen eines Vektors, [[07]
Abweichung von der Linearitiit,
abzéhlbar unendlich,
Additionstheoreme, [05]
adjungierte Abbildung,
adjungierte lineare Abbildungen, [83]
Adjunkte,
affine Abbildung, [T03|
affiner Raum,

Standardraum, [I0]]
affiner Unterraum,
affines Koordinatensystem, [T04] [T06]
Algorithmus,
allgemeine lineare
alternierende Gruppe,
anisotrop,
Antihomomorphismus, [128
Austauschsatz von Steinitz,
Automorphismus,

baryzentrische Koordinaten,

Basen
gleich orientiert, [62]
Basis, [[4]
geordnete,
negativ orientiert, [62]
positiv orientiert, [62]
Basiswechselmatrix,
Besselsche Ungleichung, @
Betrag
einer Quaternion, [[32]
bijektiv, [I50]
Bild,
Bildbereich,
bilinear, [67] B3]
Bilinearform,
alternierend,
geometrisch, [87]
negativ definit, [89]
positiv definit,
regular,
schiefsymmetrisch,

symmetrisch, [67} [85]

Bilinearfrom

alternierend,
Blockmatrizen, [39]

cartesische Produkt, [I50]
cartesisches Produkt,

Cauchy-Schwarzsche Ungleichung,

charakteristisches
cosinus hyperbolicus, [05]
Cramersche Regel,

Definitionsbereich,
Determinante,

Determinante einer linearen Abbildung,

Determinantenform,
Determinantenfunktion, @
Diagonale, [T5]]
Diagonalmatrix,



Diagramm, [T50]

kommutativ, [L50
Differenzmenge, [149
Dimension,

eines projektiven Raumes, [I06]
Dimensionsformel, 2]]
direkte Summe,
disjunkt,
Distributivgesetz,
Divisionsalgebra, m
Doppelverhiltnis, [L14
Drehachse, [7§]
Drehmatrix, [74] [77]
Drehung,
Dreiecksmatrix,

obere,

untere, [39]
Dreiecksungleichung, [5] [69]
Dreier-Identités, [[31]
Dualbasis,
duale Abbildung,
Dualitét,
Dualraum,
Durchschnitt, [T9]

Ebene
projektive, [109
Eigenraum, [22]
verallgemeinerter, [119
einfach transitiv,
Einheitsmatrix, [3§]
Einheitsvektor, [68|
Einheitswurzel, [7]
Einschréankung, [150
Einselement, |§|
Element,
elementare Umformungen, [4§]
Elementarmatrix, [50] [51]
Eliminationsverfahren,
Endomorphismus,
charakteristisches Polynom,
nilpotent,
zyklischer,
Entwicklung nach einer
Entwicklung nach einer
Epimorphismus, [20]
Erste Dimensionsformel,
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euklidischer Vektorraum, @
exakte Sequenz,

kurze, 24]

Fahne, [39]
Familie,
Funktion,
Funktional, [T50]

Gauflscher Algorithmus,
Gerade
projektive, [109
Gleichheit, [T5]]
gleichméchtig, [I50]
Gleichung
homogen, 9] [E0|
inhomogen,
Koeffizientenmatrix,
GraBmann-Tdentitéf’]
Gruppe, [0]
abelsch, |§|
allgemeine lineare, [3§|
alternierende,
kommutativ, |§|
orthogonale, [73] 02]
spezielle lineare,
spezielle orthogonale,
symmetrische, [55]
unitére, [73]
Gruppenaddition, [f]
Gruppenmultiplikation, [f]
Gruppenstruktur, [6]

Hohenlinie, [139
Halbsystem,
Hauptachsen, [83]
Hauptachsentransformation,
hermitesch, @

hermitesche Form, [67]
Hessesche Normalform,
Hilbert-Raum, @
homogene Koordinaten, [T07]
Homomorphismus, m
hyperbolische Form,
Hyperebene

3Hermann Giinther GraBmann 1809 —
1877
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affine,
projektive,
unendlich ferne,

identische Abbildung, [I50]
imagindre Einheit,
Imaginarteil,
Index, @
Indexmenge, [T49]
injektiv, [T50]
Inklusion, [150
inneres Produkt, [67]
Inverses, [f]

Isometrie, [73] [B5]
isomorph, m
Isomorphismus, [7} 20]
isotrop,

Jacobi-Identitét,
Jordan-Matrix,

Korper,

Addition,

Charakteristik zwei, [89]

Multiplikation,
Kartenabbildung,
Kleinsche Vierergruppe,
Kodimension,
kommutativ, {150
Komplement,

Komplement eines Unterraumes,

komplexe Struktru, [[42]
konjugiert-linear, [[43]
konvex, [T02]

konvexe Hiille, [102]
Koordinaten

baryzentrische,

beziiglich einer geordneten Basis,

homogene,
Koordinatenabbildung, [{4]
Koordinatentransformationen, [45]
Kronecker-Symbol, 3§

Lénge, [63]

leere Menge, [T49]
Leibnizsche Formel,
Lie-Klammer, [125

linear abhéngig
von einer Menge, [T4]
linear unabhéngig von einer Menge,
lineare Abbildung, [T9]
lineare Hiille, [T3]
Linearform, 22} [54]
alternierend,
Linearkombination,
linksinvers,
Linksmultiplikation, [I2§]

Lorentz-Gruppe, [02] O8] 09
kleine, [03]

Lorentz-Transformation, [94] [08]
orthochron,

Lot, [72]

Méchtigkeit, [T50]

Matrix
Adjunkte,
Block,
charakteristisches Polynom,
Diagonale,
Diagonalelemente, [3§]
diagonalisierbar, [64]
Eintrége, 32
Elemente,
erweiterte, [50]
Hauptdiagonale,
hermitesche,
invertierbar, [38]
Nebendiagonale, [3§]
nilpotent, [39]
normal,
orthogonal,
positiv definit,
quadratisch,
Rang, [16]
reguldr, [3§]
Spalte, [33]
Spaltenindex,
Spaltenrang,
Spaltenvektor,
Spur,
symmetrische, [68]
transponierte, [40
unitér, [73]
Zeile,



Zeilenindex,
Zeilenrang,
Zeilenstufenform,
Zeilenvektor, [33]
Matrix von f beziiglich B, C, @
Matrizen
dhnlich, [42]
squivalent,
grob-dquivalent,
konjugiert,
Matrizenprodukt,
Menge,
linear abhéngig, [T4]
linear unabhingig, [[4]
Minkowski-Raum, [02] 07]
Monomorphismus,

Norm, [68] [72] B0

Normalform
jordansche,
Nullelement, m
Nullmatrix,
Nullraum,
Nullstelle, [63]
Nullvektor, [[2]

Operator, [T50]

Ordnung eines Gruppenelementes, [J]
Orientierung, [62]

kanonische,
orthogonal,
orthogonale Gruppe,
orthogonale Projektion,
orthogonale Summe,
orthogonales Komplement, [71]
Orthogonalsystem,
Orthonormalbasis,
Orthonormalisierungsverfahren, [70]
Orthonormalsystem, [70]

Parsevalsche Ungleichung, @
Permutation,
gerade,
Signum, [E5]
Transposition, [55]

ungerade, [B5]
Vorzeichen,
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Permutationsgruppe, |5_5|
Polarsierung, [140
positiv definit, [67}
Produkt von Vektorrdumen, [26]
Produktsatz fiir Determinanten, [59]
Projektion, [25]
Projektion auf den Faktor A,
Projektionsoperator,
projektive Quadrik,
projektive
projektiver Raum, [106]
projektives Koordinatensystem,
Projektivitét, [T12]
Punkt
eines affinen Raumes, [101
Punkte
in allgemeiner Lage, [113]
unabhéngig, [113]

Quader, [61]
quadratische Form, [T40]

quadratische Verfeinerung, [T42]
quadratischer Raum, [140
Quadrik,
projektive, m
Quaternionen, [12§
C-Standardbasis,
R-Standardbasis, [[29]
euklidisches Skalarprodukts, [[29]
Konjugation, [I2§]
Multiplikationsregeln,
reine, [I29]
unitdres Skalarprodukt,
Zentrum, 130
Quelle, [[49]
Quotientabbildung, 29} [T5]]
Quotientraum, [30]

Radikal,
Rang einer linearen Abbildung,
Rang einer Matrix, [Z0]
Raum
affiner,
projektiver, [L06]
Realteil, [f]
rechtsinvers, 23]
reelle Struktur, [143
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Relation, [151
Repriisentant, [T51]

Sattelfldche, [[39]
Sattelpunkt,

Satz des Pythagoras,
schief-hermitesch, [T34]
Schiefkorper, [[2§]
schiefsymmetrisch, [I25]
Schnitt,
selbstadjungiert,
Signatur, 1]

Simplex,

simultane Diagonalisierung, @
sinus hyperbolicus,
Skalar, [I0]

Skalarprodukt, [67]
Spaltenrang, [45|

spezielle lineare Gruppe,
Spiegelung,

Spur, [43]

Standardbasis,
Standardskalarprodukt, [66} [67]
Standardvektor, [I5]
Standardvektorraum, [T]]

Strecke, [T02]

Struktursatz fiir nilpotente Morphismen,

1 13)
Stufe eines Vektors,
Summe

orthogonale, [6§|

Summe von Unterrdumen, [24]
Summe von Vektorrdume, 26]
Summenkonvention,
surjektiv, [I50]
symmetrisch,
symmetrische Bilinearform, @
symmetrische Gruppe,

tangens hyperbolicus,
Teilmenge, [[4§|

Trigheitssatz von Sylvester, O]
Translation, [[0]]

Transposition, [55]

Umkehrabbildung, [T50]
unabhéngig, [L51

unitére Gruppe, [73|
unitirer Vektorraum, @
Untergruppe, [7]
Unterkorper,
Untermatrix, [33]
Untermenge, [T4§]
Unterrdume

orthogonale,
Unterraum, [T1]

c-reell,

affiner, [29] 50|

Richtung, 29} E0|

aufgespannt von einer Menge, [T3]
Erzeugendensystem,
erzeugt von einer Menge, [T3]
negativ,
positiv, [90}
trivialer, [[2]

Untervektorraum, [T]]

Urhild,

Vektor,

lineare Darstellung, [T4]
Vektoren

orthogonale, [6§|
Vektorprodukt,

Vektorraume
isomorph,
Vektorraum

f-zyklisch, [[16]

(interne) direkte Zerlegung,

Addition, [I0]

additive Gruppe,

direkte Summe,

euklidischer, @

komplexer,

konjugierter, [L3]

Multiplikation mit Skalaren, [I0]

normierter, [72]

orientierter, [62]

primérer Anteil zu einem

reeler,

unitérer, [67]
Vektorraum iiber einem Kérper,
Vektorraumstruktur,
Verbindungsstrecke, [[02]
Verbindungsvektor, [10]]



INDEX 157

Vereinigung, [I49]
Vergangenheitskegel,
Verkettung, [I50]
Verkniipfung,

assoziativ, ]

kommutativ, [f]

neutrales Element, |§|
Vielfachheit, @
Volumen, [62]

Winkel, [69]
wohldefiniert,

Zahl
Betrag, ]
komplexe,
Imaginérteil, [
konjugierte,
Realteil,
Norm, [j]
Zahlen, @
ganze, [
komplexe,
natiirliche,
rationale, []
reelle,
Zeilenrang,
Zeilenumformungen,
Zentralprojektion, [[12]
Zentrum, [T30]
Ziel,
Zukunftskegel, 03]
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